
A. Zhugayevych1,2, A. Yurachkivsky2,P. Argyrakis3, B. Lev1

1 Institute of Physics, Kyiv, Ukraine
2 Department of Mathematics, Radiophysics Faculty
3 Physics Faculty, University of Thessaloniki, GreeceE�cient perturbation expansionfor disordered systemsand its application to random bond model



Ïîñòàíîâêà çàäà÷iÄëÿ àíñàìáëþ âèïàäêîâèõ ìàòðèöü {H} çíàéòè óñåðåäíåíó ðåçîëü-âåíòó (ôóíêöiþ Ãðiíà):
〈G(s)〉 =

〈

(s−H)−1
〉

• Âèïàäêîâå áëóêàííÿ íà ãðàòöi: H � ìàòðèöÿ ÷àñòîò ïåðåõîäiâ,
G � ëàïëàñiâ ïåðåòâið ïåðåõiäíî¨ iìîâiðíîñòi.

• Åëåêòðîí (ôîíîíè, ìàãíîíè) ó ðîçóïîðÿäêîâàíîìó êðèñòàëi:
H � ãàìiëüòîíiàí â ìîäåëi ñèëüíîãî çâ'ÿçêó,
ρx(s) = ∓ 1

π
〈=Gxx(s± i0)〉 � ãóñòèíà ñòàíiâ.Íåêîðåëüîâàíà äiàãîíàëüíà ðîçóïîðÿäêîâàíiñòü:

Hxy = hxy + εxδxy,äå h � ôiêñîâàíà ìàòðèöÿ, εx � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. 2/19



Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Òåîðiÿ çáóðåíü
• Âèáið íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ
• Ïåðåãðóïóâàííÿ i ÷àñòêîâå ïiäñóìîâóâàííÿ
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
〈G(s)〉 =

〈

(s−H)−1
〉

, Hxy = hxy + εxδxy

Âèáið íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ
• h � çáóðåííÿ:

〈Gxy〉 =

∞
∑

n=0

∑

z1,...,zn

〈

1

s− εx
hxz1

1

s− εz1
hz1z2 . . . hzny

1

s− εy

〉

• (ε− εe) � çáóðåííÿ (εe � âiëüíèé ïàðàìåòð):
〈Gxy〉 =

∞
∑

n=0

∑

z1,...,zn

〈gxz1(εz1 − εe)gz1z2 . . . (εzn − εe)gzny〉 ,äå g ≡ g(s− εe) = (s− εe − h)−1
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
〈Gxy〉 =

∞
∑

n=0

∑

z1,...,zn

〈gxz1(εz1 − εe)gz1z2 . . . (εzn − εe)gzny〉

Ïðîáëåìè
• Ñèíãóëÿðíi òî÷êè g

• Âåëèêà àìïëiòóäà ε

• ßê óñåðåäíèòè äëÿ íåêîðåëüîâàíîãî ε?
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
〈Gxy〉 =

∞
∑

n=0

∑

z1,...,zn

〈gxz1(εz1 − εe)gz1z2 . . . (εzn − εe)gzny〉

Ìåòà
• Çðîáèòè îïòèìàëüíèé âèáið εe.
• Ïîêðàùèòè çáiæíiñòü â ñèíãóëÿðíèõ òî÷êàõ i ïðè âåëèêié àìïëi-òóäi ðîçóïîðÿäêîâàíîñòi.
• Âèêîðèñòàòè êîíöåíòðàöiþ äåôåêòíèõ âóçëiâ ÿê ìàëèé ïàðàìåòði ïîáóäóâàòè ðÿä ïî êîíöåíòðàöi¨.
• Ïðîâåñòè óñåðåäíåííÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi äëÿ íåêîðåëüîâàíîãî ε.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
〈Gxy〉 =

∞
∑

n=0

∑

z1,...,zn

〈gxz1(εz1 − εe)gz1z2 . . . (εzn − εe)gzny〉

Ïiäñóìîâóâàííÿ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi
〈Gxy〉 =

∞
∑

n=0

∑

z1,...,zn
zi 6=zi+1

〈gxz1bz1gz1z2 . . . bzngzny〉 ,äå
bx =

εx − εe

1− (εx − εe)gxxòàê, ùî
(εx − εe)gxy −→

(εx − εe)gxy
1− (εx − εe)gxx

.�Ñòàíäàðòíå� íàáëèæåííÿ åôåêòèâíîãî ñåðåäîâèùà (ÍÅÑ): 〈bx〉 = 0.7/19



Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
• Âèêîðèñòàòè êîíöåíòðàöiþ äåôåêòíèõ âóçëiâ ÿê ìàëèé ïàðàìåòð i ïî-áóäóâàòè ðÿä ïî êîíöåíòðàöi¨.
• Ïðîâåñòè óñåðåäíåííÿ â ÿâíîìó âèãëÿäi äëÿ íåêîðåëüîâàíîãî ε.Ïåðåãðóïóâàííÿ

∑

z1,...,zn
zi 6=zi+1

−→
∑

z1,...,zn
zi 6=zjßêùî εx =

{

1 ç iìîâ. p,
0 iíàêøå, òî 〈εx1

. . . εxn
〉 ∼ pn ïðè xi 6= xj .ßêùî εx � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî

〈ϕ(εx1
, . . . , εxn

)〉 ïðè xi 6= xj íå çàëåæèòü âiä x.
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Ãîëîâíèé ðåçóëüòàòÒåõíiêà ïåðåãðóïóâàííÿ
S =

∞
∑

n=1

∑

z1,...,zn

uz1Cz1z2 . . . Czn−1znvzn = u>(1− C)−1v,äå C � äåÿêà ìàòðèöÿ, u i v � âåêòîðè.
S =

∞
∑

m=1

∑

z1,...,zm
zi 6=zj

uz1Qz1...zm (Cz2z1vz1 + vz2) ,äå Qz1 = 1, à äëÿ m > 1

Qz1...zm =

m
∑

k=2

(−1)m−k

(m− k)!

Nk

D1...k
, Nk =

k
∑

l=2

1

(k − l)!
C1l...432Dl+1...k,òóò Ci1...in = Czi1zi2

. . . Czin−1
zin

i Di1...in � äåòåðìiíàíò ìàòðèöi (1−
C), çâóæåíî¨ íà iíäåêñè {zi1 , . . . , zin}. 9/19



Ãîëîâíèé ðåçóëüòàò Ðåçîëüâåíòà
〈Gxy〉 = gxy +

∑

z

〈gxzbzgzy〉+
∑

z 6=u

〈

gxzbzgzubu (guzbzgzy + guy)

1− bzbugzuguz

〉

+ . . .

ßêùî εx =

{

1 ç iìîâ. p,
0 iíàêøå, òî

〈Gxy〉 = gxy+p
∑

z

gxzgzy
1− gzz

+p2
∑

z 6=u

gxzgzu

(

guzgzy
1−gzz

+ guy

)

(1− gzz)(1− guu)− gzuguz
+O(p3).

10/19



Ãîëîâíèé ðåçóëüòàò: ×èñåëüíi òåñòè
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mÐèñ. 1. Òî÷íiñòü (çà íîðìîþ â L1) m-ãî ïîðÿäêó ðîçêëàäó â ðÿä ìàòðèöi
A = (1 − C)−1, äå C � âèïàäêîâèé 2D-ëàïëàñiàí. Íèæíÿ êðèâà � ñòàí-äàðòíèé ðîçêëàä, âåðõíÿ � ç ïåðåãðóïóâàííÿì.
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Ãîëîâíèé ðåçóëüòàò: ×èñåëüíi òåñòè
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mÐèñ. 2. Òî÷íiñòü (çà íîðìîþ â L1) m-ãî ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü ðåçîëüâåí-òè G = (s−H)−1, äå H � äiàãîíàëüíî çáóðåíèé 2D-ëàïëàñiàí ç ∆ε = ||h||i s íà ||h||/4 áiëüøå êðàéíüîãî ïðàâîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ. Íèæíÿ êðèâà� ñòàíäàðòíà òåîðiÿ çáóðåíü, âåðõíÿ � ç ïåðåãðóïóâàííÿì. 12/19



Ìîäåëü âèïàäêîâèõ çâ'ÿçêiâ(ñèìåòðè÷íå âèïàäêîâå áëóêàííÿ)
sGxy − δxy =

∑

z

Γxz (Gzy −Gxy) ,äå Gxy � ëàïëàñiâ ïåðåòâið ïåðåõiäíî¨ iìîâiðíîñòi ìiæ âóçëàìè x i y,
Γxy � ÷àñòîòà ïåðåõîäiâ ìiæ x i y.Ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ çâ'ÿçêiâ ξ = (x, x′), òîäi

〈Gxy〉 =
1

Γe
gxy+

+
1

Γe

∞
∑

n=1

∑

ζ1,...,ζn

〈(

gxz1 − gxz′

1

)

bζ1 g̃ζ1ζ2bζ2 . . . bζn
(

gz′

ny
− gzny

)〉

,äå
g̃(x,x′)(y,y′) = gx′y + gxy′ − gxy − gx′y′ , bζ =

Γζ − Γe

Γe − (Γζ − Γe)g̃ζζ
,à g ≡ g(s/Γe) � ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ îäèíè÷íèõ ÷àñòîò ïåðåõîäiâ (ìiæñïîëó÷åíèìè âóçëàìè). 13/19



Ìîäåëü âèïàäêîâèõ çâ'ÿçêiâÊîåôiöi¹íò äèôóçi¨
D

D0Γe
= 1 +

〈

biz
〉

+
∞
∑

m=2

∑

ζ2,...,ζm
ζi 6=ζj ,ζi 6=ζ1

〈

Qi1...im
z1...zm

bi2z2
(

∂i2∂−i1gz2−z1b
i1
z1

+ 1
)〉

,

çîêðåìà â äðóãîìó ïîðÿäêó
Qi1i2

z1z2
=

bi1z1∂
i1∂−i2gz1−z2

1− bi1z1b
i2
z2 (∂

i1∂−i2gz1−z2)
2 .�Ñòàíäàðòíà� óìîâà íàáëèæåííÿ åôåêòèâíîãî ñåðåäîâèùà: 〈biz〉 = 0.Ïîêðàùåíà óìîâà: D

D0Γe = 1.
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Ìîäåëü äåôåêòíèõ çâ'ÿçêiâ äëÿ êâàäðàòíî¨ ãðàòêè
Γ = 1 ç iìîâiðíiñòþ p i γ < 1 ç iìîâiðíiñòþ p̄ = 1 − p òàê, ùî p̄êîíöåíòðàöiÿ äåôåêòíèõ çâ'ÿçêiâ. Âèïàäîê γ = 0 � ìîäåëü îáiðâàíèõçâ'ÿçêiâ, γ = 1 àáî p = 1 � áåçäåôåêòíà ãðàòêà.

0 pc 1
0

g

p

1

(A)

(B)

(C)Ðèñ. 3. Ôàçîâà äiàãðàìà ìîäåëi. 15/19



Ìîäåëü äåôåêòíèõ çâ'ÿçêiâ: ×èñåëüíi òåñòè
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Ðèñ. 4. Îáëàñòü (A). Êîåôiöi¹íò äèôóçi¨ äëÿ ìîäåëi îáiðâàíèõ çâ`ÿçêiâ(âêëàäåíèé ðèñ.) i éîãî âiäíîñíà ïîïðàâêà äî ñòàíäàðòíîãî ÍÅÑ-çíà÷åííÿ: òî÷êè � ÷èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ, æèðíà ëiíiÿ � ïîêðàùåíå ÍÅÑ,çâè÷àéíà ëiíiÿ � ïîïðàâêà äî ÍÅÑ, âåðõíÿ ïóíêòèðíà � ïåðåíîðìîâàíåÍÅÑ [Sahimi83], íèæíÿ ïóíêòèðíà � äâîçâ'ÿçêîâå ÍÅÑ. 16/19



Ìîäåëü äåôåêòíèõ çâ'ÿçêiâ: ×èñåëüíi òåñòè
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Ðèñ. 5. Îáëàñòü (B). Âiäíîñíà (äî ÍÅÑ) ïîïðàâêà äî êîåôiöi¹íòà äèôóçi¨:(a) ïîïðàâêà äëÿ ðiçíèõ γ, çâåðõó âíèç: 0, 0.001, 0.01, 0.1. (b) Ïîïðàâêàäî ÍÅÑ (çâè÷àéíà ëiíiÿ) i ïîêðàùåíå ÍÅÑ (æèðíà ëiíiÿ) ó ïîðiâíÿííi ç÷èñåëüíèì ìîäåëþâàííÿì äëÿ γ = 0.01.
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Ìîäåëü äåôåêòíèõ çâ'ÿçêiâ: ×èñåëüíi òåñòè
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0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35Ðèñ. 6. Îáëàñòü (C). Àñèìïòîòèêà ïðè t → ∞ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãîçìiùåííÿ áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè â ìîäåëi îáiðâàíèõ çâ'ÿçêiâ íèæ÷å ïîðîãóïðîòiêàííÿ: øòðèõîâà ëiíiÿ � ñòàíäàðòíå ÍÅÑ, çâè÷àéíà ëiíiÿ � ïîïðàâêàäî ÍÅÑ, òî÷êè � ÷èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ, ïóíêòèðíà ëiíiÿ � (1,6) Ïàäå-àïðîêñèìàöiÿ ðîçêëàäó ïî p.
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Âèñíîâêè1. Ïîáóäîâàíî åôåêòèâíó òåîðiþ çáóðåíü äëÿ ðåçîëüâåíòè (ôóíêöi¨Ãðiíà) äiàãîíàëüíî ðîçóïîðÿäêîâàíî¨ ìàòðèöi:
• Îá'¹äíàíî âiäîìi iäå¨ íàáëèæåííÿ åôåêòèâíîãî ñåðåäîâèùà i ïå-ðåãðóïóâàííÿ ðÿäó òåîði¨ çáóðåíü.
• Çíàéäåíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ÷ëåíiâ ïåðåãðóïîâàíîãî ðÿäó.
• Ïîêàçàíî, ùî òàêå ïåðåãðóïóâàííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü ÿâíî óñåðå-äíèòè ÷ëåíè ðÿäó äëÿ âèïàäêó íåêîðåëüîâàíîãî çáóðåííÿ.
• Îäåðæàíî ðîçêëàä â ðÿä ïî êîíöåíòðàöi¨ äåôåêòíèõ âóçëiâ.
• Çàïðîïîíîâàíî øëÿõè ïîêðàùåííÿ ñòàíäàðòíîãî âàðiàíòó íà-áëèæåííÿ åôåêòèâíîãî ñåðåäîâèùà.2. Çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä àäàïòîâàíî äî ìîäåëi âèïàäêîâèõ çâ'ÿçêiâ.Çîêðåìà, îá÷èñëåíî êîåôiöi¹íò äèôóçi¨ â äðóãîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáó-ðåíü, ùî ó ïîðiâíÿííi ç iíøèìè ïiäõîäàìè äà¹ íàäiéíi ðåçóëüòàòè óâñüîìó äiàïàçîíi ïàðàìåòðiâ (äå ïðàöþ¹ ÍÅÑ). 19/19


	Постановка задачі
	Головний результат
	Модель випадкових зв'язків
	Модель дефектних зв'язків

