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§1. Математичний апарат квантової механiки

Основним математичним об’єктом у квантовiй механiцi є сепарабельний гiльбертiв простiр. В цьому
параграфi викладенi основи аналiзу в таких просторах.

Нагадаємо, що скалярний добуток задається властивостями:

1) ⟨𝜑|𝜓⟩ = ⟨𝜓|𝜑⟩,
2) ⟨𝜑|𝜆𝜓⟩ = 𝜆⟨𝜑|𝜓⟩,
3) ⟨𝜑|𝜓1 + 𝜓2⟩ = ⟨𝜑|𝜓1⟩ + ⟨𝜑|𝜓2⟩,
4) ⟨𝜓|𝜓⟩ > 0, причому рiвнiсть досягається лише при 𝜓 = 0.

Гiльбертiв простiр ℋ — це повний (всяка фундаментальна послiдовнiсть збiгається) нескiнченновимiр-
ний евклiдiв простiр (лiнiйний простiр зi скалярним добутком). Гiльбертiв простiр самоспряжений, тому
лiнiйнi функцiонали ототожнюються з бiлiнiйними формами: ⟨𝜑|A𝜓⟩ ≡ ⟨𝜑|A|𝜓⟩. Ми використовуємо позна-
чення Дiрака: елементи гiльбертового простору позначаємо кет-векторами |𝜓⟩, а елементи спряженого
простору — бра-векторами ⟨𝜓|. Спряженi оператори визначаються рiвнiстю: ∀𝜑, 𝜓 ∈ ℋ ⟨A+𝜑|𝜓⟩ = ⟨𝜑|A𝜓⟩.

Спектр оператора A — це множина таких чисел 𝑎, що оператор A−𝑎 необоротний. Вiн однозначно роз-
кладається на точковий i неперервний спектри. Перший — це множина власних значень, тобто розв’язкiв
рiвняння A𝜓 = 𝑎𝜓. Другий — це множина таких 𝑎, що оператор (A− 𝑎)−1 визначений, але не скрiзь.

Оператор A називається самоспряженим (ермiтовим), якщо A+ = A. В гiльбертовому просторi спектр
самоспряженого оператора дiйсний, власнi функцiї ортогональнi, а для самого оператора визначене спе-
ктральне розвинення A =

∫︀
𝑎 dP(𝑎), де P – спектральна функцiя така, що P(𝑎) – проектор, i P зростає

вiд P(−∞) = 0 до P(+∞) = 1. Будь-яка функцiя вiд оператора в термiнах спектрального розвинення
має вигляд 𝑓(A) =

∫︀
𝑓(𝑎) dP(𝑎). Оператор називається компактним, якщо вiн всяку слабо збiжну по-

слiдовнiсть (збiжнiсть за скалярним добутком) переводить у сильно збiжну (збiжнiсть за нормою). У
банаховому просторi (повному нормованому просторi) спектр компактного оператора чисто точковий:
злiченний з точкою згущення на нескiнченностi (або взагалi скiнченний), причому кратнiсть виродження
спектру скiнченна. Оператор, зберiгаючий скалярний добуток, називається унiтарним, вiн задовольняє
спiввiдношення U−1 = U+. Унiтарний оператор завжди можна подати у виглядi U = exp(iA), де A – деякий
самоспряжений оператор. Проектором називається такий оператор P, що P2 = P. ∀𝜓 ∈ ℋ вектор P𝜓 на-
лежить пiдпростору проектування, trP дає розмiрнiсть цього пiдпростору. Якщо {𝜑𝑛} – ортонормований
базис пiдпростору проектування, то P =

∑︀
𝑛 |𝜑𝑛⟩⟨𝜑𝑛|.

Гiльбертiв простiр називається сепарабельним, якщо в ньому iснує злiченна скрiзь щiльна множина.
Основнi властивостi сепарабельних гiльбертових просторiв такi:

1. Всi сепарабельнi гiльбертовi простори iзоморфнi мiж собою.

2. Iснує ортогональна проекцiя будь-якого елемента 𝜓 ∈ ℋ на будь-який замкнутий пiдпростiр ℳ,
причому розклад 𝜓 = 𝜓ℳ + 𝜓ℳ⊥ єдиний. Тому iснує поняття прямої суми i рiзницi замкнутих
пiдпросторiв.

3. Iснує повний ортонормований базис {𝜑𝑛}, тобто ∀𝜓 ∈ ℋ, 𝜓 =
∑︀

𝑛 𝑐𝑛𝜑𝑛, де 𝑐𝑛 ≡ ⟨𝜑𝑛|𝜓⟩, i
∑︀

𝑛 |𝑐𝑛|2 =
⟨𝜓|𝜓⟩.

4. Всякий компактний самоспряжений оператор має повну ортонормовану систему власних функцiй,
а його спектральне розвинення можна подати у виглядi: A =

∑︀
𝑎 |𝑎⟩𝑎⟨𝑎|.

§2. Фiзичнi принципи квантової механiки

Формалiзм квантової механiки можна стисло подати в наступнiй формi. Фiзичнi величини (спосте-
режуванi) описуються самоспряженими операторами сепарабельного гiльбертового простору, а стани
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квантової системи — одиничними векторами цього простору. Еволюцiя iзольованої квантової системи
описується групою унiтарних перетворень U𝑡 = exp(−iH𝑡/~), де H – гамiльтонiан. Це внутрiшнiй свiт
квантової механiки. Реально проявляє вiн себе через процес вимiрювання таким чином: якщо для систе-
ми в станi 𝜓 вимiрюється фiзична величина 𝐴, то можливi одержуванi значення спiвпадають зi спектром
її оператора A. При цьому значення 𝑎 одержується з iмовiрнiстю |⟨𝑎|𝜓⟩|2, де |𝑎⟩ вiдповiдна власна фун-
кцiя оператора A, а пiсля вимiрювання система опиняється у станi |𝑎⟩. Нижче пояснимо, чому саме така
побудова.

Фiзичний принцип суперпозицiї станiв вимагає лiнiйностi простору. Щоб величини |⟨𝑎|𝜓⟩|2 були ймовiр-
ностями необхiдне одиничне нормування станiв, ⟨𝜓|𝜓⟩ = 1. Самоспряженiсть оператора гарантує дiйснiсть
вимiрюваних значень. Фiзика квантових явищ не повинна залежати вiд конкретної реалiзацiї гiльберто-
вого простору, тому потрiбна сепарабельнiсть. Принцип вiдтворюваностi фiзичних вимiрювань забезпе-
чується тим, що при подальшому вимiрюваннi цiєї ж фiзичної величини буде отримуватися одне й те
ж значення, оскiльки власнi функцiї ортогональнi. Унiтарнiсть оператора еволюцiї потрiбна для збере-
ження одиничного нормування станiв. Для забезпечення принципiв причинностi i однорiдностi вiдносно
часу необхiдно, щоб U𝑡+𝜏 = U𝑡U𝜏 , тобто сiм’я U𝑡 має бути напiвгрупою. Оборотнiсть же вимагає групової
структури. Оператор еволюцiї можна узагальнити i на залежнi вiд часу гамiльтонiани: формально мати-
мемо U𝑡 = exp

(︁
− i

~
∫︀ 𝑡
0 H(𝜏) d𝜏

)︁
. Явний вигляд оператора H, так само як i iнших операторiв, виводиться з

принципу вiдповiдностi: при ~ → 0 повиннi одержати класичну механiку.
Сам акт вимiрювання спостережуваної 𝐴 описується проектором на один з власних векторiв оператора

A: P𝑎 = |𝑎⟩⟨𝑎|, так що P𝑎𝜓 ≡ (⟨𝑎|𝜓⟩)|𝑎⟩. Середнє ж значення вимiрювання дається, очевидно, формулою
⟨𝐴⟩ =

∑︀
𝑎 |⟨𝑎|𝜓⟩|2 ≡ ⟨𝜓|A|𝜓⟩.

Динамiчнi рiвняння квантової механiки можна записати рiзними способами. Рiч у тiм, що у формулi
|⟨𝑎|U𝑡|𝜓⟩|2 оператор еволюцiї можна в будь-якiй пропорцiї приписати i до лiвої (оператор) i до правої
(стан) функцiї. В крайнiх випадках одержимо вiдповiдно рiвняння Гейзенберга i Шредингера. В першо-
му випадку хвильова функцiя стала, а оператори змiнюються за законом A(𝑡) = U−1

𝑡 A(0)U𝑡, так що в
диференцiальнiй формi одержимо рiвняння Гейзенберга:

i~
dA

d𝑡
= [A,H] ,

або в загальнiшiй формi:

i~
dA

d𝑡
= i~

𝜕A

𝜕𝑡
+ [A,H] .

В iншому випадку змiнюється хвильова функцiя за законом 𝜓(𝑡) = U𝑡𝜓(0), що в диференцiальнiй формi
дасть рiвняння Шредингера:

i~
d𝜓

d𝑡
= H𝜓.

Практичними реалiзацiями гiльбертового простору ℋ служать координатнi простори, де координата-
ми є власнi числа деякої фiзичної величини. У випадку неперервного спектру оператора цiєї фiзичної
величини ℋ = 𝐿2(𝑋,𝜇) зi скiнченною чи нескiнченною мiрою, яка має злiченний базис (останнє потрiбне
для сепарабельностi). Елементами простору 𝐿2 є хвильовi функцiї 𝜓(𝑥), спряженими будуть 𝜓(𝑥). Коор-
динатами 𝑥 ∈ 𝑋 можуть виступати звичайнi координати частинки (координатне представлення) або її
iмпульс (iмпульсне представлення). Скалярний добуток в 𝐿2 визначений як ⟨𝜑|𝜓⟩ =

∫︀
𝑋 𝜑(𝑥)𝜓(𝑥) d𝜇(𝑥).

У випадку дискретного спектру ℋ = 𝑙2 одержуємо так зване матричне представлення (якщо спектр
скiнченний, то ℋ — скiнченновимiрний евклiдiв простiр). Координати нумеруються цiлими числами, якi
iндексують власнi функцiї. Елементами є вектори з координатами 𝑐𝑛, а операторами — матрицi з коорди-
натами 𝐴𝑚𝑛 (скiнченнi чи нескiнченнi). Скалярний добуток визначений як ⟨𝜑|𝜓⟩ =

∑︀
𝑛 𝑑𝑛𝑐𝑛, де 𝑐𝑛 i 𝑑𝑛 –

координати векторiв 𝜓 i 𝜑, вiдповiдно. Рiвняння Шредингера набуває вигляду:

i~𝑐̇𝑚 =
∑︁
𝑛

𝐻𝑚𝑛𝑐𝑛. (2.1)

На практицi вибирають не один оператор, а повний набiр комутуючих операторiв, тодi кожнiй власнiй
функцiї вiдповiдає лише один набiр власних чисел, розмiрнiсть повного набору дорiвнює кiлькостi ступенiв
вiльностi системи.
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Зв’язок мiж 𝐿2 i 𝑙2 представленнями наступний. Нехай H – оператор, на якому побудований 𝑙2, i
нехай 𝜑𝑛(𝑥) – власнi функцiї оператора H в 𝐿2. Тодi для стану 𝜓 i оператора A одержимо такi формули
вiдповiдностi:

𝜓(𝑥) =
∑︁
𝑛

𝑐𝑛𝜓𝑛(𝑥), 𝑐𝑛 =

∫︁
𝑋
𝜑𝑛(𝑥)𝜓(𝑥) d𝜇(𝑥) ≡ ⟨𝑛|𝜓⟩, (2.2)

A =
∑︁
𝑚𝑛

|𝑚⟩𝐴𝑚𝑛⟨𝑛|, 𝐴𝑚𝑛 =

∫︁
𝑋
𝜑𝑚(𝑥)(A𝜑𝑛)(𝑥) d𝜇(𝑥) ≡ ⟨𝑚|A|𝑛⟩. (2.3)

Повний розподiл значень фiзичної величини 𝐴 можна одержати у власному представленнi оператора
A: для неперервної величини розподiлом буде |𝜓(𝑎)|2, для дискретної — |𝑐𝑎|2.

Квантовi стани вiдкритих систем описуються не векторами гiльбертового простору, а спецiальними
операторами — операторами густини 𝜌, якi є додатновизначеними самоспряженими операторами з оди-
ничним слiдом. Якщо ∃𝜓 ∈ ℋ 𝜌 = |𝜓⟩⟨𝜓|, то такий стан називається чистим, вiн вiдповiдає опису станiв
у замкнених системах. Всi iншi стани — мiшанi. Критерiєм чистого стану є умова 𝜌2 = 𝜌. Середнi обчи-
слюються за формулою ⟨𝐴⟩ = tr 𝜌A. Iмовiрнiсть одержати значення 𝑎 в результатi вимiрювання фiзичної
величини 𝐴 дорiвнює ⟨𝑎|𝜌|𝑎⟩ (пiсля вимiрювання система опиняється в чистому станi |𝑎⟩). Рiвняння Шре-
дингера для оператора густини виглядає так:

i~
d𝜌

d𝑡
= [H, 𝜌] .

В координатному i матричному представленнях вищенаведенi формули виглядають наступним чином:

i~
𝜕𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
=

(︀
H𝑥 − H+

𝑦

)︀
𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑡), i~

𝜕𝜌𝑚𝑛

𝜕𝑡
=

∑︁
𝑘

(𝐻𝑚𝑘𝜌𝑘𝑛 − 𝜌𝑚𝑘𝐻𝑘𝑛) ,

⟨𝐴⟩ =

∫︁
A𝑥𝜌(𝑥, 𝑦)|𝑦=𝑥 d𝑥 =

∑︁
𝑚𝑛

𝜌𝑚𝑛𝐴𝑛𝑚, 1 =

∫︁
𝜌(𝑥, 𝑥) d𝑥 =

∑︁
𝑛

𝜌𝑛𝑛.

Оператор густини системи можна трактувати як звуження чистого оператора густини деякої надси-
стеми: 𝜌(𝑥, 𝑦) =

∫︀
Ψ(𝑥, 𝑞)Ψ(𝑦, 𝑞) d𝑞, де 𝑥, 𝑦 – координати системи, а 𝑞 – додатковi координати надсистеми.

Слiд зауважити, що стан квантової системи не є фiзичною величиною, а несе виключно iнформацiй-
ну функцiю. Це пояснюється тим, що стани самi по собi не вимiрюються, а теорiї прихованих параме-
трiв заперечуються експериментальними даними. Крiм того рiзнi математичнi моделi квантової механiки
по рiзному використовують поняття стану, як от в представленнi Гейзенберга, “iнварiантною” залишає-
ться лише комбiнацiя спостережувана плюс стан. Фiзична ж iнтерпретацiя станiв, наприклад, хвильової
функцiї породжує парадокси квантової механiки, коренем яких є неможливiсть опису редукцiї хвильової
функцiї при вимiрюваннi.

Неможливiсть опису процесу вимiрювання в рамках самої квантової механiки може навiяти думку
про її незамкнутiсть. Математично це означає, що проектор — оператор неунiтарний, а отже вiн не може
бути оператором еволюцiї. Насправдi ж представлення вимiрювання проектором є iдеалiзацiєю процесу.
Математичним ключем є наступне твердження: будь-який проектор P1 можна апроксимувати унiтарним
оператором з поточковою збiжнiстю у формi U1+2 ∼ P1U2, де 1 означає вимiрювану квантову систему, 2
– макроскопiчну вимiрюючу систему, а граничним переходом є прямування розмiрiв вимiрюючої системи
до нескiнченностi.

Неможливiсть одночасного вимiрювання пари фiзичних величин випливає iз спiввiдношення невизна-
ченостi Гейзенберга:

⟨∆𝐴2⟩ ⟨∆𝐵2⟩ > 1

4
⟨[𝐴,𝐵]⟩2,

яке математично є нерiвнiстю Кошi–Буняковського.
У випадку стацiонарного гамiльтонiану часова змiнна вiдокремлюється, в результатi чого одержимо

стацiонарне рiвняння Шредингера:
H𝜓 = 𝐸𝜓, (2.4)

що є рiвнянням на власнi значення гамiльтонiану. Розв’язавши спектральну задачу, одержимо:

𝜓(𝑡) =
∑︁
𝑛

𝑐𝑛𝜓𝑛 exp

(︂
− i

~
𝐸𝑛𝑡

)︂
, 𝑐𝑛 = ⟨𝜓𝑛|𝜓(0)⟩. (2.5)
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Для нестацiонарного гамiльтонiану розв’язок також можна подати у виглядi (2.5) з очевидною змiною:
𝐸𝑛𝑡→

∫︀
𝐻𝑛𝑛 d𝑡. Це так зване дiабатичне представлення, при цьому коефiцiєнти розкладу задовольняють

рiвняння

i~𝑐̇𝑚 =
∑︁
𝑛 ̸=𝑚

𝐻𝑚𝑛 exp

(︂
i

∫︁
𝜔𝑚𝑛 d𝑡

)︂
𝑐𝑛, (2.6)

де 𝜔𝑚𝑛 = (𝐻𝑚𝑚 −𝐻𝑛𝑛)/~. Порiвняйте з розкладом (2.2) i рiвнянням (2.1).
Зауважимо, що у випадку наявностi неперервного спектру сума (2.5) замiниться контурним iнтегралом

𝜓(𝑡) =
1

2𝜋i

∮︁
G(𝐸)𝜓(0) exp

(︂
− i

~
𝐸𝑡

)︂
d𝐸, (2.7)

де G(𝐸) = (𝐸 −H)−1 – функцiя Грiна (резольвента оператора 𝐻), а контур обходить спектр оператора 𝐻
у напрямку проти годинникової стрiлки. Для чисто неперервного спектру у межах 𝐸1 . . . 𝐸2

𝜓(𝑡) =
1

2𝜋

∫︁ 𝐸2

𝐸1

ℑG(𝐸 − i0)𝜓(0) exp

(︂
− i

~
𝐸𝑡

)︂
d𝐸. (2.8)


