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Передмова
З математичної фiзики є ряд вiдомих теоретичних курсiв [6, 11, 12, 16,
24, 25] i збiрникiв задач [7, 9, 22]. Мiж першими i другими повинна бути
сполучна ланка — посiбники з розв’язування задач. Це i є основне при-
значення даної книги, яка може служити також i задачником. Вiд ана-
логiчних книг [8, 10, 15] вона вiдрiзняється як тематично, так i, в деяких
моментах, концептуально. Ми включили в неї тiльки той матерiал, який
складає ядро курсу математичної фiзики. Це два основнi методи — вiд-
окремлення змiнних i функцiй впливу. У нашому викладi першого з них
пiдстановка в однорiдне диференцiальне рiвняння гаданого розв’язку
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡) не є складовою частиною методу нi на iдейному, нi
на алгоритмiчному рiвнi. Суть же його в тому, що розв’язок крайової
задачi шукається у виглядi розкладу по власних функцiях пов’язаної з
нею спектральної задачi, спектр якої дискретний. У типовому випадку
достатньою (але, як показують задачi в доповненнi до круга або кулi,
не необхiдною) умовою дискретностi спектра є обмеженiсть областi, в
якiй ставиться задача. (Iснують i тоншi достатнi умови [17], але вони
значно складнiшi). Тому в посiбнику, як i в згаданих вище джерелах,
метод вiдокремлення змiнних викладено для задач з обмеженою обла-
стю змiни (вiдрiзок, прямокутник, круг, куля, цилiндр тощо) просторо-
вої змiнної. Натомiсть метод функцiй впливу застосовуємо переважно
до задач у необмежених областях — почасти щоб уникнути дублюван-
ня, але насамперед слiдуючи логiцi методу, для якого найпростiшими
є задачi в R𝑑. Утiм є важливий клас задач, до яких метод вiдокремле-
ння змiнних застосовний i без припущення дискретностi спектра (так
що будова областi неiстотна). Нехай, наприклад, задача для функцiї 𝑢
змiнних 𝑥 ∈ 𝐷 ⊂ R𝑑 i 𝑡 ∈ R+ складається з рiвняння

M𝑢 = L𝑢+ 𝑓,

у якому M – многочлен 𝑚-го степеня вiд 𝜕/𝜕𝑡, а L = ∇ · (𝑝∇) − 𝑞,
однорiдної межової умови (якщо межа непорожня) i початкових умов

𝜕𝑖𝑢

𝜕𝑡𝑖
(𝑥, 0) = 𝜙𝑖(𝑥), 𝑖 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Тодi якщо 𝜙0, . . . , 𝜙𝑚 i 𝑓(·, 𝑡) є лiнiйними комбiнацiями скiнченного чи-
сла власних функцiй спектральної задачi для оператора L в областi 𝐷
з тiєю самою межовою умовою, то й 𝑢(·, 𝑡) є лiнiйною комбiнацiєю цих
же функцiй. Кiлька таких задач помiщено в другу частину. Формаль-
ною пiдставою для “пiдселення” є те, що вони ставляться в R𝑑 i, таким
чином, не вписуються в загальну схему методу вiдокремлення змiнних.
Посутня ж причина полягає в тому, що їх можна розв’язувати обома
методами, як продемонстровано в прикладах 9.1, 9.2, 11.2 i 11.7.

Розмiщення матерiалу в другiй частинi дещо незвичне: мiж задачами
в R𝑑 для рiвнянь дифузiї (§ 9) i коливань (§ 11) вклинюються задачi на
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5
прямiй, пiвпрямiй i вiдрiзку для рiвнянь о б о х типiв (§ 10). На це є двi
причини. По-перше, iзотропна задача Кошi для хвильового рiвняння
в тривимiрному просторi зводиться до крайової задачi для такого ж
рiвняння на пiвпрямiй (приклад 11.4). По-друге, спосiб зведення задачi
на променi чи вiдрiзку до задачi на прямiй, однаковий для обох типiв
рiвнянь (приклади 10.4 i 10.11).

Перша частина книги являє собою скорочений i перероблений ва-
рiант посiбника [27]. Елементарний, наскiльки можливо, виклад основ
теорiї спектральних задач i початкових вiдомостей про використовува-
нi в математичнiй фiзицi спецiальнi функцiї можна знайти в [5]. Для
глибшого ознайомлення з цими питаннями рекомендуємо книги [2, 3, 4,
17, 18, 20].

Повноцiнний курс математичної фiзики неможливий без апарату
узагальнених функцiй — хоча б тому, що такими є деякi функцiї впливу.
У зв’язку з цим ми вiдвели узагальненим функцiям окремий параграф
i включили їх в умови ряду задач для самостiйного розв’язування. Але
в прикладах не виходимо за рамки класичних постановок i класичного
поняття функцiї, бо це той рiвень, на якому потрiбно мiцно закрiпитися,
перш нiж рухатись далi.

Теорiю i приклади до § 1–11 написав А. П. Юрачкiвський, до § 12
— А. Я. Жугаєвич. Задачi до всiх параграфiв добирали обидва авто-
ри. Вiдповiдi даються до задач, призначених для аудиторних занять i
домашнiх завдань.

Працюючи над книгою, ми неодноразово обговорювали написане з
Є. Д. Бiлоколосом i Д. Д. Шекою, яким щиро вдячнi за критику i по-
ради. Також ми вдячнi Л. Л. Зайцевiй за вчасно виявленi помилки й
неточностi. Виправлення помiчених пiсля виходу книги огрiхiв планує-
мо подавати в електронному виглядi за адресою
“ http://matphys.rpd.univ.kiev.ua/ukr/courses/matphys/eqmatphys.html”.

У книзi використовуються стандартнi позначення:

• C𝑘(𝐷) – простiр 𝑘 разiв неперервно диференцiйовних функцiй на𝐷;

• L𝑝(𝐷, 𝜌) (при 𝜌 = 1 просто L𝑝(𝐷)) – простiр функцiй, для яких
iснує

r
𝐷
|𝑓(𝑥)|𝑝𝜌(𝑥)d𝑥;

• 𝜕𝐷 – межа областi 𝐷;

• 𝑥 ∧ 𝑦 = min(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∨ 𝑦 = max(𝑥, 𝑦), 𝑥+ = 𝑥 ∨ 0.



Вступ
§ 1. Класифiкацiя лiнiйних диференцiаль-

них рiвнянь другого порядку в частин-
них похiдних

У математичнiй фiзицi частиннi похiднi часто записують без знака дифе-
ренцiювання (штриха, крапки, 𝜕/𝜕𝑥 тощо), просто вказуючи в нижнiх iнде-
ксах тi змiннi, по яких воно виконується.

Розглянемо лiнiйне вiдносно старших похiдних рiвняння

𝑎𝑢𝑥𝑥 + 2𝑏𝑢𝑥𝑦 + 𝑐𝑢𝑦𝑦 +Φ = 0. (1.1)

Тут 𝑎, 𝑏 i 𝑐 – заданi неперервнi функцiї вiд 𝑥 i 𝑦, Φ – заданий диференцiальний
вираз порядку не вищого за перший.

Рiвняння виду (1.1) класифiкуються за тими ознаками, якi не змiнюю-
ться при переходi до нових змiнних. Iз них найiстотнiшою є знак функцiї
Δ = 𝑏2 − 𝑎𝑐, званої дискримiнантом рiвняння. Перейшовши до нових не-
залежних змiнних 𝜉 i 𝜂, перетворимо (1.1) за формулою диференцiювання
складної функцiї до вигляду

𝑎̃𝑢𝜉𝜉 + 2𝑏̃𝑢𝜉𝜂 + 𝑐𝑢𝜂𝜂 + Φ̃ = 0, (1.2)

де

𝑎̃ = 𝑎𝜉2𝑥 + 2𝑏𝜉𝑥𝜉𝑦 + 𝑐𝜉2𝑦, (1.3a)

𝑏̃ = 𝑎𝜉𝑥𝜂𝑥 + 𝑏(𝜉𝑥𝜂𝑦 + 𝜂𝑥𝜉𝑦) + 𝑐𝜉𝑦𝜂𝑦, (1.3b)

𝑐 = 𝑎𝜂2𝑥 + 2𝑏𝜂𝑥𝜂𝑦 + 𝑐𝜂2𝑦 (1.3c)

i Φ̃ – деякий вираз вiд 𝜉, 𝜂, 𝑢, 𝑢𝜉, 𝑢𝜂. Звiдси видно, що

𝑏̃2 − 𝑎̃𝑐 = (𝜉𝑥𝜂𝑦 − 𝜂𝑥𝜉𝑦)
2(𝑏2 − 𝑎𝑐). (1.4)

Таким чином, якщо замiна змiнних оборотна (якобiан 𝐷(𝜉,𝜂)
𝐷(𝑥,𝑦)

вiдмiнний вiд
нуля), то sgn Δ̃ = sgnΔ, що дозволяє класифiкувати рiвняння за знаком дис-
кримiнанта. Припустимо, що в деякiй областi дискримiнант рiвняння (1.1)
зберiгає знак або тотожно дорiвнює нулю. Тодi кажуть, що в цiй областi рiв-
няння належить до

• гiперболiчного типу, якщо Δ > 0,
• елiптичного типу, якщо Δ < 0,
• параболiчного типу, якщо Δ = 0.

Новi змiннi вибирають так, щоб якомога спростити рiвняння. Покажемо,
як досягти того, щоб коефiцiєнт при мiшанiй похiднiй дорiвнював нулю, а
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7
кожен iз коефiцiєнтiв при iнших двох старших похiдних був сталий i рiвний
одному з трьох чисел 1, −1, 0. Такий вигляд називають канонiчним.

Розглянемо спершу випадок 𝑎 = 𝑐 = 0. Тодi 𝑏 ̸= 0 i, значить, рiвнян-
ня належить до гiперболiчного типу. Подiливши обидвi його частини на 2𝑏 i
позначивши Φ̄ = Φ/2𝑏, одержимо

𝑢𝑥𝑦 + Φ̄ = 0. (1.5)

Це — перша канонiчна форма рiвняння гiперболiчного типу (для iнших двох
типiв такого поняття немає). З неї, перейшовши до нових змiнних

𝜉 = 𝑥+ 𝑦, 𝜂 = 𝑥− 𝑦,

одержимо згiдно з (1.3) такий окремий випадок рiвняння (1.2):

𝑢𝜉𝜉 − 𝑢𝜂𝜂 + Φ̃ = 0 (1.6)

(Φ̃ – вираз вiд 𝜉, 𝜂, 𝑢𝜉, 𝑢𝜂, 𝑢). Це — друга канонiчна форма рiвняння гiпер-
болiчного типу, яку часто називають просто канонiчною (що зробили й ми в
попередньому абзацi), розглядаючи форму (1.5) як промiжну. Спосiб зведен-
ня до канонiчного вигляду транзитом через (1.5) унiверсальний (у прикладi
1.1 буде показано, як записати в першiй канонiчнiй формi довiльне рiвнян-
ня гiперболiчного типу), але не завжди доцiльний. Опишемо придатний для
всiх типiв рiвнянь i застосовний у всiх випадках, крiм щойно розглянутого,
прямий спосiб зведення до канонiчного вигляду.

Отож, нехай хоча б один iз коефiцiєнтiв 𝑎 або 𝑐 (для визначеностi — пер-
ший) вiдмiнний вiд нуля. Позначимо коренi квадратного рiвняння

𝑎𝜆2 + 2𝑏𝜆+ 𝑐 = 0 (1.7)

через 𝜆1 i 𝜆2. Тодi за теоремою Вiєта

𝜆1 + 𝜆2 = −2𝑏/𝑎, 𝜆1𝜆2 = 𝑐/𝑎,

що дозволяє переписати рiвностi (1.3) у виглядi

𝑎̃ = 𝑎(𝜉𝑥 − 𝜆1𝜉𝑦)(𝜉𝑥 − 𝜆2𝜉𝑦), (1.8a)

2𝑏̃ = 𝑎 [(𝜉𝑥 − 𝜆1𝜉𝑦)(𝜂𝑥 − 𝜆2𝜂𝑦) + (𝜉𝑥 − 𝜆2𝜉𝑦)(𝜂𝑥 − 𝜆1𝜂𝑦)] , (1.8b)
𝑐 = 𝑎(𝜂𝑥 − 𝜆1𝜂𝑦)(𝜂𝑥 − 𝜆2𝜂𝑦). (1.8c)

При Δ ̸= 0 шукаємо 𝜉 i 𝜂 як розв’язок системи рiвнянь{︂
𝜉𝑥 = 𝜆1+𝜆2

2
𝜉𝑦 + 𝜆1−𝜆2

2
𝜈𝜂𝑦,

𝜂𝑥 = 𝜆1−𝜆2
2𝜈

𝜉𝑦 + 𝜆1+𝜆2
2

𝜂𝑦,
(1.9)

де 𝜈 – комплексний параметр, який вибираємо так, щоб коефiцiєнти рiвнянь
були дiйсними. Оскiльки значення 𝜆1+𝜆2 завжди дiйсне, а 𝜆1−𝜆2 = ±2

√
Δ/𝑎

(знак залежить вiд нумерацiї коренiв), то можна покласти

𝜈 =
√︀

sgnΔ =

{︂
1, якщо Δ > 0,
𝑖, якщо Δ < 0.

(1.10)
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Перш нiж iнтегрувати систему (1.9), подивимося, що дає такий вибiр нових
змiнних.

З першого рiвняння системи (1.9) маємо

𝜉𝑥 − 𝜆1𝜉𝑦 =
𝜆2 − 𝜆1

2
(𝜉𝑦 − 𝜈𝜂𝑦), 𝜉𝑥 − 𝜆2𝜉𝑦 =

𝜆1 − 𝜆2

2
(𝜉𝑦 + 𝜈𝜂𝑦),

а з другого —

𝜂𝑥 − 𝜆1𝜂𝑦 =
𝜆1 − 𝜆2

2𝜈
(𝜉𝑦 − 𝜈𝜂𝑦), 𝜂𝑥 − 𝜆2𝜂𝑦 =

𝜆1 − 𝜆2

2𝜈
(𝜉𝑦 + 𝜈𝜂𝑦).

Цi рiвностi разом з (1.8) показують, що 𝑏̃ = 0, 𝑐 = −𝑎̃/𝜈2. Тому, подiливши
обидвi частини рiвняння (1.2) на 𝑎̃ ( ̸= 0, бо Δ̃ ̸= 0), перетворимо його до
вигляду

𝑢𝜉𝜉 − 𝜈−2𝑢𝜂𝜂 +Ψ = 0,

де Ψ – диференцiальний вираз порядку не вищого за перший. Пригадавши
(1.10), можемо записати цю рiвнiсть окремо для Δ > 0 i Δ < 0:

𝑢𝜉𝜉 − 𝑢𝜂𝜂 +Ψ = 0 (гiперболiчний тип), (1.11a)
𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂 +Ψ = 0 (елiптичний тип). (1.11b)

Це i є, згiдно з даним вище означенням, канонiчний вигляд рiвняння вiдповiд-
ного типу. Рiвнiсть (1.11a) є перепозначенням (1.6), але виведено її цього разу
за припущення |𝑎|+ |𝑐| > 0. Таким чином, рiвняння гiперболiчного типу зво-
диться до канонiчного вигляду завжди. Те саме справджується для рiвняння
елiптичного типу, оскiльки в ньому як 𝑎, так i 𝑐 вiдмiннi вiд нуля.

Щоб зiнтегрувати систему (1.9) при Δ ̸= 0, перейдемо до нових невiдомих
функцiй

𝛼1 = 𝜉 + 𝜈𝜂, 𝛼2 = 𝜉 − 𝜈𝜂, (1.12)
в результатi чого вона перетворюється в пару рiвнянь, кожне з яких мiстить
тiльки одну функцiю:

𝜕𝛼𝑗

𝜕𝑥
− 𝜆𝑗

𝜕𝛼𝑗

𝜕𝑦
= 0. (1.13)

Розв’язками рiвняння (1.13) є, як вiдомо, iнтеграли1 звичайного диференцi-
ального рiвняння

𝜆𝑗d𝑥+ d𝑦 = 0. (1.14)
Нехай 𝜙1 i 𝜙2 – iнтеграли рiвняння (1.14) при вiдповiдних значеннях 𝑗. Тодi,
поклавши 𝛼𝑗 = 𝜙𝑗 i виразивши з (1.12) старi функцiї через новi, дiстанемо

𝜉 = (𝜙1 + 𝜙2)/2, 𝜂 = (𝜙1 − 𝜙2)/2𝜈.

Для двох можливих згiдно з (1.10) значень 𝜈 цi вирази конкретизуються так:

𝜉 =
𝜙1 + 𝜙2

2
, 𝜂 =

𝜙1 − 𝜙2

2
(Δ > 0), (1.15)

𝜉 = Re𝜙1, 𝜂 = Im𝜙1 (Δ < 0).

1Нагадаємо, що диференцiйовна функцiя 𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑦) називається iнтегралом зви-
чайного диференцiального рiвняння вiдносно функцiї 𝑦 = 𝑦(𝑥), якщо для будь-якого
розв’язку останнього 𝜙(𝑥, 𝑦(𝑥)) = const.
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Як бачимо, при Δ < 0 з двох рiвнянь (1.14) достатньо зiнтегрувати одне.
Воно й зрозумiло, адже в цьому випадку рiвняння, а значить i їхнi iнтеграли,
взаємно комплексно-спряженi.

Досi ми вважали, що з двох не рiвних нулю одночасно коефiцiєнтiв 𝑎 i 𝑐
вiдмiнний вiд нуля саме перший. Випадок, коли 𝑎 може дорiвнювати нулю, а
𝑐 нi, зводиться до розглянутого шляхом перепозначення.

Зауважимо насамкiнець, що довiльна диференцiйовна функцiя вiд iнте-
грала звичайного диференцiального рiвняння також є його iнтегралом. Тому,
зокрема, в (1.15) дiлити на 2 необов’язково.

Сказане вище можна пiдсумувати так. Для того щоб звести рiвняння (1.1)
з ненульовим дискримiнантом до канонiчного вигляду, потрiбно:

1. У випадку Δ > 0, 𝑎 ̸= 0 знайти iнтеграли рiвнянь

𝑎d𝑦 − (𝑏−
√
Δ)d𝑥 = 0, 𝑎d𝑦 − (𝑏+

√
Δ)d𝑥 = 0 (1.16)

(перепозначення (1.14)), а у випадку Δ > 0, 𝑐 ̸= 0 – рiвнянь

𝑐d𝑥− (𝑏−
√
Δ)d𝑦 = 0, 𝑐d𝑥− (𝑏+

√
Δ)d𝑦 = 0, (1.17)

i в обох випадках за новi змiннi взяти пiвсуму i пiврiзницю (або суму i рiзни-
цю) їх; у випадку Δ < 0 знайти iнтеграл одного, все одно якого, з рiвнянь
(1.16), (1.17) i за новi змiннi взяти його дiйсну i уявну частини; у випадку
𝑎 = 𝑐 = 0 за новi змiннi взяти суму i рiзницю (або пiвсуму i пiврiзницю)
старих.

2. Подiлити обидвi частини рiвняння на коефiцiєнт при 𝑢𝜉𝜉.
Нехай тепер Δ = 0. Якщо при цьому 𝑎 = 0 або 𝑐 = 0, то й 𝑏 = 0, тож

рiвняння зводиться до канонiчного вигляду дiленням обох його частин на
𝑎 + 𝑐. Тому далi вважаємо, що 𝑎 ̸= 0 ̸= 𝑐. Тодi спiльним значенням обох
коренiв рiвняння (1.7) є 𝜆 = −𝑏/𝑎, рiвностi (1.8) набувають вигляду

𝑎̃ = (𝑎𝜉𝑥 + 𝑏𝜉𝑦)
2/𝑎, 𝑏̃ = (𝑎𝜉𝑥 + 𝑏𝜉𝑦)(𝑎𝜂𝑥 + 𝑏𝜂𝑦)/𝑎, 𝑐 = (𝑎𝜂𝑥 + 𝑏𝜂𝑦)

2/𝑎, (1.18)

а система (1.9) складається з двох однакових рiвнянь

𝑎𝜉𝑥 + 𝑏𝜉𝑦 = 0, 𝑎𝜂𝑥 + 𝑏𝜂𝑦 = 0

i, таким чином, не може мати двох функцiонально незалежних iнтегралiв.
Але тепер досить i одного. А саме, з (1.18) випливає такий висновок.

Для того щоб звести до канонiчного вигляду рiвняння (1.1) з 𝑎 ̸= 0 ̸= 𝑐 i
Δ = 0, потрiбно:

1. За змiнну 𝜉 взяти iнтеграл рiвняння

𝑎d𝑦 − 𝑏d𝑥 = 0, (1.19)

а за змiнну 𝜂 – будь-яку диференцiйовну функцiю 𝜂 = 𝜂(𝑥, 𝑦) таку, що 𝐷(𝜉,𝜂)
𝐷(𝑥,𝑦)

̸=
0.

2. Подiлити обидвi частини рiвняння на коефiцiєнт при 𝑢𝜂𝜂.
Як видно з (1.18), такий вибiр 𝜉 обнулює 𝑎̃ i 𝑏̃, тож пiсля другого кроку

рiвняння набуває вигляду
𝑢𝜂𝜂 +Θ = 0,

де Θ – диференцiальний вираз порядку не вищого за перший. Це i є канонi-
чний вигляд рiвняння параболiчного типу.
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Приклад 1.1. Пiдiбрати новi змiннi, в яких рiвняння (1.1) гiперболi-
чного типу записується в першiй канонiчнiй формi.
� Якщо 𝑎 = 0 = 𝑐, то замiну змiнних робити не потрiбно.
Нехай 𝑎 ̸= 0. Тодi, як видно з (1.8a) i (1.8c), достатньо пiдпорядку-

вати 𝜉 i 𝜂 умовам
𝜉𝑥 − 𝜆1𝜉𝑦 = 0, 𝜂𝑥 − 𝜆2𝜂𝑦 = 0, (1.20)

де 𝜆1 i 𝜆2 – коренi рiвняння (1.7) iз додатним за умовою дискримiнантом.
Який з них вважати першим, усе одно. Нехай це буде той, де перед

√
∆

стоїть плюс. Тодi рiвняння (1.20) набувають вигляду

𝑎𝜉𝑥 + (𝑏−
√

∆)𝜉𝑦 = 0, 𝑎𝜂𝑥 + (𝑏+
√

∆)𝜂𝑦 = 0.

Отже, за 𝜉 i 𝜂 можна взяти iнтеграли рiвнянь (1.16).
Випадок 𝑐 ̸= 0 зводиться до попереднього взаємним перепозначен-

ням 𝑎 i 𝑐, 𝑥 i 𝑦, так що за новi змiннi можна взяти iнтеграли рiвнянь
(1.17). �
Приклад 1.2. Звести до канонiчного вигляду рiвняння

𝑦2𝑢𝑥𝑥 + 2𝑥𝑦𝑢𝑥𝑦 + 2𝑥2𝑢𝑦𝑦 + 2𝑥𝑢𝑥 + 𝑦𝑢𝑦 = 0.

� Маємо 𝑎 = 𝑦2, 𝑏 = 𝑥𝑦, 𝑐 = 2𝑥2, ∆ = −𝑥2𝑦2. Отже, при 𝑥𝑦 ̸= 0 це
рiвняння елiптичного типу. Перше з рiвнянь (1.16) пiсля скорочення на
𝑦 набуває вигляду

𝑦d𝑦 − (1 − 𝑖)𝑥d𝑥 = 0.

Його iнтегралом є функцiя 𝑦2 − (1 − 𝑖)𝑥2, тож у змiнних

𝜉 = 𝑦2 − 𝑥2, 𝜂 = 𝑥2 (1.21)
рiвняння має канонiчний вигляд (1.11b). Залишається обчислити Ψ.

За формулою диференцiювання складної функцiї
𝑢𝑥 = 𝑢𝜉𝜉𝑥 + 𝑢𝜂𝜂𝑥, 𝑢𝑦 = 𝑢𝜉𝜉𝑦 + 𝑢𝜂𝜂𝑦, (1.22)
𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉𝜉

2
𝑥 + 2𝑢𝜉𝜂𝜉𝑥𝜂𝑥 + 𝑢𝜂𝜂𝜂

2
𝑥 + 𝑢𝜉𝜉𝑥𝑥 + 𝑢𝜂𝜂𝑥𝑥, (1.23)

𝑢𝑥𝑦 = 𝑢𝜉𝜉𝜉𝑥𝜉𝑦 + 𝑢𝜉𝜂(𝜉𝑥𝜂𝑦 + 𝜂𝑥𝜉𝑦) + 𝑢𝜂𝜂𝜂𝑥𝜂𝑦 + 𝑢𝜉𝜉𝑥𝑦 + 𝑢𝜂𝜂𝑥𝑦, (1.24)
𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜉𝜉𝜉

2
𝑦 + 2𝑢𝜉𝜂𝜉𝑦𝜂𝑦 + 𝑢𝜂𝜂𝜂

2
𝑦 + 𝑢𝜉𝜉𝑦𝑦 + 𝑢𝜂𝜂𝑦𝑦, (1.25)

звiдки, зважаючи на (1.21),
𝑢𝑥 = 2𝑥(𝑢𝜂 − 𝑢𝜉), 𝑢𝑦 = 2𝑦𝑢𝜉,

𝑢𝑥𝑥 = 4𝑥2(𝑢𝜉𝜉 − 2𝑢𝜉𝜂 + 𝑢𝜂𝜂) − 2𝑢𝜉 + 2𝑢𝜂,

𝑢𝑥𝑦 = 4𝑥𝑦(𝑢𝜉𝜂 − 𝑢𝜉𝜉),

𝑢𝑦𝑦 = 4𝑦2𝑢𝜉𝜉 + 2𝑢𝜉.

Пiдставивши цi вирази в рiвняння i звiвши подiбнi, дiстанемо

4𝑥2𝑦2(𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂) + (2𝑦2 + 4𝑥2)𝑢𝜂 = 0,



11
або, рiвносильно,

𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂 +
𝜉 + 3𝜂

2𝜂(𝜉 + 𝜂)
𝑢𝜂 = 0. �

Приклад 1.3. Звести до канонiчного вигляду рiвняння Трiкомi
𝑢𝑥𝑥 − 𝑥𝑢𝑦𝑦 = 0.

� Тут 𝑎 = 1, 𝑏 = 0, 𝑐 = −𝑥, ∆ = 𝑥. Отже, при 𝑥 > 0 рiвняння
належить до гiперболiчного типу, а при 𝑥 < 0 до елiптичного. Ствер-
джувати, що на прямiй 𝑥 = 0 воно має параболiчний тип, не можна, бо
лiнiя не є областю.

При 𝑥 > 0 записуємо рiвняння (1.16), якi за умов прикладу мають ви-
гляд d𝑦 = ∓√

𝑥d𝑥. Iнтегралами їх є функцiї 3𝑦±2𝑥3/2. Отже, у змiнних
𝜉 = 3𝑦, 𝜂 = 2𝑥3/2 рiвняння має канонiчний вигляд (1.11a). Залишається
обчислити Ψ.

Записавши 𝜉𝑥 = 0, 𝜂𝑦 = 0, 𝜉𝑦 = 3, 𝜉𝑦𝑦 = 0, 𝜂𝑥 = 3𝑥1/2, 𝜂𝑥𝑥 =

(3/2)𝑥−1/2, дiстанемо з (1.23) i (1.25)

𝑢𝑥𝑥 = 9𝑥𝑢𝜂𝜂 + (3/2)𝑥−1/2𝑢𝜂, 𝑢𝑦𝑦 = 9𝑢𝜉𝜉.

Пiдставивши цi вирази в рiвняння, подiливши обидвi частини на −9𝑥 i
взявши до уваги, що (1/2)𝑥−3/2 = 𝜂−1, одержимо

𝑢𝜉𝜉 − 𝑢𝜂𝜂 −
𝑢𝜂
3𝜂

= 0.

При 𝑥 < 0 записуємо одне з рiвнянь (1.16), (1.17), наприклад друге з
чотирьох: d𝑦 − 𝑖

√−𝑥d𝑥 = 0. Iнтегралом його є функцiя 3𝑦 + 2𝑖(−𝑥)3/2.
Отже, у змiнних 𝜉 = 3𝑦, 𝜂 = 2(−𝑥)3/2 рiвняння має канонiчний вигляд
(1.11b). Залишається обчислити Ψ.

Записавши 𝜂𝑥 = −3(−𝑥)1/2, 𝜂𝑥𝑥 = (3/2)(−𝑥)−1/2 (решта похiдних
не змiнюються порiвняно з попереднiм випадком), дiстанемо з (1.22) i
(1.23)

𝑢𝑥𝑥 = −9𝑥𝑢𝜂𝜂 + (3/2)(−𝑥)−1/2𝑢𝜂, 𝑢𝑦𝑦 = 9𝑢𝜉𝜉.
Пiдставивши цi вирази в рiвняння, подiливши обидвi частини на −9𝑥 i
врахувавши, що (1/2)(−𝑥)−3/2 = 𝜂−1, одержимо

𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂 +
𝑢𝜂
3𝜂

= 0. �
Приклад 1.4. Звести до канонiчного вигляду рiвняння

𝑢𝑥𝑥 cos2 𝑥+ 𝑢𝑥𝑦 sin 2𝑥+ 𝑢𝑦𝑦 sin2 𝑥+ 𝑢𝑦 = 0. (1.26)

� Маємо 𝑎 = cos2 𝑥, 𝑏 = sin𝑥 cos𝑥, 𝑐 = sin2 𝑥, ∆ = 0. Отже, це
рiвняння параболiчного типу.
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Записуємо рiвняння (1.19):

cos2 𝑥d𝑦 − sin𝑥 cos𝑥d𝑥 = 0

i за змiнну 𝜉 беремо iнтеграл його: 𝜉 = 𝑒𝑦 cos𝑥. Вибiр 𝜂, як пояснено
пiсля формули (1.19), надзвичайно широкий (пiдходить, наприклад, 𝜂 =
𝑥 або 𝜂 = 𝑦), але найкраще, як буде видно з викладок, узяти 𝜂 = 𝑒𝑦 sin𝑥.
Тодi

𝜉𝑥 = −𝜂, 𝜉𝑦 = 𝜉, 𝜂𝑥 = 𝜉, 𝜂𝑦 = 𝜂,

𝜉𝑥𝑥 = −𝜉, 𝜉𝑥𝑦 = −𝜂, 𝜉𝑦𝑦 = 𝜉, 𝜂𝑥𝑥 = −𝜂, 𝜂𝑥𝑦 = 𝜉, 𝜂𝑦𝑦 = 𝜂

i рiвностi (1.22) – (1.25) набувають вигляду
𝑢𝑥 = −𝜂𝑢𝜉 + 𝜉𝑢𝜂, 𝑢𝑦 = 𝜉𝑢𝜉 + 𝜂𝑢𝜂,

𝑢𝑥𝑥 = 𝜂2𝑢𝜉𝜉 − 2𝜉𝜂𝑢𝜉𝜂 + 𝜉2𝑢𝜂𝜂 − 𝜉𝑢𝜉 − 𝜂𝑢𝜂,

𝑢𝑥𝑦 = 𝜉𝜂(𝑢𝜂𝜂 − 𝑢𝜉𝜉) + (𝜉2 − 𝜂2)𝑢𝜉𝜂 − 𝜂𝑢𝜉 + 𝜉𝑢𝜂,

𝑢𝑦𝑦 = 𝜉2𝑢𝜉𝜉 + 2𝜉𝜂𝑢𝜉𝜂 + 𝜂2𝑢𝜂𝜂 + 𝜉𝑢𝜉 + 𝜂𝑢𝜂.

Звiдси

𝑢𝑥𝑥 cos2 𝑥+ 𝑢𝑥𝑦 sin 2𝑥+ 𝑢𝑦𝑦 sin2 𝑥+ 𝑢𝑦 =

𝑒−2𝑦
[︀
𝜉2𝑢𝑥𝑥 + 2𝜉𝜂𝑢𝑥𝑦 + 𝜂2𝑢𝑦𝑦

]︀
+ 𝑢𝑦 =

𝑒−2𝑦
[︀
(𝜉2 + 𝜂2)2𝑢𝜂𝜂 − 𝜉(𝜉2 + 𝜂2)𝑢𝜉 + 𝜂(𝜉2 + 𝜂2)𝑢𝜂

]︀
+ 𝜉𝑢𝜉 + 𝜂𝑢𝜂 =

(𝜉2 + 𝜂2)𝑢𝜂𝜂 + 2𝜂𝑢𝜂,

що перетворює (1.26) до канонiчного вигляду

𝑢𝜂𝜂 +
2𝜂

𝜉2 + 𝜂2
𝑢𝜂 = 0. (1.27)

Вiдповiдь написано, але в цьому прикладi можна просунутись далi i,
скориставшись тим, що в канонiчному виглядi рiвняння мiстить похiднi
тiльки по однiй змiннiй, зiнтегрувати його.

Увiвши нову функцiю 𝑣 = 𝑢𝜂, перепишемо (1.27) у виглядi

𝑣′ +
2𝜂

𝜉2 + 𝜂2
𝑣 = 0

(штрих означає диференцiювання по 𝜂). Загальний розв’язок цього зви-
чайного диференцiального рiвняння дається формулою

𝑣(𝜉, 𝜂) =
𝑓1(𝜉)

𝜉2 + 𝜂2
,

де 𝑓1 – довiльна функцiя. Звiдси, проiнтегрувавши по 𝜂, знаходимо за-
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гальний розв’язок рiвняння (1.27):

𝑢(𝜉, 𝜂) =
𝑓1(𝜉)

𝜉
arctg

𝜂

𝜉
+ 𝑔(𝜉), (1.28)

де 𝑔 – ще одна довiльна функцiя. Якщо ми хочемо, щоб 𝑢 була двiчi
неперервно диференцiйовною по (𝜉, 𝜂), то й вiд 𝑓1 i 𝑔 повиннi вимагати
цього ж (по 𝜉).

Пiдставивши в (1.28) вирази нових змiнних через старi, одержуємо
загальний розв’язок рiвняння (1.26):

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑓(𝑒𝑦 cos𝑥) + 𝑔(𝑒𝑦 cos𝑥).

Тут 𝑓 i 𝑔 – довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї. �
Класифiкацiя рiвнянь другого порядку з 𝑛 > 2 змiнними значно складнiша

(див. [11, 24]). При 𝑛 > 3 не в кожному рiвняннi можна обнулити коефiцiєнти
при всiх мiшаних похiдних. При 𝑛 = 3 це можна зробити, але, взагалi кажу-
чи, неможливо досягти, щоб коефiцiєнти при рештi похiдних були сталими.
Однак лiнiйнi по похiдних рiвняння

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 + 2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑢𝑥𝑖 +𝐻 = 0 (1.29)

(𝑎𝑗𝑖 = 𝑎𝑖𝑗 , 𝐻 – вираз вiд 𝑥 i 𝑢(𝑥)) з i с т а л и м и к о е ф i ц i є н т а м и до-
пускають другорядне спрощення: за умови невиродженостi матрицi 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
можна замiною невiдомої функцiї (а не незалежних змiнних, як ранiше) по-
збутись похiдних п е р ш о г о порядку. Це замiна

𝑢(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥𝑣(𝑥), (1.30)

де 𝛼 – сталий вектор (показник степеня – скалярний добуток). Коефiцiєн-
тiв при старших похiдних вона, очевидно, не змiнює. Якщо 𝛼 задовольняє
рiвняння

𝐴𝛼 = −𝑏, (1.31)

де 𝑏 = (𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛), то замiна (1.30) перетворює (1.29) до вигляду

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑣𝑥𝑖𝑥𝑗 +𝐾 = 0,

де 𝐾(𝑥, 𝑣(𝑥)) = 𝑒𝛼𝑥𝐻(𝑥, 𝑒−𝛼𝑥𝑣(𝑥)) +𝛼𝑏 𝑣(𝑥).
Якщо матриця 𝐴 вироджена (при 𝑛 = 2 це означає параболiчнiсть рiвнян-

ня (1.29)), то рiвняння (1.31) або має безлiч розв’язкiв або не має жодного. У
першому випадку часом вдається обнулити лiнiйний по 𝑢 член, якщо такий
входить в 𝐻 (див. приклад 9.5 нижче).

Приклад 1.5. Усунути похiднi першого порядку в рiвняннi
2𝑢𝑥𝑥 − 6𝑢𝑥𝑦 + 5𝑢𝑦𝑦 + 2𝑢𝑥 − 4𝑢𝑦 − 𝑢 = 0. (1.32)
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� Сума коефiцiєнтiв при 𝑢𝑥𝑦 i 𝑢𝑦𝑥 дорiвнює −6. Вважаючи їх одна-
ковими (тiльки в такому разi матриця 𝐴 буде симетричною), одержимо

𝐴 =

(︂
2 −3
−3 5

)︂
.

Записавши рiвняння (1.31) для вектора 𝛼 = ( 𝛼𝛽 ) як систему{︂
2𝛼− 3𝛽 = −1,
−3𝛼+ 5𝛽 = 2

скалярних рiвнянь, знаходимо 𝛼 = 1, 𝛽 = 1. Отже, замiна 𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑒𝑥+𝑦𝑣(𝑥, 𝑦) перетворює рiвняння (1.32) в таке:

2𝑣𝑥𝑥 − 6𝑣𝑥𝑦 + 5𝑣𝑦𝑦 − 2𝑣 = 0. �

Визначити тип рiвняння:
1. 𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝑦𝑢𝑦𝑦 = 0.

2. 𝑢𝑥𝑥 − 2𝑢𝑥𝑦 sin𝑥+ (2 − cos2 𝑥)𝑢𝑦𝑦 = 0.

3. 𝑦2𝑢𝑥𝑥 + 2𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑦 = 0.

Звести до канонiчного вигляду i спростити рiвняння:
4. 𝑢𝑥𝑥 − 2𝑢𝑥𝑦 − 3𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑦 = 0.

5. 𝑢𝑥𝑥 − 6𝑢𝑥𝑦 + 10𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 − 3𝑢𝑦 = 0.

6. 4𝑢𝑥𝑥 + 4𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑦 − 2𝑢𝑦 = 0.

Звести до канонiчного вигляду рiвняння:
7. 𝑥𝑢𝑥𝑥 + 2(𝑥+ 𝑦)𝑢𝑥𝑦 + 4𝑦𝑢𝑦𝑦 = 0.

8. 𝑦𝑢𝑥𝑥 − (𝑥+ 𝑦)𝑢𝑥𝑦 + 𝑥𝑢𝑦𝑦 = 0.

9. 𝑒2𝑦𝑢𝑥𝑥 − 2𝑒𝑥+𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑒2𝑥𝑢𝑦𝑦 = 0.

10.
(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
𝑢𝑥𝑥 + 4𝑥𝑦𝑢𝑥𝑦 +

(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
𝑢𝑦𝑦 = 0.

11. 4𝑦2𝑢𝑥𝑥 + 2(𝑥2 − 𝑦2)𝑢𝑥𝑦 − 𝑥2𝑢𝑦𝑦 = 0.

12. 𝑥2𝑢𝑥𝑥 + 2𝑥𝑦𝑢𝑥𝑦 − 3𝑦2𝑢𝑦𝑦 = 0.

13. 5𝑦2𝑢𝑥𝑥 + 2𝑥𝑦𝑢𝑥𝑦 + 𝑥2𝑢𝑦𝑦 = 0.

14. (𝑥+ 𝑦)2𝑢𝑥𝑥 + 2(𝑥2 − 𝑦2)𝑢𝑥𝑦 + (𝑥− 𝑦)2𝑢𝑦𝑦 = 0.

15. 𝑢𝑥𝑥 sin𝑥+ 2𝑢𝑥𝑦 − 2𝑢𝑦𝑦 cos𝑥 = 0.
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16.
(︁√︀

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥
)︁
𝑢𝑥𝑥 − 2𝑦𝑢𝑥𝑦 +

(︁√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥

)︁
𝑢𝑦𝑦 = 0.

Замiною (1.30) позбавитись у рiвняннi перших похiдних:
17. 𝑢𝑥𝑥 + 5𝑢𝑦𝑦 + 5𝑢𝑧𝑧 + 4𝑢𝑥𝑦 − 4𝑢𝑦𝑧 + 6𝑢𝑥 − 2𝑢𝑦 + 4𝑢𝑧 + 3𝑢 = 0.

18. 2𝑢𝑥𝑥 + 5𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 − 20𝑢𝑥𝑦 − 8𝑢𝑥𝑧 + 4𝑢𝑦𝑧 + 2𝑢𝑥 + 4𝑢𝑦 − 2𝑢𝑧 − 𝑢 = 0.

19. 6𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 + 2𝑢𝑥𝑦 + 8𝑢𝑥𝑧 + 4𝑢𝑦𝑧 − 2𝑢𝑥 + 6𝑢𝑧 − 3𝑢 = 0.

20. 𝑢𝑥𝑥 + 3𝑢𝑦𝑦 − 3𝑢𝑧𝑧 + 4𝑢𝑥𝑦 + 4𝑢𝑥𝑧 + 4𝑢𝑦𝑧 + 4𝑢𝑥 + 2𝑢𝑦 + 8𝑢𝑧 = 0.

21. 2𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑧𝑧 + 12𝑢𝑥𝑦 − 2𝑢𝑥𝑧 + 4𝑢𝑦𝑧 + 2𝑢𝑥 + 2𝑢𝑦 − 4𝑢𝑧 − 5𝑢 = 0.

22. 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 − 6𝑢𝑧𝑧 + 4𝑢𝑥𝑦 + 4𝑢𝑥𝑧 − 6𝑢𝑦𝑧 + 8𝑢𝑦 − 2𝑢𝑧 + 𝑢 = 0.

23.
∑︀𝑛
𝑘=1 𝑘𝑢𝑥𝑘𝑥𝑘

+ 2
∑︀𝑛−1
𝑘=1 𝑘𝑢𝑥𝑘𝑥𝑘+1

+
∑︀𝑛
𝑘=1(−1)𝑘𝑢𝑥𝑘

= 0.



Частина 1

Метод вiдокремлення
змiнних

§ 2. Задача Штурма–Лiувiля
Нехай L – лiнiйний оператор на деякому лiнiйному просторi E функцiй,

заданих у деякiй областi (вiдкритiй зв’язнiй множинi) 𝐷 ⊂ R𝑑, 𝜌 – неперервна
iнтегровна додатна функцiя в 𝐷, звана ваговою. Спектральна задача полягає
у вiдшуканнi всiх пар (𝜆,𝑋), де 𝜆 – число (можливо комплексне), а 𝑋 –
вiдмiнна вiд тотожного нуля функцiя з E такi, що

L𝑋 = −𝜆𝜌𝑋. (2.1)

(Вибiр знака в правiй частинi не змiнює постановки задачi. Для подальшого
зручнiший запис iз мiнусом). У цiй рiвностi 𝜆 називається власним числом
або власним значенням, 𝑋 – власною функцiєю, а пара (𝜆,𝑋) – власним
елементом. Пропорцiйнi одна однiй власнi функцiї не вважаються рiзними.

У спектральних задачах математичної фiзики L – диференцiальний опе-
ратор другого (рiдше четвертого) порядку, E – деякий пiдпростiр простору
C2(𝐷) двiчi неперервно диференцiйовних у 𝐷 функцiй, видiлений за допо-
могою певних умов (лiнiйних i однорiдних, раз E лiнiйний). Найчастiше це
межовi умови. Якщо межа 𝜕𝐷 областi 𝐷 кусково гладка, то регулярна межо-
ва умова на гладкому куску Γ записується так:

𝛼𝑋(𝑥) + 𝛽
𝜕𝑋

𝜕𝑛
(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Γ. (2.2)

Тут 𝜕𝑋/𝜕𝑛 ≡ 𝑛 · ∇𝑋 – похiдна в напрямi зовнiшньої нормалi, 𝛼 i 𝛽 – заданi
числа (свої для кожного куска), не рiвнi одночасно нулю. Сингулярна межова
умова на куску Γ полягає в обмеженостi функцiї та її градiєнта в околi Γ.
Коли яку накладати, залежить вiд виразу оператора L. Докладнiше про це
див. у [5].

Умову (2.2) вiдносять до першого роду, якщо 𝛽 = 0, до другого роду, якщо
𝛼 = 0, i до третього, якщо 𝛼 ̸= 0 ̸= 𝛽.

У задачi Штурма–Лiувiля (скорочено – задача ШЛ) 𝑑 = 1, 𝐷 = ]𝑥1, 𝑥2[ i
L = d

d𝑥

(︀
𝑝 d
d𝑥

)︀
− 𝑞, де 𝑝 – рiвномiрно неперервна i неперервно диференцiйовна

додатна функцiя, 𝑞 – неперервна невiд’ємна функцiя. Рiвняння (2.1) з таким
L набуває вигляду (︀

𝑝𝑋 ′)︀′ − 𝑞𝑋 = −𝜆𝜌𝑋. (2.3)

Iнтервал 𝐷 вважаємо обмеженим (𝑥1 > −∞, 𝑥2 <∞), хоч можна розглядати
задачi ШЛ i на необмежених iнтервалах [18, 24].
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Функцiя 𝑝, будучи рiвномiрно неперервною на iнтервалi, однозначно про-

довжується до неперервної функцiї на його замиканнi (тодi як 𝑞 i 𝜌 цiєї вла-
стивостi можуть i не мати), тому далi розглядаємо її як функцiю на [𝑥1, 𝑥2].

Межа iнтервалу складається з двох його кiнцiв. На лiвому кiнцi 𝜕/𝜕𝑛 до-
рiвнює −d/d𝑥, а на правому d/d𝑥, тож регулярнi межовi умови мають вигляд

𝛼1𝑋(𝑥1)− 𝛽1𝑋
′(𝑥1) = 0, (2.4a)

𝛼2𝑋(𝑥2) + 𝛽2𝑋
′(𝑥2) = 0. (2.4b)

Коефiцiєнти 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 в задачi ШЛ невiд’ємнi.
Спектральну задачу на ]𝑥1, 𝑥2[ з рiвнянням (2.3) називають задачею ШЛ

в наступних п’ятьох випадках.
1. Регулярна задача ШЛ : 𝑝(𝑥1) > 0, 𝑝(𝑥2) > 0, 𝑞 рiвномiрно неперервна.

Межовi умови – (2.4). Вимогу до 𝑞 можна, як пояснено пiсля формули (2.3),
записати ще так: 𝑞 ∈ C[𝑥1, 𝑥2].

2. Сингулярна на лiвому кiнцi задача ШЛ : 𝑝(𝑥2) > 0,

𝑝(𝑥1) = 0, lim
𝑥→𝑥1+0

𝑝(𝑥)

𝑥− 𝑥1
> 0, (2.5)

(𝑥− 𝑥1)𝑞 ∈ C[𝑥1, 𝑥2]. (2.6)

На правому кiнцi накладається регулярна умова (2.4b), на лiвому – сингуляр-
на умова

𝑋 ∈ C1[𝑥1, 𝑥2]. (2.7)
Звичайно, умова (2.7) є межовою на обох кiнцях. Але на правому вона нiчого
не додає до (2.4b).

3. Сингулярна на правому кiнцi задача ШЛ : 𝑝(𝑥1) > 0,

𝑝(𝑥2) = 0, lim
𝑥→𝑥2−0

𝑝(𝑥)

𝑥2 − 𝑥
> 0, (2.8)

(𝑥2 − 𝑥)𝑞 ∈ C[𝑥1, 𝑥2]. (2.9)

На лiвому кiнцi накладається умова (2.4a), на правому – (2.7).
4. Двiчi сингулярна задача ШЛ : (2.5), (2.6), (2.8), (2.9). Спiльна для обох

кiнцiв сингулярна умова (2.7).
5. Задача ШЛ з умовами перiодичностi вiдрiзняється вiд регулярної тим,

що замiсть (2.4) накладаються нерозщепленi межовi умови

𝑋(𝑥1) = 𝑋(𝑥2), (2.10a)

𝑋 ′(𝑥1) = 𝑋 ′(𝑥2), (2.10b)

смисл яких полягає в iснуваннi (𝑥2 − 𝑥1)-перiодичного продовження функцiї
𝑋 на всю числову пряму. Аналогiчнi умови повинна задовольняти й 𝑝.

Нагадаємо, що простiр L2(𝐷, 𝜌) квадратично iнтегровних з вагою 𝜌 фун-
кцiй (можливо комплекснозначних) на 𝐷 евклiдiв зi скалярним добутком
(𝑓, 𝑔) =

r
𝐷
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝜌(𝑥)d𝑥 (риска означає комплексне спряження), вiдтак i

нормований (‖𝑓‖ =
√︀

(𝑓, 𝑓)).
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Властивостi власних елементiв задачi ШЛ
1°. Власнi значення дiйснi невiд’ємнi.
2°. Власнi значення утворюють злiченну множину. Будь-який скiнченний

вiдрiзок числової прямої мiстить тiльки скiнченне число власних значень.
Цi двi властивостi означають, що власнi числа можна занумерувати за

зростанням: 𝜆𝑛0 < 𝜆𝑛0+1 < . . . (за 𝑛0 зручно брати 1 або 0) i при цьому
𝜆𝑛0 > 0, lim𝑛→∞ 𝜆𝑛 = ∞.

3°. Вiдповiдаючi рiзним власним значенням власнi функцiї ортогональнi з
вагою 𝜌 (тобто як елементи простору L2([𝑥1, 𝑥2], 𝜌)).

4°. У задачах ШЛ перших чотирьох видiв кожному власному значенню
вiдповiдає рiвно одна власна функцiя.

5°. Теорема повноти. Кожна функцiя 𝜙 ∈ L2([𝑥1, 𝑥2], 𝜌) розкладається в
збiжний у середньому квадратичному ряд Фур’є по власних функцiях задачi
ШЛ:

𝜙 =

∞∑︁
𝑛=𝑛0

𝜙𝑛𝑋𝑛, (2.11)

де

𝜙𝑛 =
(𝜙,𝑋𝑛)

‖𝑋𝑛‖2
. (2.12)

Теорема повноти стверджує збiжнiсть ряду за нормою простору L2. Пото-
чкова збiжнiсть звiдси не випливає. Тому особливу цiннiсть становить насту-
пна властивiсть.

6°. Теорема Стеклова. Нехай 𝜙 ∈ C1[𝑥1, 𝑥2], 𝜙′ кусково неперервно ди-
ференцiйовна i 𝜙 задовольняє межовi умови задачi ШЛ, причому якщо задача
сингулярна на кiнцi 𝑥𝑗 i lim𝑥→𝑥𝑗 (𝑥−𝑥𝑗)𝑞(𝑥𝑗) ̸= 0, то 𝜙(𝑥𝑗) = 0. Тодi ряд Фур’є
функцiї 𝜙 по власних функцiях задачi збiгається до неї рiвномiрно.

З огляду на першу властивiсть позначення власного числа часом замiню-
ють на 𝜈2, що робитимемо й ми, коли це буде доцiльно.

Шукаючи загальний розв’язок рiвняння (2.3), випадок 𝜈 = 0 як правило
доводиться розглядати окремо. Тому корисно видiлити клас задач ШЛ, для
яких число 𝜈 = 0 напевно не є власним.

Лема. Якщо в регулярнiй задачi ШЛ хоча б одна з межових умов (2.4)
не другого роду, то нуль не є власним значенням задачi.

Приклад 2.1
𝑋 ′′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋(0) = 0, 𝑋(𝑙) = 0.

� Тут 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝑙, 𝑝 = 𝜌 = 1, 𝑞 = 0, 𝛼1 = 𝛼2 = 1, 𝛽1 = 𝛽2 = 0.
Згiдно з лемою число 0 не є власним. При 𝜈 > 0 загальний розв’язок

рiвняння дається формулою
𝑋(𝑥) = 𝐴 cos 𝜈𝑥+𝐵 sin 𝜈𝑥. (2.13)

З межових умов дiстаємо 𝐴 = 0 i 𝐵 sin 𝜈𝑙 = 0. Оскiльки нас цiкавлять
ненульовi розв’язки, то 𝐵 ̸= 0, звiдки sin 𝜈𝑙 = 0. Розв’язавши це рiвня-
ння вiдносно 𝜈 > 0 i поклавши 𝐵 = 1, одержимо вiдповiдь:

𝜈𝑛 =
𝜋𝑛

𝑙
, 𝑋𝑛(𝑥) = sin

𝜋𝑛𝑥

𝑙
, 𝑛 ∈ N. �
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Приклад 2.2

𝑋 ′′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋 ′(0) − ℎ𝑋(0) = 0, 𝑋 ′(𝑙) + ℎ𝑋(𝑙) = 0

(ℎ – додатний числовий параметр).

� Пiдставивши загальний розв’язок (2.13) рiвняння з 𝜈 > 0 в межовi
умови, дiстанемо{︂

𝜈𝐵 − ℎ𝐴 = 0,
𝐴(ℎ cos 𝜈𝑙 − 𝜈 sin 𝜈𝑙) +𝐵(𝜈 cos 𝜈𝑙 + ℎ sin 𝜈𝑙) = 0.

З першого рiвняння маємо 𝐵 = ℎ𝐴/𝜈. Пiдставивши цей вираз у друге
рiвняння i скоротивши на 𝐴 (𝐴 ̸= 0, бо iнакше 𝐵 = 0, 𝑋 = 0), одержимо

2ℎ cos 𝜈𝑙 + (ℎ2/𝜈 − 𝜈) sin 𝜈𝑙 = 0.

Позначивши 𝑔(𝜈) = (𝜈/ℎ − ℎ/𝜈)/2, перепишемо останню рiвнiсть у ви-
глядi

ctg 𝜈𝑙 = 𝑔(𝜈). (2.14)

Функцiя 𝑔 зростає, як рiзниця зростаючої i спадної, має вертикальну
асимптоту 𝜈 = 0 i похилу асимптоту 𝑦 = 𝜈/2ℎ. Отже, рiвняння (2.14)
має нескiнченну множину {𝜈𝑛, 𝑛 ∈ N} додатних коренiв, причому

𝜋(𝑛− 1)/𝑙 < 𝜈𝑛 < 𝜋𝑛/𝑙.

Числа 𝜈2𝑛 є власними в цiй задачi. А власнi функцiї даються формулою
(2.13) з 𝜈 = 𝜈𝑛 i довiльними 𝐴 ̸= 0, 𝐵 = ℎ𝐴/𝜈𝑛. Найзручнiше вибрати
𝐴 = 𝜈𝑛. Тодi

𝑋𝑛(𝑥) = 𝜈𝑛 cos 𝜈𝑛𝑥+ ℎ sin 𝜈𝑛𝑥. � (2.15)

Приклад 2.3

𝑋 ′′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋(0) = 𝑋(2𝜋), 𝑋 ′(0) = 𝑋 ′(2𝜋).

� Очевидно, 𝜈0 = 0 – власне значення i 𝑋0 = 1 – власна функцiя.
При 𝜈 > 0 пiдстановка виразу (2.13) у межовi умови дає систему рiвнянь{︂

𝐴 = 𝐴 cos 2𝜋𝜈 +𝐵 sin 2𝜋𝜈,
𝐵 = −𝐴 sin 2𝜋𝜈 +𝐵 cos 2𝜋𝜈

вiдносно 𝐴 i 𝐵. Оскiльки ми шукаємо ненульовi розв’язки, то повиннi
прирiвняти її визначник до нуля. Це дає рiвняння

(1 − cos 2𝜋𝜈)2 + sin2 2𝜋𝜈 = 0,

або, рiвносильно cos 2𝜋𝜈 = 1. Отже, всi натуральнi числа також є вла-
сними i кожному 𝑛 ∈ N вiдповiдають д в i власнi функцiї: cos𝑛𝑥 i sin𝑛𝑥.�
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Приклад 2.4

(1 − 𝑥2)𝑋 ′′ − 2𝑥𝑋 ′ = −𝜆𝑋, (2.16)
𝑋 ∈ C1[−1, 1]. (2.17)

� Це двiчi сингулярна задача ШЛ з 𝑝(𝑥) = 1 − 𝑥2, 𝑞 = 0, 𝜌 = 1.
Шукаємо розв’язок рiвняння (2.16) у виглядi степеневого ряду: 𝑋(𝑥) =∑︀∞
𝑛=0 𝑐𝑛𝑥

𝑛. В iнтервалi збiжностi степеневий ряд можна почленно ди-
ференцiювати, тому

𝑋 ′(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)𝑐𝑛+1𝑥
𝑛, 𝑋 ′′(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)𝑐𝑛+2𝑥
𝑛,

𝑥𝑋 ′(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝑐𝑛𝑥
𝑛, 𝑥2𝑋 ′′(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑛(𝑛− 1)𝑐𝑛𝑥
𝑛.

Пiдставивши цi вирази у (2.16) i прирiвнявши коефiцiєнти при однако-
вих степенях, одержуємо рекурентне спiввiдношення

𝑐𝑛+2 =
𝑛(𝑛+ 1) − 𝜆

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)
𝑐𝑛, 𝑛 ∈ Z+. (2.18)

Щоб обчислювати за ним, потрiбно задати 𝑐0, 𝑐1 (це i є довiльнi сталi,
що входять у загальний розв’язок), причому якщо один iз цих коефi-
цiєнтiв покладаємо рiвним нулю, то iнший повинен бути ненульовим.
Розглянемо два випадки.

(а) 𝑐1 = 0 ̸= 𝑐0. Тодi з формули (2.18) випливає, що для будь-якого
𝑘 ∈ Z+ 𝑐2𝑘+1 = 0, 𝑐2𝑘+2 = 2𝑘(2𝑘+1)−𝜆

(2𝑘+1)(2𝑘+2)𝑐2𝑘. Звiдси видно, що при 𝜆 =

2𝑗(2𝑗 + 1) буде 𝑐2𝑘+2 = 0, як тiльки 𝑘 > 𝑗, i 𝑐2𝑘 ̸= 0 при 𝑘 6 𝑗, тобто
𝑋 буде полiномом степеня 2𝑗. Очевидно, вiн задовольняє умову (2.17).
Отже, числа 𝜆2𝑗 = 2𝑗(2𝑗 + 1), 𝑗 ∈ Z+, є власними i вiдповiдають їм
власнi функцiї

𝑋2𝑗(𝑥) =

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑐2𝑘𝑥
2𝑘. (2.19)

(б) 𝑐0 = 0 ̸= 𝑐1. Тодi з формули (2.18) випливає, що для будь–якого
𝑘 ∈ N 𝑐2𝑘 = 0, 𝑐2𝑘+1 = 2𝑘(2𝑘−1)−𝜆

2𝑘(2𝑘+1) 𝑐2𝑘−1. Мiркуючи аналогiчно випадковi
(а), переконуємося, що числа 𝜆2𝑗−1 = 2𝑗(2𝑗 − 1), 𝑗 ∈ N, є власними i
вiдповiдають їм власнi функцiї

𝑋2𝑗−1(𝑥) =

𝑗∑︁
𝑘=0

𝑐2𝑘+1𝑥
2𝑘+1. (2.20)

Об’єднавши випадки (а) i (б), одержуємо таку систему власних еле-
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ментiв задачi ШЛ:

𝜆𝑛 = 𝑛(𝑛+ 1), 𝑋𝑛 — полiном 𝑛-го степеня, 𝑛 ∈ Z+. (2.21)
Покажемо, що iнших власних функцiй немає.

Оскiльки множина скiнченних лiнiйних комбiнацiй функцiй 𝑋𝑛 мi-
стить, очевидно, всi полiноми, то за теоремою Вейєрштраса вона щiль-
на в C[−1, 1], а значить i в L2[−1, 1]. Отже, єдиний елемент простору
L2[−1, 1], ортогональний усiм 𝑋𝑛, є нульова функцiя. Водночас, за вла-
стивостями 3° i 4° задачi ШЛ, кожна власна функцiя ортогональна ре-
штi власних функцiй. Тому власних функцiй, вiдмiнних вiд знайдених,
не iснує i, таким чином, формули (2.19) – (2.21) дають розв’язок задачi.
Доповнимо розв’язання таким коментарем.

Нагадаємо, що власнi функцiї визначаються з точнiстю до сталого
множника. У нашому випадку це рiвносильно заданню тiєї з двох кон-
стант 𝑐0, 𝑐1, яка вiдмiнна вiд нуля. Загальноприйнятим є такий вибiр
константи, при якому в точцi 1 власна функцiя набирає значення 1.
Пiдпорядкованi цiй додатковiй вимозi власнi функцiї називаються по-
лiномами Лежандра i позначаються 𝑃𝑛. Таким чином, 𝑃𝑛 — єдиний
розв’язок лiнiйної диференцiальної задачi

(1 − 𝑥2)𝑋 ′′ − 2𝑥𝑋 ′ + 𝑛(𝑛+ 1)𝑋 = 0, (2.22)
|𝑋(−1 + 0)| <∞, 𝑋(1) = 1.

Як показано вище, це полiном 𝑛-го степеня. Його можна записати i в
“явному” виглядi [16, 18, 24]:

𝑃𝑛(𝑥) =
1

2𝑛𝑛!

d𝑛

d𝑥𝑛
(︀
𝑥2 − 1

)︀𝑛
. � (2.23)

Приклад 2.5

(1 − 𝑥2)𝑋 ′′ − 2(𝑚+ 1)𝑥𝑋 ′ + (𝜆−𝑚(𝑚+ 1))𝑋 = 0 (2.24)
(𝑚 – невiд’ємний цiлочисловий параметр), 𝑋 задовольняє умову (2.17).

� Помноживши обидвi частини рiвняння на (1−𝑥2)𝑚, перетворюємо
його до вигляду (2.3) з 𝑝(𝑥) = (1 − 𝑥2)𝑚+1, 𝑞(𝑥) = 𝑚(𝑚 + 1)(1 − 𝑥2)𝑚,
𝜌(𝑥) = (1 − 𝑥2)𝑚. Щоб пiдкреслити залежнiсть власних елементiв вiд
параметра, писатимемо його в позначеннях другим iндексом.

При 𝑚 = 0 маємо розв’язану в попередньому прикладi задачу. При
𝑚 > 0 задача не є задачею ШЛ (бо lim𝑥→±1

𝑝(𝑥)
𝑥∓1 = 0), але цей випадок

зводиться до вже розiбраного. А саме, продиференцiювавши 𝑚 6 𝑛
разiв рiвнiсть (2.22) з 𝑋 = 𝑃𝑛, дiстанемо

(1 − 𝑥2)𝑃 (𝑚+2)
𝑛 − 2(𝑚+ 1)𝑥𝑃 (𝑚+1)

𝑛 + (𝑛(𝑛+ 1) −𝑚(𝑚+ 1))𝑃 (𝑚)
𝑛 = 0.

Таким чином, при 𝑛 > 𝑚 функцiя 𝑃
(𝑚)
𝑛 задовольняє рiвняння (2.24)

i, будучи полiномом, умову (2.17). Отже, для кожного 𝑚 ∈ Z+ серед
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власних елементiв задачi є такi:

𝜆𝑛𝑚 = 𝑛(𝑛+ 1), 𝑋𝑛𝑚 = 𝑃 (𝑚)
𝑛 , 𝑛 = 𝑚,𝑚+ 1, . . . (2.25)

Покажемо, що iнших власних елементiв немає.
Оскiльки при кожному𝑚 серед знайдених власних функцiй є полiно-

ми всiх степенiв, то множина скiнченних лiнiйних комбiнацiй їх щiльна
в C[−1, 1], а значить i в L2([−1, 1], 𝜌). Отже, побудована система власних
функцiй повна: єдиний елемент простору L2, ортогональний усiм 𝑃

(𝑚)
𝑛 ,

𝑛 > 𝑚, – нульова функцiя. Залишається показати, що будь-якi двi рiзнi
(тобто не пропорцiйнi одна однiй) власнi функцiї ортогональнi.

Для цього насамперед запишемо для довiльних функцiй 𝑢, 𝑣 ∈ C[−1, 1]
формули iнтегрування частинами

1w
−1

(𝑝𝑢′)′𝑣′d𝑥 = (𝑝𝑢′𝑣)

⃒⃒⃒⃒1
−1

−
1w

−1

𝑝𝑢′𝑣′d𝑥,

1w
−1

𝑝𝑢′𝑣′d𝑥 = (𝑝𝑢𝑣′)

⃒⃒⃒⃒1
−1

−
1w

−1

𝑢(𝑝𝑣′)′d𝑥,

iз яких з урахуванням рiвностей 𝑝(±1) = 0, одержуємо
1w

−1

𝑣L𝑢d𝑥 =

1w
−1

𝑢L𝑣d𝑥. (2.26)

Нехай 𝑋1 i 𝑋2 – власнi функцiї задачi (2.24) & (2.17), вiдповiдаючi
власним значенням 𝜆1 i 𝜆2. Тодi

𝜆1

1w
−1

𝑋1𝑋2𝜌d𝑥 = −
1w

−1

𝑋2L𝑋1d𝑥
(2.26)

= −
1w

−1

𝑋1L𝑋2d𝑥 = 𝜆2

1w
−1

𝑋1𝑋2𝜌d𝑥,

що доводить наше твердження у випадку 𝜆1 ̸= 𝜆2. Одному ж власному
значенню не можуть вiдповiдати двi власнi функцiї. Справдi, за форму-
лою Остроградського–Лiувiля для будь-яких розв’язкiв 𝑋 i 𝑌 рiвняння
(2.24) на ]−1, 1[ функцiя (𝑋𝑌 ′ −𝑋 ′𝑌 )𝑝 стала на цьому iнтервалi. Якщо
ж i 𝑋 i 𝑌 належать C1[−1, 1], то вона має те саме значення i на кiнцях
iнтервалу. Але на кiнцях 𝑝 = 0, тодi як у внутрiшнiх точках 𝑝 > 0. То-
му 𝑋𝑌 ′ − 𝑋 ′𝑌 є тотожний нуль на [−1, 1], що означає пропорцiйнiсть
функцiй 𝑋 i 𝑌 .

Iз доведеного твердження i встановленої вище повноти системи фун-
кцiй {𝑃 (𝑚)

𝑛 ,𝑚 > 𝑛} випливає, що власних елементiв, вiдмiнних вiд зна-
йдених, не iснує i, таким чином, рiвностi (2.25) дають вiдповiдь. �
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Розв’язати регулярну задачу ШЛ:

1. 𝑋 ′′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋(0) = 𝑋(𝑙) = 0.

2. 𝑋 ′′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋(0) = 𝑋 ′(𝑙) = 0.

3. 𝑋 ′′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋 ′(0) = 𝑋(𝑙) = 0.

4. 𝑋 ′′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋 ′(0) = 𝑋 ′(𝑙) = 0.

5. 𝑋 ′′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋 ′(𝑎) = 𝑋 ′(𝑏) = 0.

6. 𝑋 ′′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋(−𝑎) = 𝑋(𝑎) = 0.

7.
𝑋 ′′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋(0) = 0,
𝑋 ′(𝑙) + ℎ𝑋(𝑙) = 0, ℎ > 0.

8.
𝑋 ′′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋 ′(0) − ℎ𝑋(0) = 0, ℎ > 0,
𝑋 ′(𝑙) = 0.

9. 𝑋 ′′ +𝑋 ′ + 𝜆𝑋 = 0,
𝑋(0) = 𝑋(𝜋) = 0.

10.
𝑋 ′′ − 2𝑋 ′ + 𝜆𝑋 = 0,
𝑋 ′(0) −𝑋(0) = 0, ℎ > 0,
𝑋 ′(1) +𝑋(1) = 0.

11. 𝑥2𝑋 ′′ + 𝑥𝑋 ′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋(1) = 𝑋 ′(𝑒) = 0.

12. 𝑥2𝑋 ′′ + 𝑥𝑋 ′ + 𝜈2𝑋 = 0,
𝑋(1/𝑎) = 𝑋(𝑎) = 0, 𝑎 > 1.

13. Розв’язати залежну вiд додатного параметра ℎ спектральну задачу
𝑋 ′′ + 𝜆𝑋 = 0,
𝑋(0) = 0, 𝑋 ′(𝑙) − ℎ𝑋(𝑙) = 0.

Розв’язати залежну вiд параметрiв сингулярну задачу ШЛ (власне зна-
чення скрiзь позначається 𝜆):

14. (1 − 𝑥2)𝑋 ′′ − (𝛼𝑥+ 𝛽)𝑋 ′ + 𝜆𝑋 = 0, 𝑥 ∈ [−1, 1].

15. (1−𝑥2)𝑋 ′′− 2𝑥𝑋 ′ +
[︀
𝜆− 𝜇2/(1 − 𝑥2)

]︀
𝑋 = 0, 𝑥 ∈ [𝑎, 1], 𝑋(𝑎) = 0.

16. (1 − 𝑥2)𝑋 ′′ − 2𝑥𝑋 ′ +
[︀
𝜆− 𝜇2/(1 − 𝑥2)

]︀
𝑋 = 0, 𝑥 ∈ [−1, 1].

17. (1 − 𝑥2)𝑋 ′′ − 2(𝑎+ 1)𝑥𝑋 ′ +
[︀
𝜆−𝑚(𝑚+ 2𝑎)/(1 − 𝑥2)

]︀
𝑋 = 0,

𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑚 ∈ Z+, 𝑎 > −1/2.

Розв’язати спектральну задачу в необмеженiй областi (на нескiнченно-
стi накладається умова обмеженостi власної функцiї):
18. 𝑥𝑋 ′′ + (𝑎+ 1 − 𝑥)𝑋 ′ + 𝜆𝑋 = 0, 𝑥 ∈ R+.

19. 𝑋 ′′ − 2𝑥𝑋 ′ + 2𝜆𝑋 = 0, 𝑥 ∈ R.

20. 𝑋 ′′ + (𝜆− 𝑥2)𝑋 = 0, 𝑥 ∈ R.

21. 𝑋 ′′ + (𝜆− 𝑥2)𝑋 = 0, 𝑥 ∈ R+,
𝑋 ′(0) = 0.

22. 𝑋 ′′ + (𝜆+ ch−2 𝑥)𝑋 = 0, 𝑥 ∈ R.
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§ 3. Крайовi задачi для рiвнянь параболi-
чного i гiперболiчного типiв на вiдрiзку

Регулярна крайова задача на вiдрiзку ставиться так:

𝜌M𝑢 = 𝑎2L𝑢+ 𝐹, 𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2, 𝑡 > 0, (3.1)

𝛼1𝑢(𝑥1, 𝑡)− 𝛽1𝑢𝑥(𝑥1, 𝑡) = 𝜒1(𝑡), 𝑡 > 0, (3.2a)
𝛼2𝑢(𝑥2, 𝑡) + 𝛽2𝑢𝑥(𝑥2, 𝑡) = 𝜒2(𝑡), 𝑡 > 0, (3.2b)

𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑡𝑘
(𝑥, 0) = 𝜙𝑘(𝑥), 𝑘 = 0,𝑚− 1, 𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2. (3.3)

У постановку входять також деякi вимоги до функцiї 𝑢, якi ми сформулюємо
пiсля пояснення позначень.

У написаних спiввiдношеннях

M =

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑏𝑚−𝑖
𝜕𝑖

𝜕𝑡𝑖

(𝑏0, . . . , 𝑏𝑚 – неперервнi функцiї вiд 𝑡, перша з яких додатна);

L =
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑝
𝜕

𝜕𝑥

)︂
− 𝑞,

𝜌, 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 (а також 𝑝 i 𝑞 у виразi оператора L) такi, як у регулярнiй задачi ШЛ;
𝐹 – неперервна функцiя вiд 𝑥 i 𝑡 така, що для будь-якого 𝑡

𝑥2w

𝑥1

|𝐹 (𝑥, 𝑡)| d𝑥 <∞; (3.4)

𝑎2 – неперервна додатна функцiя вiд 𝑡; 𝜒1, 𝜒2, 𝜙0, . . . , 𝜙𝑚−1 – кусково гладкi
(порядок гладкостi в загальнiй постановцi не уточнюємо) функцiї написаних
вище змiнних.

Функцiя 𝑢 повинна задовольняти певнi вимоги гладкостi (для 𝑚 6 2 див.
[6, 12, 16, 24]), а також умову неперервного прилягання (притику) до межi.
Останнє означає таке: 1) якщо 𝑡0 – точка неперервностi функцiї 𝜒𝑗 , то функцiя
𝛼𝑗𝑢+(−1)𝑗𝛽𝑗𝑢𝑥 неперервна по (𝑥, 𝑡) в околi точки (𝑥𝑗 , 𝑡0); 2) якщо 𝑥0 – точка
неперервностi 𝜙𝑘, то 𝜕𝑘𝑢/𝜕𝑡𝑘 неперервна по (𝑥, 𝑡) в околi точки (𝑥0, 0).

Разом межовi умови (3.2) i початковi умови (3.3) називаються крайовими.
Багато крайових задач, i серед них (3.1) – (3.3), розв’язуються методом

вiдокремлення змiнних (МВЗ), який зводить крайову задачу в частинних
похiдних до серiї лiнiйних диференцiальних задач (у даному разi – задач
Кошi) у звичайних похiдних.

Нехай спочатку 𝜒1 = 𝜒2 = 0. Тодi за теоремою Стеклова розв’язок задачi,
якщо вiн iснує, при кожному 𝑡 розкладається в ряд Фур’є по власних функцiях
задачi ШЛ (2.3) & (2.4), коефiцiєнти якого, природно, теж залежать вiд 𝑡:

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=𝑛0

𝑢𝑛(𝑡)𝑋𝑛(𝑥). (3.5)
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По них же розкладаються за теоремою повноти 𝐹 (·, 𝑡)/𝜌 i 𝜙𝑘:

𝐹 (·, 𝑡) = 𝜌

∞∑︁
𝑛=𝑛0

𝑓𝑛(𝑡)𝑋𝑛, (3.6)

𝜙𝑘 =

∞∑︁
𝑛=𝑛0

𝜙𝑘𝑛𝑋𝑛 (3.7)

(аргумент 𝑥 у цих рiвностях не пишемо, бо в них на вiдмiну вiд (3.5) ряди не
зобов’язанi збiгатися при кожному 𝑥). Припустимо, що оператори M i L мо-
жна застосовувати до ряду (3.5) почленно (якби сума була скiнченною, то це
випливало би просто з лiнiйностi їх). Тодi, пiдставивши розклади (3.5) – (3.7)
у рiвностi (3.1), (3.3) (а (3.2) справджуються за вибором 𝑋𝑛) i прирiвнявши
коефiцiєнти при однакових власних функцiях злiва i справа (див. деталi у [27,
с. 16–17]), дiстанемо при кожному 𝑛 задачу Кошi для 𝑢𝑛:

M𝑢𝑛 = −𝑎2𝜆𝑛𝑢𝑛 + 𝑓𝑛,

𝑢
(𝑘)
𝑛 (0) = 𝜙𝑘𝑛, 𝑘 = 0,𝑚− 1,

(3.8)

де 𝜆𝑛 – власне число, якому вiдповiдає 𝑋𝑛. Це приводить до такого алгори-
тму МВЗ для задачi (3.1) – (3.3) з о д н о р i д н и м и м е ж о в и м и у м о -
в а м и.

КРОК 1. Знаходимо власнi числа 𝜆𝑛 i власнi функцiї𝑋𝑛 (𝑛 = 𝑛0, 𝑛0+1, . . .)
задачi ШЛ (2.3) & (2.4).

КРОК 2. Записуємо розклади (3.6) i (3.7).
Коефiцiєнти розкладiв обчислюються за формулою (2.12):

𝑓𝑛(𝑡) =
1

‖𝑋𝑛‖2
𝑥2w

𝑥1

𝐹 (𝑥, 𝑡)𝑋𝑛(𝑥)d𝑥, (3.9)

𝜙𝑘𝑛 =
1

‖𝑋𝑛‖2
𝑥2w

𝑥1

𝜙𝑘(𝑥)𝑋𝑛(𝑥)𝜌(𝑥)d𝑥, (3.10)

де, нагадаємо

‖𝑋𝑛‖2 =

𝑥2w

𝑥1

𝑋𝑛(𝑥)
2𝜌(𝑥)d𝑥. (3.11)

Iснування першого iнтеграла випливає з (3.4), другого – з кускової неперерв-
ностi 𝜙𝑘. Вiдсутнiсть 𝜌(𝑥) у (3.9) пояснюється тим, що в пiдiнтегральному
виразi вона фiгурує як множник i як дiльник (бо в (3.6) розкладається не 𝐹 ,
а 𝐹/𝜌).

Не поспiшаймо виконувати iнтегрування! По-перше, на наступному кроцi
можна оперувати з 𝑓𝑛 i 𝜙𝑘𝑛 просто як iз символами. По-друге, якщо якась
функцiя є лiнiйною комбiнацiєю базисних, то ця комбiнацiя i є шуканим роз-
кладом.

КРОК 3. Для кожного 𝑛 розв’язуємо задачу Кошi (3.8).
Вище ми п р и п у с к а л и, що ряд (3.5) можна почленно диференцiювати

стiльки разiв, скiльки вимагає метод. Тепер, коли функцiї 𝑢𝑛 знайдено, це
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можна п е р е в i р и т и. Як тiльки це буде зроблено, формальний розв’язок
(3.5) стане справжнiм. Отже, потрiбен

КРОК 4. Показуємо, що при всiх 𝑥 i 𝑡 ряд у (3.5) збiгається i

𝜕𝑗

𝜕𝑥𝑗

∑︁
𝑢𝑛(𝑡)𝑋𝑛(𝑥) =

∑︁
𝑢𝑛(𝑡)𝑋

(𝑗)
𝑛 (𝑥), 𝑗 = 1, 2,

𝜕𝑘

𝜕𝑡𝑘

∑︁
𝑢𝑛(𝑡)𝑋𝑛(𝑥) =

∑︁
𝑢(𝑘)
𝑛 (𝑡)𝑋𝑛(𝑥), 𝑘 = 0,𝑚− 1.

Виконання останнього кроку потребує додаткових припущень про функцiї
𝐹 , 𝜙0, . . . , 𝜙𝑚−1 i громiздких викладок (див. [23, с. 547–552], [27, с. 29–34]).
Тому в прикладах нижче ми обмежуємось побудовою формального розв’язку.
Для цього є й iстотнiша причина: теорiя узагальнених функцiй розширює
поняття розв’язку крайової задачi i послаблює вимоги до збiжностi ряду, яким
той зображується.

Щоб полегшити читачевi користування алгоритмом, вiдтворимо елемен-
тарнi навiднi мiркування Фур’є, якi привели його до вiдкриття методу.

Шукаємо частиннi розв’язки о д н о р i д н о г о (𝐹 = 0) рiвняння (3.1) у
виглядi

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡). (3.12)
Пiдстановка цього виразу в рiвняння перетворює його до вигляду

𝜌𝑋M𝑇 = 𝑎2𝑇L𝑋.

Подiливши обидвi частини на 𝑎2𝜌𝑇𝑋, одержимо рiвнiсть

M𝑇

𝑎2𝑇
=

L𝑋

𝜌𝑋
,

лiва частина якої є функцiя вiд 𝑡, а права – вiд 𝑥. Тому обидвi вони дорiв-
нюють якомусь числу −𝜆. Це означає, що 𝑋 задовольняє рiвняння (2.3), а 𝑇
– рiвняння M𝑇 = −𝑎2𝜆𝑇 , те саме, що в задачi Кошi (3.8). Далi, пiдстанов-
ка виразу (3.12) в о д н о р i д н i умови (3.2) дає для 𝑋 межовi умови (2.4).
Таким чином, ненульова функцiя виду (3.12) може бути розв’язком однорi-
дної задачi (3.1) & (3.2) тiльки тодi, коли 𝑋 – власна функцiя задачi ШЛ
(2.3) & (2.4). З огляду на однорiднiсть задачi сума розв’язкiв виду (3.12) са-
ма є розв’язком. Тому можна спробувати побудувати послiдовнiсть (𝑋𝑛𝑇𝑛)
розв’язкiв таку, щоб сума їх задовольняла початковi умови (3.2). Для цього
треба за початковi значення 𝑇𝑛(0), 𝑇̇𝑛(0), . . . , 𝑇

(𝑚−1)
𝑛 (0) взяти коефiцiєнти при

𝑋𝑛 в розкладах функцiй 𝜙0, 𝜙1, . . . , 𝜙𝑚−1 вiдповiдно по базису (𝑋𝑛).
Кустарнiсть описаного прийому1 для одних — недолiк, для iнших — до-

стоїнство. Але безперечним мiнусом є те, що доводиться починати з розгляду
однорiдного рiвняння, навiть якщо в задачi воно неоднорiдне.

Важливою рисою МВЗ є нечутливiсть до типу рiвняння (3.1). При 𝑚 = 0
воно є звичайним (умови (3.3) в цьому випадку вiдсутнi, а 𝑡 вiдiграє роль
параметра), при 𝑚 = 1 належить до параболiчного типу, при 𝑚 = 2 – до
гiперболiчного, а при бiльших 𝑚 не пiдпадає пiд класифiкацiю § 1, бо має
вищий нiж 2 порядок. Але алгоритм у всiх випадках однаковий!

1Це все одно що, розв’язуючи систему 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) звичайних диференцiальних
рiвнянь, пiдставляти в неї гаданий розв’язок 𝑥(𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑏, де 𝑏 – сталий вектор.
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Нехай тепер межовi умови (3.2) неоднорiднi. Шукаємо розв’язок задачi у

виглядi
𝑢 = 𝑣 + 𝑤, (3.13)

пiдпорядкувавши функцiю 𝑤 умовам

𝛼1𝑤(𝑥1, 𝑡)− 𝛽1𝑤𝑥(𝑥1, 𝑡) = 𝜒1(𝑡), (3.14a)
𝛼2𝑤(𝑥2, 𝑡) + 𝛽2𝑤𝑥(𝑥2, 𝑡) = 𝜒2(𝑡), (3.14b)

i таким самим, як для 𝑢, вимогам гладкостi i неперервного прилягання до
межi. Тодi функцiя 𝑣 буде розв’язком задачi

𝜌M𝑣 = 𝑎2L𝑣 + 𝐹 + 𝑎2L𝑤 − 𝜌M𝑤,
𝛼1𝑣(𝑥1, 𝑡)− 𝛽1𝑣𝑥(𝑥1, 𝑡) = 0, 𝛼2𝑣(𝑥2, 𝑡) + 𝛽2𝑣𝑥(𝑥2, 𝑡) = 0,
𝜕𝑘𝑣
𝜕𝑡𝑘

(𝑥, 0) = 𝜙𝑘(𝑥)− 𝜕𝑘𝑤
𝜕𝑡𝑘

(𝑥, 0), 𝑘 = 0,𝑚− 1,
(3.15)

до якої вже можна застосовувати алгоритм.
Умови (3.14) визначають 𝑤, вiдтак i 𝑣, неоднозначно. Але якщо для зада-

чi (3.1) – (3.3) встановлено єдинiсть розв’язку, для чого можна скористатись
вiдомими теоремами [6, 11, 12, 16, 24], то права частина (3.13) вiд цiєї неодно-
значностi не залежить.

Якщо хоча б одна з межових умов (3.2) не другого роду, то функцiю 𝑤
можна пiдiбрати у виглядi

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑅(𝑡) +𝑄(𝑡)𝑥. (3.16)

Якщо ж обидвi умови другого роду, то 𝑤 можна пiдiбрати у виглядi

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑄(𝑡)𝑥+ 𝑃 (𝑡)𝑥2. (3.17)

В останньому випадку часом буває зручно дописати до правої частини рiвно-
стi доданок 𝑅(𝑡). При пiдстановцi в умови другого роду вiн зникає, але iнодi
спрощує вираз 𝑤 або задачу для 𝑣.

Пiдставивши (3.16) у (3.14), дiстанемо систему лiнiйних алгебричних2 рiв-
нянь вiдносно 𝑅(𝑡) i 𝑄(𝑡). Але якщо 𝛽1 = 𝛽2 = 0 (на обох кiнцях умови
першого роду), то виписувати її немає потреби. Можна скористатись iнтер-
поляцiйною формулою Лагранжа

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝑥2 − 𝑥

𝑙
𝜒1(𝑡) +

𝑥− 𝑥1
𝑙

𝜒2(𝑡),

де 𝑙 = 𝑥2 − 𝑥1. Так само при 𝛼1 = 𝛼2 = 0 можна записати iнтерполяцiйну
формулу для 𝑤𝑥. Проiнтегрувавши її по 𝑥, одержимо

𝑤(𝑥, 𝑡) =
(𝑥− 𝑥1)

2

2𝑙
𝜒2(𝑡)−

(𝑥2 − 𝑥)2

2𝑙
𝜒1(𝑡). (3.18)

Це якраз той випадок, про який iшлося вище (𝑅 = −𝑥22𝜒1/2𝑙).

2Написання цього слова подаємо за академiчним Словником української мови
(Наукова думка, 1970–80). Воно логiчнiше за алгебраїчний (пор. сатиричний, ме-
тафоричний) i було загальноприйнятим в україномовнiй навчальнiй i науковiй лi-
тературi першої половини минулого столiття.
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Скрiзь нижче 𝑎2 – стала. У тих задачах, де 𝜌 = 1, позначення 𝐹 замiнюємо
на 𝑓 . При 𝑚 6 2 замiсть 𝜙0 i 𝜙1 пишемо 𝜙 i 𝜓, вiдповiдно. Коефiцiєнти Фур’є
цих функцiй записуємо з одним iндексом — тим, який ранiше писали другим,
так що в прикладах 𝜙𝑛 i 𝜓𝑛 числа, а не функцiї.

Приклад 3.1
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑡,
𝑢𝑥(0, 𝑡) − ℎ𝑢(0, 𝑡) = 0,
𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + ℎ𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 1.

� Тут 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝑙, M = 𝜕/𝜕𝑡, 𝑚 = 1, 𝑝 = 𝜌 = 1, 𝑞 = 0, 𝑎2 = const,
𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝑡, 𝜙(𝑥) = 1, 𝛼𝑖 = ℎ, 𝛽𝑖 = 1. Межовi умови однорiднi, тому
можна вiдразу приступати до виконання алгоритму.

1. Записуємо задачу ШЛ:

𝑋 ′′ = −𝜈2𝑋,
𝑋 ′(0) − ℎ𝑋(0) = 0, 𝑋 ′(𝑙) + ℎ𝑋(𝑙) = 0.

Її власнi елементи знайдено в прикладi 2.2:
𝑋𝑛(𝑥) = 𝜈𝑛 cos 𝜈𝑛𝑥+ ℎ sin 𝜈𝑛𝑥, (3.19)

𝜈𝑛 – 𝑛-й у порядку зростання корiнь рiвняння
ctg 𝜈𝑙 = 𝑔(𝜈), (3.20)

де

𝑔(𝜈) =
𝜈2 − ℎ2

2ℎ𝜈
. (3.21)

2. Оскiльки 𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝑡𝜙(𝑥), то
𝑓𝑛(𝑡) = 𝑡𝜙𝑛. (3.22)

За формулою (2.12) i з урахуванням умов задачi

𝜙𝑛 =
1

‖𝑋𝑛‖2
𝑙w
0

𝑋𝑛(𝑥)d𝑥. (3.23)

Щоб обчислити множник перед iнтегралом, запишемо на пiдставi
(3.19)

𝑋𝑛(𝑥)2 =
𝜈2 + ℎ2

2
+ 𝜈ℎ sin 2𝜈𝑥+

𝜈2 − ℎ2

2
cos 2𝜈𝑥 (3.24)

(𝜈 означає 𝜈𝑛). Проiнтегрувавши цю рiвнiсть вiд 0 до 𝑙, дiстанемо з
урахуванням (3.21)

‖𝑋𝑛‖2 =
𝜈2 + ℎ2

2
𝑙 +

ℎ

2
[1 − cos 2𝜈𝑙 + 𝑔(𝜈) sin 2𝜈𝑙] . (3.25)
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Iз вiдомих формул

cos 2𝛼 =
ctg2 𝛼− 1

ctg2 𝛼+ 1
, sin 2𝛼 =

2 ctg𝛼

ctg2 𝛼+ 1

i (3.20) маємо

1 − cos 2𝜈𝑙 =
2

𝑔(𝜈)2 + 1
, sin 2𝜈𝑙 =

2𝑔(𝜈)

𝑔(𝜈)2 + 1
,

що перетворює (3.25) до вигляду

‖𝑋𝑛‖2 =
(𝜈2𝑛 + ℎ2)𝑙

2
+ ℎ. (3.26)

Зважаючи на (3.19)
𝑙w
0

𝑋𝑛(𝑥)d𝑥 = sin 𝜈𝑛𝑙 + ℎ𝜈−1
𝑛 (1 − cos 2𝜈𝑛𝑙), (3.27)

що разом iз (3.23) i (3.26) дає явний вираз 𝜙𝑛.
3. Записуємо з урахуванням (3.22) задачу Кошi (3.8):

𝑢̇𝑛 = −𝑎2𝜈2𝑛𝑢𝑛 + 𝑡𝜙𝑛,
𝑢𝑛(0) = 𝜙𝑛.

Розв’язок її дається, очевидно, формулою

𝑢𝑛(𝑡) = 𝜙𝑛

[︁
𝑒−𝑎

2𝜈2
𝑛𝑡 − 1 + 𝑎2𝜈2𝑛

]︁⧸︁
(𝑎𝜈𝑛)4.

Ця рiвнiсть разом iз (3.23), (3.26), (3.27), (3.19) i даним вище означенням
чисел 𝜈𝑛 перетворює формулу (3.5), у якiй треба покласти 𝑛0 = 1, на
вiдповiдь. �
Приклад 3.2

𝑢𝑡 + 𝑢
2(𝑡+1) = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 2

√
𝑡+ 1 sin2 𝜋𝑥

2𝑙 ,

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 2 cos2 𝜋𝑥2𝑙 .

� Тут 𝑚 = 1, M = 𝜕/𝜕𝑡−(2(𝑡+1))−1, 𝑝 = 1, 𝑞 = 0, 𝜌 = 1, 𝛼1 = 𝛼2 = 0,
𝛽1 = 𝛽2 = 1,

𝑓(𝑥, 𝑡) = 2
√
𝑡+ 1 sin2 𝜋𝑥

2𝑙
, 𝜙(𝑥) = 2 cos2

𝜋𝑥

2𝑙
. (3.28)

1. Записуємо задачу ШЛ:

𝑋 ′′ = −𝜈2𝑋, 𝑋 ′(0) = 0, 𝑋 ′(𝑙) = 0.

Очевидним власним числом є нуль. Йому вiдповiдає стала власна фун-
кцiя.
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При 𝜈 > 0 пiдставляємо вираз (2.13) загального розв’язку рiвняння
для 𝑋 у межовi умови i одержуємо систему рiвнянь{︂

𝜈𝐵 = 0,
−𝜈𝐴 sin 𝜈𝑙 + 𝜈𝐵 cos 𝜈𝑙 = 0,

з якої знаходимо 𝐵 = 0, 𝐴 sin 𝜈𝑙 = 0. Оскiльки шукаються ненульовi
розв’язки, то повинно бути sin 𝜈𝑙 = 0. Додатними розв’язками цього
рiвняння вiдносно 𝜈 є числа 𝑛𝜋/𝑙, 𝑛 ∈ N. Фiксуючи довiльне ненульове
значення 𝐴, дiстаємо вiдповiдаючi їм власнi функцiї. Приєднавши ранi-
ше знайдений власний елемент, одержимо повний розв’язок поставленої
задачi ШЛ:

𝜈𝑛 =
𝑛𝜋

𝑙
, 𝑋𝑛(𝑥) = cos 𝜈𝑛𝑥, 𝑛 ∈ Z+. (3.29)

2. Порiвнявши (3.28) iз (3.29), бачимо, що

𝑓(𝑥, 𝑡) = 2
√
𝑡+ 1 (𝑋0(𝑥) −𝑋1(𝑥)) , 𝜙(𝑥) = 𝑋0(𝑥) +𝑋1(𝑥).

Таким чином,

𝜙𝑛 =

{︂
1 при 𝑛 6 1,
0 при 𝑛 > 2 i 𝑓𝑛(𝑡) = 𝑐𝑛

√
𝑡+ 1, де 𝑐𝑛 =

{︂
(−1)𝑛 при 𝑛 6 1,
0 при 𝑛 > 2.

За допомогою символа Кронекера цi вирази можна записати одним ряд-
ком:

𝜙𝑛 = 𝛿𝑛0 + 𝛿𝑛1, 𝑐𝑛 = 𝛿𝑛0 − 𝛿𝑛1. (3.30)
Застосування загальних iнтегральних формул (3.9) i (3.10) було б у цiй
ситуацiї вкрай недоцiльним.

3. Задача Кошi (3.8) iз такими M i 𝑓𝑛 має вигляд:

𝑢̇𝑛 = −
(︀
(2(𝑡+ 1))−1 + 𝑎2𝜈2𝑛

)︀
𝑢𝑛 + 𝑐𝑛

√
𝑡+ 1,

𝑢𝑛(0) = 𝜙𝑛
(3.31)

(нагадаємо, що 𝜙𝑛 це колишнє 𝜙𝑘𝑛). Розв’язати її потрiбно тiльки при
𝑛 6 1, адже при 𝑛 > 1 вона, як видно з (3.30), однорiдна i, значить,

𝑢𝑛 = 0 при 𝑛 > 1. (3.32)

Позначивши 𝑏 = 𝑎2𝜈21 ≡ (𝑎𝜋/𝑙)2 i взявши до уваги (3.29) i (3.30),
сконкретизуємо (3.31) при 𝑛 6 1 так:

𝑢̇0 = −(2(𝑡+ 1))−1𝑢0 +
√
𝑡+ 1,

𝑢0(0) = 1;

𝑢̇1 = −
(︀
(2(𝑡+ 1))−1 + 𝑏

)︀
𝑢1 −

√
𝑡+ 1,

𝑢1(0) = 1.
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Розв’язавши обидвi задачi методом варiювання сталих, знаходимо

𝑢0(𝑡) =
1

2

[︁
(𝑡+ 1)−1/2 + (𝑡+ 1)3/2

]︁
,

𝑢1(𝑡) =
(︀(︀

1 + 𝑏−1 − 𝑏−2
)︀
𝑒−𝑏𝑡 + 𝑏−2

)︀
(𝑡+ 1)−1/2 − 𝑏−1(𝑡+ 1)1/2.

Тепер формула
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑡) + 𝑢1(𝑡) cos

𝜋𝑥

𝑙
(конкретизацiя (3.5) з урахуванням (3.32) i (3.29)) стає вiдповiддю. �
Приклад 3.3

𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 2𝑡𝑥+ 1,
𝑢𝑥(−𝑙, 𝑡) = 𝑡2,
𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝑙𝑡2 + 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = cos 𝜋𝑥4𝑙 − sin 𝜋𝑥

4𝑙 .

� Тут 𝜒1(𝑡) = 𝑡2, 𝜒2(𝑡) = 𝑙𝑡2 + 𝑡. Оскiльки межовi умови неоднорiднi,
то вiдразу виконувати вiдокремлення змiнних не можна. Пiдбираємо
спочатку функцiю 𝑤 таку, що

𝑤𝑥(−𝑙, 𝑡) = 𝜒1(𝑡), 𝑤(𝑙, 𝑡) = 𝜒2(𝑡). (3.33)
Шукаємо її у виглядi (3.16). Пiдстановка цього виразу в рiвностi (3.33)
дає систему рiвнянь {︂

𝑄 = 𝜒1,
𝑅+ 𝑙𝑄 = 𝜒2,

розв’язавши яку знаходимо

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝜒2(𝑡) + (𝑥− 𝑙)𝜒1(𝑡) ≡ 𝑡+ 𝑥𝑡2. (3.34)

Вводимо нову невiдому функцiю 𝑣 = 𝑢−𝑤. Замiнивши 𝑢 на 𝑣 +𝑤 в
рiвняннi i крайових умовах, одержимо з урахуванням (3.33) i очевидних
рiвностей 𝑤𝑥𝑥 = 0, 𝑤𝑡(𝑥, 𝑡) = 2𝑥𝑡 + 1, 𝑤(𝑥, 0) = 0 крайову задачу для 𝑣
(конкретизацiю (3.15))

𝑣𝑡 = 𝑎2𝑣𝑥𝑥,
𝑣𝑥(−𝑙, 𝑡) = 0, 𝑣(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑣(𝑥, 0) = cos 𝜋𝑥4𝑙 − sin 𝜋𝑥

4𝑙 ,

до якої вже можна застосовувати алгоритм вiдокремлення змiнних.
1. Записуємо задачу ШЛ:

𝑋 ′′ = −𝜈2𝑋, 𝑋 ′(−𝑙) = 0, 𝑋(𝑙) = 0.

Оскiльки одна з межових умов не другого роду, то число нуль не власне.
При 𝜈 > 0 пiдставляємо загальний розв’язок (2.13) диференцiального
рiвняння в межовi умови i одержуємо систему рiвнянь{︂

𝐴 sin 𝜈𝑙 +𝐵 cos 𝜈𝑙 = 0,
𝐴 cos 𝜈𝑙 +𝐵 sin 𝜈𝑙 = 0 (3.35)
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вiдносно 𝐴 i 𝐵. Для того, щоб вона мала ненульовий розв’язок, необхi-
дно i достатньо, щоб її визначник дорiвнював нулю, тобто справджува-
лась рiвнiсть cos 2𝜈𝑙 = 0. З неї знаходимо власнi числа 𝜈2𝑛:

𝜈𝑛 =
(2𝑛+ 1)𝜋

4𝑙
, 𝑛 ∈ Z+. (3.36)

При таких 𝜈 рiвняння системи (3.35) пропорцiйнi. Щоб задовольнити
перше з них, а значить i обидва, можна покласти

𝐴 =
√

2 cos 𝜈𝑙, 𝐵 = −
√

2 sin 𝜈𝑙

(ненульовий множник вибирається довiльно). Тодi рiвнiсть (2.13) з 𝜈 =
𝜈𝑛 перетворюється на вираз власної функцiї. Зокрема,

𝑋0(𝑥) = cos 𝜈0𝑥− sin 𝜈0𝑥. (3.37)
2. Порiвнявши (3.37) i (3.36) з початковою умовою для 𝑣, бачимо,

що 𝑣(𝑥, 0) = 𝑋0(𝑥).
3. У загальному випадку 𝑣 треба шукати у виглядi

𝑣(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=𝑛0

𝑣𝑛(𝑡)𝑋𝑛(𝑥)

(перепозначення (3.5)), але в нашому випадку при всiх 𝑛 > 𝑛0 = 0 маємо
однорiдну задачу Кошi (так що 𝑣𝑛 = 0 при 𝑛 > 0) i тiльки при 𝑛 = 0
неоднорiдну:

𝑣̇0 = −𝑎2𝜈20𝑣0, 𝑣0(0) = 1. (3.38)
Тому 𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑣0(𝑡)𝑋0(𝑥).

Розв’язавши (3.38), одержуємо з урахуванням (3.37) i (3.36)

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑎
2𝜋𝑡/4𝑙

(︁
cos

𝜋𝑥

4𝑙
− sin

𝜋𝑥

4𝑙

)︁
.

Це спiльно з рiвностями 𝑢 = 𝑣 + 𝑤 i (3.34) дає вiдповiдь. �
Приклад 3.4

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑓,
𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥).

� Тут 𝑚 = 2, M = 𝜕2/𝜕𝑡2, 𝑝 = 1, 𝑞 = 0, 𝜌 = 1. Межовi умови
однорiднi, тому можна вiдразу вiдокремлювати змiннi.

1. Власнi елементи задачi ШЛ

𝑋 ′′ = −𝜈2𝑋, 𝑋(0) = 0, 𝑋(𝑙) = 0

знайдено в прикладi 2.1:

𝜈𝑛 =
𝑛𝜋

𝑙
, 𝑋𝑛(𝑥) = sin 𝜈𝑛𝑥, 𝑛 ∈ N. (3.39)

2. Оскiльки 𝑓 , 𝜙 i 𝜓 довiльнi, то можна тiльки обчислити квадрат



33

норми власної функцiї: ‖𝑋𝑛‖2 =
r 𝑙
0

sin2 𝜈𝑛𝑥d𝑥 = 𝑙/2. Цим вирази (3.9) i
(3.10) коефiцiєнтiв Фур’є дещо конкретизуються:

𝑓𝑛(𝑡) =
2

𝑙

𝑙w
0

𝑓(𝑥, 𝑡) sin 𝜈𝑛𝑥d𝑥 (3.40)

i так само (без 𝑡) для 𝜙𝑛 i 𝜓𝑛.
3. Задача Кошi (3.8) має вигляд

𝑢̈𝑛 = −𝜔2
𝑛𝑢𝑛 + 𝑓𝑛,

𝑢𝑛(0) = 𝜙𝑛, 𝑢̇𝑛(0) = 𝜓𝑛,
(3.41)

де 𝜔𝑛 = 𝑎𝜈𝑛. Розв’язок її дається вiдомою з диференцiальних рiвнянь
формулою

𝑢𝑛(𝑡) = 𝜙𝑛 cos𝜔𝑛𝑡+ 𝜓𝑛
sin𝜔𝑛𝑡

𝜔𝑛
+

𝑡w
0

sin𝜔𝑛(𝑡− 𝜏)𝑓𝑛(𝜏)

𝜔𝑛
d𝜏, (3.42)

охоплюючою й випадок 𝜔𝑛 = 0.
Тепер рiвнiсть (3.5) iз 𝑛0 = 1 стає вiдповiддю. �

Приклад 3.5
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑥) sin𝜔𝑡,
𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0

(𝜔 – додатне число).
�Це окремий випадок попереднього прикладу: 𝜙 = 0, 𝜓 = 0, 𝑓(𝑥, 𝑡) =

𝑔(𝑥) cos𝜔𝑡. Остання рiвнiсть дозволяє переписати (3.40) у виглядi 𝑓𝑛(𝑡) =
𝑔𝑛 sin𝜔𝑡, де

𝑔𝑛 =
2

𝑙

𝑙w
0

𝑔(𝑥)𝑋𝑛(𝑥)d𝑥. (3.43)

Тодi формула (3.42) конкретизується так:

𝑢𝑛(𝑡) =
𝑔𝑛
𝜔𝑛

𝑙w
0

sin𝜔𝑛(𝑡− 𝜏) sin𝜔𝜏d𝜏.

Записавши 2 sin𝜔𝑛(𝑡− 𝜏) sin𝜔𝜏 = cos((𝜔+𝜔𝑛)𝜏 −𝜔𝑛𝑡)− cos((𝜔−𝜔𝑛)𝜏 +
𝜔𝑛𝑡), бачимо, що при 𝜔 ̸= 𝜔𝑛

𝑢𝑛(𝑡) =
𝑔𝑛

2𝜔𝑛

(︂
sin𝜔𝑡+ sin𝜔𝑛𝑡

𝜔 + 𝜔𝑛
− sin𝜔𝑡− sin𝜔𝑛𝑡

𝜔 − 𝜔𝑛

)︂
, (3.44)

або, рiвносильно,

𝑢𝑛(𝑡) =
𝑔𝑛(𝜔 sin𝜔𝑛𝑡− 𝜔𝑛 sin𝜔𝑡)

𝜔𝑛(𝜔2 − 𝜔2
𝑛)

, 𝑛 ̸= 𝑙𝜔

𝑎𝜋
(3.45)
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(умову на 𝑛 написано з урахуванням (3.39)).
Якщо ж 𝜔 = 𝜔𝑛* (цим ми вводимо iндивiдуальне позначення для но-

мера тiєї власної частоти, яка спiвпадає3 з частотою зовнiшньої перiо-
дичної сили), то переходимо в (3.44) до границi при 𝜔𝑛 → 𝜔 i одержуємо

𝑢𝑛*(𝑡) =
𝑔𝑛*

2𝜔

(︂
sin𝜔𝑡

𝜔
+ 𝑡 cos𝜔𝑡

)︂
, 𝑛* =

𝑙𝜔

𝑎𝜋
.

Тепер, коли функцiї 𝑋𝑛 i 𝑢𝑛 знайдено, рiвнiсть (3.5), у якiй 𝑛0 = 1,
стає вiдповiддю. Проаналiзуємо її.

При 𝑛 ̸= 𝑙𝜔/𝑎𝜋 доданок 𝑢𝑛(𝑡)𝑋𝑛(𝑥) описує, як видно з (3.39) i (3.45)
суму двох стоячих хвиль зi сталими амплiтудами. Доданок же 𝑢𝑛*(𝑡)𝑋𝑛*(𝑥)

описує стоячу хвилю, амплiтуда якої 𝑔𝑛*
√

1 + 𝜔2𝑡2/2𝜔2 при 𝑔𝑛* ̸= 0 не-
обмежено зростає з часом. Це явище називається резонансом. Для на-
стання його необхiдно i достатньо, щоб число 𝑛* = 𝑙𝜔/𝑎𝜋 було цiлим i
𝑔𝑛* ̸= 0. �
Приклад 3.6

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 −
(︁

4𝑎2(2−cos 𝑥)
5−4 cos 𝑥 + 𝜔2𝑥2

)︁
cos𝜔𝑡,

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 2𝜋𝑡, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 2𝜋 cos𝜔𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥2, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑥(2𝜋 − 𝑥).

� За формулою (3.18)

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑥2 cos𝜔𝑡− (𝜋 − 𝑥)2𝑡. (3.46)

Записавши 𝑤𝑡𝑡 = −𝜔2𝑥2 cos𝜔𝑡, 𝑤𝑥𝑥 = 2 cos𝜔𝑡−2𝑡, 𝑤(𝑥, 0) = 𝑥2, 𝑤𝑡(𝑥, 0) =
−(𝜋 − 𝑥)2, бачимо, що функцiя 𝑣 = 𝑢− 𝑤 є розв’язком задачi

𝑣𝑡𝑡 = 𝑎2𝑣𝑥𝑥 − 2𝑎2
(︁

1−(1/2) cos 𝑥
5/4−cos 𝑥 − 1

)︁
cos𝜔𝑡− 2𝑎2𝑡,

𝑣𝑥(0, 𝑡), 𝑣𝑥(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑣(𝑥, 0) = 0, 𝑣𝑡(𝑥, 0) = 𝜋2.

Записавши при |𝑏| < 1

1 − 𝑏 cos𝑥

1 + 𝑏2 − 2𝑏 cos𝑥
=

1

2

[︂
1

1 − 𝑏𝑒𝑖𝑥
− 1

1 − 𝑏𝑒−𝑖𝑥

]︂
=

∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛 cos𝑛𝑥

3Див. Англо-український словник з програмування i математики (укладачi
М. Кратко, М. Кiкець, Є. Мейнарович, В. Павленко, I. Черненко, Д. Шерiк) або
Орфографiчний словник наукових i технiчних термiнiв В. Карачуна. У необхiдно-
стi цього слова переконує фраза з класичної книги Ф. Рiса i Б. Секельфавi-Надя
Лекции по функциональному анализу: “Последовательность целых чисел сходится
только тогда, когда все её члены начиная с некоторого совпадают”.
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i поклавши 𝑏 = 1/2, перетворимо рiвняння для 𝑣 до вигляду

𝑣𝑡𝑡 = 𝑎2𝑣𝑥𝑥 − 2𝑎2 cos𝜔𝑡
∞∑︁
𝑛=1

2−𝑛 cos𝑛𝑥− 2𝑎2𝑡,

де вiльний член уже розкладено по власних функцiях розв’язаної в при-
кладi 3.2 задачi ШЛ

𝑋 ′′ = −𝜈2𝑋, 𝑋 ′(0) = 0, 𝑋 ′(𝜋) = 0.

Узявши далi до уваги, що 𝑣𝑡(𝑥, 0) = 𝜋2𝑋0, виписуємо для коефiцiєнтiв
розкладу

𝑣(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑣𝑛(𝑡) cos𝑛𝑥 (3.47)

(конкретизацiя (3.5) iз перепозначенням 𝑢 на 𝑣) задачi Кошi виду (3.8):

𝑣0 = −2𝑎2𝑡, 𝑣0(0) = 0, 𝑣̇0(0) = 𝜋2,

𝑣𝑛 = −𝑎2𝑛2𝑣𝑛 + 21−𝑛𝑎2 cos𝜔𝑡, 𝑣𝑛(0) = 0, 𝑣̇𝑛(0) = 0 (𝑛 > 1).

Розв’язок першої очевидний:

𝑣0(𝑡) = 𝜋2𝑡− 𝑎2𝑡3/3, (3.48)
розв’язок решти дається формулою (3.42) з перепозначенням 𝑢 на 𝑣:

𝑣𝑛(𝑡) =
𝑎

21−𝑛𝑛

𝑡w
0

sin 𝑎𝑛(𝑡−𝜏) cos𝜔𝜏d𝜏 =

{︃
𝑎2(cos 𝑎𝑛𝑡−cos𝜔𝑡)
2𝑛−1(𝜔2−𝑎2𝑛2) , 𝑛 ̸= 𝜔/𝑎, 𝑛 > 0,
𝑎2𝑡 sin𝜔𝑡
2𝑛−1𝜔 , 𝑛 = 𝜔/𝑎.

(3.49)
Рiвностi (3.46) – (3.49) i 𝑢 = 𝑣+𝑤 дають вiдповiдь. Бачимо, що у випадку
𝜔/𝑎 ∈ N настає резонанс. �

Розв’язати задачу Кошi з однорiдними межовими умовами:

1.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡 sin𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = cos𝑥.

2.
𝑢𝑡 = 4𝑢𝑥𝑥 + 2 sin 𝜋𝑥

2𝑙 cos 𝜋𝑥𝑙 ,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 1.

3.
𝑢𝑡 = 9𝑢𝑥𝑥 + cos3(𝑥/2),
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥.

4.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(2, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = cos2 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = sin2 𝑥.

5.

𝑢𝑡𝑡 = 4𝑢𝑥𝑥 + 𝑡,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(1, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 2 sin𝜋𝑥 cos 3

2𝜋𝑥,
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

6.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 2 sin 3𝜋𝑥

2 cos 𝜋𝑥2 ,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 4 sin3 𝜋𝑥.
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7.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑒𝑡 sin𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋/2, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = sin 3𝑥.

8.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡 cos𝑥,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = sin(𝑥/2).

9.

𝑢𝑡𝑡 = 4𝑢𝑥𝑥 − 9𝑡 sin(3𝑥/2),
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 2 cos(𝑥/2) sin 2𝑥,
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 2 sin(𝑥/2) cos 2𝑥.

10.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

11.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑎, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑏, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 1.

12.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(−𝑙, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥.

13.
𝑢𝑡 = 3𝑢𝑥𝑥 + 1,
𝑢𝑥(−2, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0.

14.
𝑢𝑡 = 4𝑢𝑥𝑥 + cos𝜋𝑥,
𝑢𝑥(−1, 𝑡) = 𝑢𝑥(1, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = sin𝜋𝑥.

15.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(1, 𝑡) = 𝑢𝑥(4, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = cos 𝜋𝑥2 , 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

16.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + ℎ𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 1.

17.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑥,
𝑢𝑥(0, 𝑡) − ℎ𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

18.
𝑢𝑡 = 2𝑡𝑢𝑥𝑥 + 𝑒−𝑡

2

cos𝑥,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = cos3 𝑥.

19.
𝑢𝑡𝑡 + 2𝑢𝑡 + 𝑢 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑥.

20.

𝑢𝑡𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + sin𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0,
𝑢𝑡𝑡(𝑥, 0) = 0.

21.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡 sin𝜔𝑡 sin𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋/2, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

22.
𝑢𝑡 = 𝑙2

𝜋2(𝑡+1)𝑢𝑥𝑥 + 2𝑡 sin2 𝜋𝑥
2𝑙 ,

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 2 cos2 𝜋𝑥𝑙 .

23.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + sin3 𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = sin𝜇𝑥, 𝜇 /∈ Z.

24.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + cos4 𝑥,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑥.

25.
𝑢𝑡 = (1 − 𝑥2)𝑢𝑥𝑥 − 2𝑥𝑢𝑥 + 𝑡𝑥,
𝑢(·, 𝑡) ∈ C1[−1, 1],
𝑢(𝑥, 0) = 3𝑥2 + 2.

26.
𝑢𝑡 = (1 − 𝑥2)𝑢𝑥𝑥 − 2𝑥𝑢𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(·, 𝑡) ∈ C1[0, 1],
𝑢(𝑥, 0) = 1.

27.
𝑢𝑡 = (1 − 𝑥2)𝑢𝑥𝑥 − 2𝑥𝑢𝑥 − sin 𝑡,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑢(·, 𝑡) ∈ C1[0, 1],
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥2, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 1.

28.
𝑢𝑡 = (1 − 𝑥2)𝑢𝑥𝑥 − 2𝑥𝑢𝑥,
𝑢(·, 𝑡) ∈ C1[−1, 1],
𝑢(𝑥, 0) = (1 − 𝑥 sin𝛼)−1/2.

29.
𝑢𝑡 = (1 − 𝑥2)𝑢𝑥𝑥 − 2𝑥𝑢𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 0, |𝑢(1, 𝑡)| <∞,
𝑢(𝑥, 0) = arcsin𝑥.

30.
𝑢𝑡 = (1 − 𝑥2)𝑢𝑥𝑥 − 𝑥𝑢𝑥 + 𝑥2,
𝑢(·, 𝑡) ∈ C1[−1, 1],
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥3.
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31.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑥2𝑢, 𝑥 ∈ R,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑒−𝛼𝑥

2/2.

32. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑥2𝑢+ cos𝛼𝑥, 𝑥 ∈ R,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = sin𝛼𝑥.

33.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝑔(𝑢− 𝑈),
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥).

34.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 2𝜇𝑢𝑡 + 𝑓(𝑥),
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥).

35.

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥−2𝑢𝑥

4(𝑡+1)2 +
√
𝑡+ 1𝑒𝑥 sin𝑥,

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑥(𝜋/2 − 𝑥),
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑒𝑥 cos 2𝑥.

Розв’язати задачу Кошi з неоднорiдними межовими умовами:

36.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 1 + sin𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝜋/2, 𝑡) = 1,
𝑢(𝑥, 0) = 1 + 𝑥.

37.

𝑢𝑡𝑡 = 4𝑢𝑥𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(1, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 4 sin𝜋𝑥 cos2 𝜋𝑥,
𝑢𝑡(𝑥, 0) = −𝑥.

38.

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜋(𝑡− 1),
𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝜋(𝑡+ 1),
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥2.

39.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝜋, 𝑡) = 𝜋 sin 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

40.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 1,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 1.

41.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑥− 𝜋 cos2(𝑥/2),
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝜋/2, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0.

42.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑙 sin2 𝜋𝑥

4𝑙 + 𝑥
2 ,

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑡2/4, 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = cos 3𝜋𝑥

2𝑙 .

43.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = sin𝜔𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

44.

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝑥 cos 𝑡,
𝑢𝑥(0, 𝑡) −ℎ𝑢(0, 𝑡)= cos 𝑡−ℎ sin 𝑡,
𝑢(1, 𝑡) = cos 𝑡+ sin 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

45.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡(1 − 6𝑥),
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑢(1, 𝑡) = 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑥3.

46.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − sin𝑥,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = −1, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 1,
𝑢(𝑥, 0) = 0.

47.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 2(1 + 𝑡) sin 3𝑥

2 cos 𝑥2 ,
𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝜋/2, 𝑡) = 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 0.

48.
𝑢𝑡 = (1 − 𝑥2)𝑢𝑥𝑥 − 2𝑥𝑢𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑒−2𝑡, |𝑢(1, 𝑡)| <∞,
𝑢(𝑥, 0) = 1.

49.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑥2𝑢, 𝑥 ∈ R+,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = cos 𝑡,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑥𝑒−𝑥
2/2, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.



38 § 4. Рiвняння елiптичного типу в прямокутнику

§ 4. Рiвняння елiптичного типу в прямоку-
тнику

Рiвняння елiптичного типу описують просторовi розподiли незмiнних у
часi фiзичних величин. Тому часова змiнна в них вiдсутня i в крайовiй задачi
накладаються тiльки межовi умови. Їх регулярна задача в прямокутнику мi-
стить чотири – за числом сторiн. Розглядаємо не найзагальнiшу постановку,
а таку, в якiй змiннi вiдокремлюються:

𝜎L𝑢+ 𝜌K𝑢 = 𝐹, 𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2, 𝑦1 < 𝑦 < 𝑦2, (4.1)
S𝑗𝑢 = 𝜒𝑗 , 𝑦1 < 𝑦 < 𝑦2, 𝑗 = 1, 2, (4.2)
T𝑗𝑢 = 𝜓𝑗 , 𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2, 𝑗 = 1, 2. (4.3)

Тут

L =
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑝
𝜕

𝜕𝑥

)︂
− 𝑞, K =

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑔
𝜕

𝜕𝑦

)︂
− ℎ, (4.4)

S𝑗 =

(︂
𝛼𝑗 + (−1)𝑗𝛽𝑗

𝜕

𝜕𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥𝑗

, T𝑗 =

(︂
𝛾𝑗 + (−1)𝑗𝛿𝑗

𝜕

𝜕𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑦𝑗

, (4.5)

𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 i 𝛾𝑗 , 𝛿𝑗 – пари невiд’ємних чисел такi, що в кожнiй хоча б один елемент
вiдмiнний вiд нуля; 𝜌 = 𝜌(𝑥) i 𝜎 = 𝜎(𝑥) – додатнi неперервнi iнтегровнi функцiї
на ]𝑥1, 𝑥2[ i ]𝑦1, 𝑦2[ вiдповiдно; 𝐹 = 𝐹 (𝑥, 𝑦) – неперервна абсолютно iнтегровна
функцiя, 𝜒𝑗 = 𝜒𝑗(𝑦) i 𝜓𝑗 = 𝜓𝑗(𝑥) – кусково неперервнi функцiї; 𝑞 = 𝑞(𝑥) i
ℎ = ℎ(𝑦) – невiд’ємнi неперервнi, а 𝑝 = 𝑝(𝑥) i 𝑔 = 𝑔(𝑦) – додатнi рiвномiрно
неперервнi i неперервно диференцiйовнi функцiї на вiдповiдних iнтервалах.
У регулярнiй задачi 𝑝 i 𝑔 вiдмiннi вiд нуля також i на кiнцях iнтервалiв.
Якщо це порушується, то на вiдповiдному кiнцi замiсть регулярної межової
умови (4.2) або (4.3) накладають сингулярну. Шукана функцiя 𝑢 повинна бути
неперервно диференцiйовною у внутрiшнiх точках прямокутника i неперервно
прилягати до його межi.

Звертаємо увагу читача на те, що в (4.1) кожен iз диференцiальних опе-
раторiв L i K дiє по однiй iз змiнних, а множиться на функцiю iншої.

Вирази (4.5) функцiоналiв S𝑗 i T𝑗 показують, що крайовi умови по кожнiй
iз змiнних розщепленi, тобто в однiй умовi фiгурує значення функцiї i/або її
похiдної тiльки на одному кiнцi вiдрiзка.

Назвемо задачу (4.1) – (4.3) елементарною, якщо по однiй iз змiнних (тоб-
то на однiй з пар протилежних сторiн) межовi умови однорiднi. До такої за-
дачi МВЗ можна застосовувати вiдразу. Порiвняно з § 3 змiнюється третiй
крок алгоритму: тепер додатковими до рiвняння умовами будуть не початко-
вi, а межовi. Випишемо алгоритм окремо для кожного з двох можливих в
елементарнiй задачi випадкiв.

а) 𝜒1 = 𝜒2 = 0 (однорiднi умови на вертикальних сторонах).
1а. Знаходимо власнi елементи (𝜈2𝑛, 𝑋𝑛) задачi ШЛ

L𝑋 = −𝜈2𝜌𝑋,
S𝑗𝑋 = 0, 𝑗 = 1, 2.

(4.6)

2а. Знаходимо коефiцiєнти 𝑓𝑛(𝑦), 𝜓1𝑛, 𝜓2𝑛 розкладiв функцiй 𝐹 (·, 𝑦)/𝜌, 𝜓1

i 𝜓2 по базису (𝑋𝑛).
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3а. Для кожного 𝑛 розв’язуємо крайову задачу

K𝑢𝑛 − 𝜎𝜈2𝑛𝑢𝑛 = 𝑓𝑛,
T𝑗𝑢𝑛 = 𝜓𝑗𝑛, 𝑗 = 1, 2.

(4.7)

Формальний розв’язок задачi (4.1) – (4.3) в цьому випадку дається фор-
мулою

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑛

𝑢𝑛(𝑦)𝑋𝑛(𝑥). (4.8)

б) 𝜓1 = 𝜓2 = 0 (однорiднi умови на горизонтальних сторонах).
1б. Знаходимо власнi елементи (κ2

𝑛, 𝑌𝑛) задачi ШЛ

K𝑌 = −κ2𝜎𝑌,
T𝑗𝑌 = 0, 𝑗 = 1, 2.

(4.9)

2б. Знаходимо коефiцiєнти 𝑓𝑛(𝑥), 𝜒1𝑛, 𝜒2𝑛 розкладiв функцiй 𝐹 (𝑥, ·)/𝜎, 𝜒1

i 𝜒2 по базису (𝑌𝑛).
3б. Для кожного 𝑛 розв’язуємо крайову задачу

L𝑢𝑛 − 𝜌κ2
𝑛𝑢𝑛 = 𝑓𝑛,

S𝑗𝑢𝑛 = 𝜒𝑗𝑛, 𝑗 = 1, 2.
(4.10)

Формальний розв’язок задачi (4.1) – (4.3) в цьому випадку дається фор-
мулою

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑛

𝑢𝑛(𝑥)𝑌𝑛(𝑦). (4.11)

Щоб полегшити читачевi виконання третього кроку, нагадаємо деякi фа-
кти з теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь. Нехай Λ – лiнiйний дифе-
ренцiальний оператор другого порядку на деякому iнтервалi ]𝑏1, 𝑏2[, Q1 i Q2 –
лiнiйнi неперервнi функцiонали на просторi C1[𝑏1, 𝑏2] (такими є S𝑗 i T𝑗 ; iнший
приклад – iнтеграл вiд 𝑏1 до 𝑏2). Щоб розв’язати лiнiйну диференцiальну (не
обов’язково крайову) задачу

Λ𝑉 = 𝑓,
Q𝑗𝑉 = 𝑐𝑗 , 𝑗 = 1, 2, (4.12)

де 𝑓 – задана неперервна функцiя, 𝑐1 i 𝑐2 – заданi числа, потрiбно знайти
розв’язки 𝑉1 i 𝑉2 о д н о р i д н о г о диференцiального рiвняння Λ𝑉 = 0 такi,
що

Q1𝑉1 = 0, Q2𝑉1 ̸= 0,
Q1𝑉2 ̸= 0, Q2𝑉2 = 0. (4.13)

Тодi розв’язок задачi (4.12) дається формулою

𝑉 (𝑥) =
𝑐1𝑉2(𝑥)

Q1𝑉2
+
𝑐2𝑉1(𝑥)

Q2𝑉1
+

𝑏2w

𝑏1

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑓(𝜉)d𝜉, (4.14)
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де 𝐺 – функцiя Грiна задачi (4.12). Якщо функцiонали Q𝑗 мають вигляд,
аналогiчний (4.5), тобто задають р о з щ е п л е н i к р а й о в i умови, а опе-
ратор Λ має вигляд, аналогiчний (4.4) (коефiцiєнт при 𝑉 ′ у Λ𝑉 є похiдною
коефiцiєнта 𝑘 при 𝑉 ′′), то ([11, с. 254], [27, с. 61]):

𝐺(𝑥, 𝜉) =
𝑉1(𝑥 ∧ 𝜉)𝑉2(𝑥 ∨ 𝜉)

𝑘𝑊𝑉1𝑉2

, (4.15)

що дозволяє записати рiвнiсть (4.14) так:

𝑉 (𝑥) =
𝑐1𝑉2(𝑥)

Q1𝑉2
+
𝑐2𝑉1(𝑥)

Q2𝑉1
+

1

𝑘𝑊𝑉1𝑉2

⎡⎣𝑉2(𝑥)

𝑥w

𝑏1

𝑉1(𝜉)𝑓(𝜉)d𝜉 + 𝑉1(𝑥)

𝑏2w

𝑥

𝑉2(𝜉)𝑓(𝜉)d𝜉

⎤⎦ .
(4.16)

Тут

𝑊𝑉1𝑉2 =

⃒⃒⃒⃒
𝑉1 𝑉2

𝑉 ′
1 𝑉 ′

2

⃒⃒⃒⃒
– визначник Вронського, або вронскiан, пари (𝑉1, 𝑉2). Як 𝑘, так i 𝑊𝑉1𝑉2 мо-
жуть залежати вiд 𝑥, але з формули Остроградського–Лiувiля випливає, що
за зробленого вище припущення про Λ добуток 𝑘𝑊𝑉1𝑉2 сталий.

Якщо будова оператора Λ зумовлює сингулярнiсть задачi на кiнцi 𝑏𝑗 , то
рiвнiсть Q𝑗𝑉 = 𝑐 слiд замiнити умовою обмеженостi 𝑉 i 𝑉 ′ в околi 𝑏𝑗 . Ця
умова, очевидно, однорiдна, що дозволяє узагальнити властивiсть (4.13) па-
ри (𝑉1, 𝑉2) так: 𝑉𝑗 задовольняє однорiдну межову умову на кiнцi 𝑏𝑗 i не за-
довольняє на iншому кiнцi, 𝑗 = 1, 2. Тодi формула (4.16) переноситься i на
сингулярнi задачi, якщо формально покласти 𝑐𝑗 = 0 на вiдповiдному кiнцi.

Формулу (4.16) недоцiльно використовувати, якщо вiдомий якийсь частин-
ний розв’язок неоднорiдного рiвняння, бо через нього i функцiї 𝑉𝑗 розв’язок
задачi (4.12) виражається без iнтегрування (див. приклади нижче).

Загальну задачу (4.1) – (4.3) можна звести до елементарної двома спосо-
бами. В обох шукаємо розв’язок у виглядi

𝑢 = 𝑣 + 𝑤. (4.17)

У першому способi вiд 𝑤 вимагаємо тiльки, щоб вона задовольняла неодно-
рiднi межовi умови по однiй iз змiнних (таку функцiю можна пiдiбрати у
виглядi (3.16) або (3.17), належно перепозначивши змiннi); у другому ж як
𝑣, так i 𝑤 – розв’язки елементарних крайових задач

𝜎L𝑣 + 𝜌K𝑣 = 𝐸,
S𝑗𝑣 = 0, 𝑗 = 1, 2,
T𝑗𝑣 = 𝜓𝑗 , 𝑗 = 1, 2;

𝜎L𝑤 + 𝜌K𝑤 = 𝐻,
S𝑗𝑤 = 𝜒𝑗 , 𝑗 = 1, 2,
T𝑗𝑤 = 0, 𝑗 = 1, 2.

Тут 𝐸 i 𝐻 – довiльнi неперервнi абсолютно iнтегровнi функцiї, що задоволь-
няють умову 𝐸 +𝐻 = 𝐹 .

Скрiзь нижче символ Δ означає оператор Лапласа.

Приклад 4.1
∆𝑢 = 6𝑏𝑥,
𝑢(0, 𝑦) = 1, 𝑢(𝑎, 𝑦) = 𝑎3𝑦,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 𝑏) = 𝑏𝑥3.
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� Тут 𝑝 = 𝑔 = 𝜎 = 𝜌 = 1, 𝑞 = ℎ = 0, 𝐹 (𝑥, 𝑡) = 6𝑏𝑥, 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝑎,

𝑦1 = 0, 𝑦2 = 𝑏, 𝛼𝑖 = 𝛾𝑖 = 1, 𝛽𝑖 = 𝛿𝑖 = 0, 𝜒1(𝑦) = 1, 𝜒2(𝑦) = 𝑎3𝑦,
𝜓1(𝑥) = 0, 𝜓2(𝑥) = 𝑏𝑥3. Очевидно, функцiя 𝑤(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦 задовольняє
межовi умови по 𝑦. Тодi функцiя 𝑣 = 𝑢− 𝑤 є розв’язком задачi

∆𝑣 = 6𝑥(𝑏− 𝑦),
𝑣(0, 𝑦) = 1, 𝑣(𝑎, 𝑦) = 𝑎3(𝑦 − 𝑏),
𝑣(𝑥, 0) = 0, 𝑣(𝑥, 𝑏) = 0.

До неї застосовний варiант б) алгоритму вiдокремлювання змiнних.
1. Задачу ШЛ

𝑌 ′′ = −κ2𝑌,
𝑌 (0) = 0, 𝑌 (𝑏) = 0

(4.18)

ми вже розв’язали в iнших позначеннях у прикладi 2.1. У теперiшнiх
позначеннях її власнi елементи записуються так:

κ𝑛 = 𝑛𝜋/𝑏, 𝑌𝑛(𝑦) = sinκ𝑛𝑦, 𝑛 ∈ N (4.19)

(власними числами є κ2
𝑛).

2. Очевидно, ‖𝑌𝑛‖2 = 𝑏/2. Звiдси i з рiвностей
𝑏w
0

𝑌𝑛(𝑦)d𝑦 =
1 − cosκ𝑛𝑏

κ𝑛
≡ 1 − (−1)𝑛

κ𝑛
,

𝑏w
0

(𝑏− 𝑦)𝑌𝑛(𝑦)d𝑦 =
(𝑦 − 𝑏) cosκ𝑛𝑦

κ𝑛

⃒⃒⃒⃒𝑏
0

+
1

κ𝑛

𝑏w
0

cosκ𝑛𝑦d𝑦

одержуємо при 0 < 𝑦 < 𝑏

1 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛𝑌𝑛(𝑦), 𝑏− 𝑦 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑞𝑛𝑌𝑛(𝑦), (4.20)

де
𝑝𝑛 = 𝑏(1 − (−1)𝑛)/2κ𝑛, 𝑞𝑛 = 𝑏2/2κ2

𝑛 (4.21)
(цi позначення не пов’язанi з 𝑝 i 𝑞 в (4.4)).

3. Замiнивши в задачi для 𝑣 вiльний член i правi частини неодно-
рiдних межових умов їхнiми розкладами за формулами (4.20), бачимо,
що

𝑣(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛(𝑥)𝑌𝑛(𝑦) (4.22)

(перепозначення рiвностi (4.11)), де 𝑣𝑛 – розв’язок задачi

𝑣′′𝑛 − κ2
𝑛𝑣𝑛 = 6𝑞𝑛𝑥,

𝑣𝑛(0) = 𝜌𝑛, 𝑣𝑛(𝑎) = −𝑎3𝑞𝑛. (4.23)

Частинним розв’язком диференцiального рiвняння в нiй є, очевидно,
функцiя −6𝑞𝑛κ−2

𝑛 𝑥. Тодi для довiльних лiнiйно незалежних розв’язкiв



42 § 4. Рiвняння елiптичного типу в прямокутнику

𝑉1 i 𝑉2 однорiдного рiвняння

𝑉 ′′ − κ2
𝑛𝑉 = 0 (4.24)

розв’язок задачi (4.23) можна знайти у виглядi

𝑣𝑛(𝑥) = 𝐶1𝑉1(𝑥) + 𝐶2𝑉2(𝑥) − 6𝑞𝑛κ−2
𝑛 𝑥, (4.25)

пiдiбравши сталi 𝐶1 i 𝐶2 з умов
𝐶1𝑉1(0) + 𝐶2𝑉2(0) = 𝑝𝑛,

𝐶1𝑉1(𝑎) + 𝐶2𝑉2(𝑎) − 6𝑞𝑛κ−2
𝑛 𝑎 = −𝑎3𝑞𝑛.

Найпростiше це зробити, якщо 𝑉1 i 𝑉2 задовольняють умову (4.13), яка
в даному разi виглядає так: 𝑉1(0) = 0 ̸= 𝑉1(𝑎), 𝑉2(0) ̸= 0 = 𝑉2(𝑎). Тодi

𝐶1 = 𝑎𝑞𝑛(6κ−2
𝑛 − 𝑎2)/𝑉1(𝑎), 𝐶2 = 𝑝𝑛/𝑉2(0). (4.26)

Розв’язками рiвняння (4.24) є, очевидно, довiльнi лiнiйнi комбiнацiї екс-
понент 𝑒±κ𝑛𝑥. Серед них потрiбнi властивостi мають 𝑉1(𝑥) = shκ𝑛𝑥 i
𝑉2(𝑥) = shκ𝑛(𝑎 − 𝑥). За такого вибору 𝑉1 i 𝑉2 рiвнiсть (4.25) набуває з
урахуванням (4.26) i (4.21) вигляду

𝑣𝑛(𝑥) =
𝑎𝑏2(6κ−2

𝑛 − 𝑎2) shκ𝑛𝑥+ 𝑏(1 − (−1)𝑛) shκ𝑛(𝑎− 𝑥)

2κ2
𝑛 shκ𝑛𝑎

− 3𝑏2𝑥

κ4
𝑛

.

Тепер рiвностi (4.22), (4.19) i 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑥, 𝑦) + 𝑥3𝑦 дають вiдповiдь. �
Приклад 4.2

∆𝑢 = cos 𝑦 cos 𝜋𝑥2𝑎 + sin 𝜋𝑦
𝑏 ,

𝑢𝑥(0, 𝑦) = 2 sin 2𝜋𝑦
𝑏 cos 𝜋𝑦𝑏 , 𝑢(𝑎, 𝑦) = 0,

𝑢(𝑥, 0) = cos 3𝜋𝑥
2𝑎 , 𝑢(𝑥, 𝑏) = 0.

� Шукаємо розв’язок у виглядi (4.17), де 𝑣 i 𝑤 – розв’язки задач
∆𝑣 = cos 𝑦 cos 𝜋𝑥2𝑎 ,
𝑣𝑥(0, 𝑦) = 0, 𝑣(𝑎, 𝑦) = 0,
𝑣(𝑥, 0) = cos 3𝜋𝑥

2𝑎 , 𝑣(𝑥, 𝑏) = 0
(4.27)

i
∆𝑤 = sin 𝜋𝑦

𝑏 ,
𝑤𝑥(0, 𝑦) = sin 𝜋𝑦

𝑏 + sin 3𝜋𝑦
𝑏 , 𝑤(𝑎, 𝑦) = 0,

𝑤(𝑥, 0) = 0, 𝑤(𝑥, 𝑏) = 0
(4.28)

(у правiй частинi межової умови для 𝑤 на лiвiй вертикальнiй сторонi
стоїть тотожно перетворена права частина умови для 𝑢 на нiй же). До
першої задачi застосовуємо варiант а) алгоритму, до другої – варiант б).

1. Задачу ШЛ (4.18) ми вже розв’язали. Записуємо задачу ШЛ

𝑋 ′′ = −𝜈2𝑋,
𝑋 ′(0) = 0, 𝑋(𝑎) = 0.

(4.29)
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Оскiльки одна з межових умов не другого роду, то число нуль не є
власним. При 𝜈 > 0 пiдставляємо загальний розв’язок 𝑋(𝑥) = 𝐴 cos 𝜈𝑥+
𝐵 sin 𝜈𝑥 диференцiального рiвняння в межовi умови i одержуємо 𝐵 = 0,
𝐴 cos 𝜈𝑎 = 0, звiдки

𝜈𝑛 = (2𝑛+ 1)𝜋/2𝑎, 𝑋𝑛(𝑥) = cos 𝜈𝑛𝑥, 𝑛 ∈ Z+.

2. Вiльнi члени i правi частини межових умов у задачах (4.27) i
(4.28) уже розкладено по власних функцiях задач ШЛ (4.18) i (4.29)
вiдповiдно, причому в цi розклади входять тiльки 𝑋0, 𝑋1, 𝑌1 i 𝑌2. Тому
й розв’язки задач є лiнiйними комбiнацiями цих же функцiй:

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣0(𝑦) cos
𝜋𝑥

2𝑎
+ 𝑣1(𝑦) cos

3𝜋𝑥

2𝑎
, (4.30)

𝑤(𝑥, 𝑦) = 𝑤1(𝑦) sin
𝜋𝑦

𝑏
+ 𝑤2(𝑦) cos

2𝜋𝑦

𝑏
. (4.31)

3. Пiдставивши цi вирази в (4.27) i (4.28), одержуємо для коефiцiєн-
тiв розкладiв крайовi задачi

𝑣′′0 − (𝜋/2𝑎)2𝑣0 = cos 𝑦,
𝑣0(0) = 0, 𝑣0(𝑏) = 0;

𝑣′′1 − (3𝜋/2𝑎)2𝑣1 = 0,
𝑣1(0) = 1, 𝑣1(𝑏) = 0;

𝑤′′
1 − (𝜋/𝑏)2𝑤1 = 1,

𝑤′
1(0) = 1, 𝑤1(𝑎) = 0;

𝑤′′
2 − (2𝜋/𝑏)2𝑤2 = 0,

𝑤′
2(0) = 1, 𝑤2(𝑎) = 0.

Розв’язавши їх стандартним чином, знаходимо

𝑣0(𝑦) =

(︂
1 +

(︁ 𝜋
2𝑎

)︁2)︂−1(︂
sh(𝜋𝑦/2𝑎) cos 𝑏+ sh(𝜋(𝑏− 𝑦)/2𝑎)

sh(𝜋𝑏/2𝑎)
− cos 𝑦

)︂
,

𝑣1(𝑦) =
sh(3𝜋(𝑏− 𝑦)/2𝑎)

sh(3𝜋𝑏/2𝑎)
,

𝑤1(𝑥) =

(︂
𝑏

𝜋

)︂2 (︁
ch
𝜋𝑥

𝑏
− 1
)︁

+
𝑏 sh(𝜋(𝑥− 𝑎)/𝑏)

𝜋 ch(𝜋𝑎/𝑏)
,

𝑤2(𝑥) =
𝑏 sh(2𝜋(𝑥− 𝑎)/𝑏)

2𝜋 ch(2𝜋𝑎/𝑏)
.

Тепер рiвностi (4.17), (4.30) i (4.31) дають вiдповiдь. �
Приклад 4.3

(𝑥+ 1)2𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 − 2𝑢𝑦 = 𝑒−𝑦ℎ(𝑥), 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 1,
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(1, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 1) = 0.

Тут ℎ – абсолютно iнтегровна на [0, 1] функцiя.

� Помноживши обидвi частини рiвняння на (𝑥 + 1)−2𝑒−2𝑦, зведемо
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його до вигляду (4.1) з

L =
𝜕2

𝜕𝑥2
, K =

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑒−2𝑦 𝜕

𝜕𝑦

)︂
,

𝜎(𝑦) = 𝑒−2𝑦, 𝜌(𝑥) = (𝑥+ 1)−2, 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑦(𝑥+ 1)−2ℎ(𝑥).

Оскiльки межовi умови однорiднi по обох змiнних, то застосовнi обидва
варiанти алгоритму. Вибираємо другий.

1. Замiнивши в (4.9) K, 𝜎 i T𝑗 їхнiми виразами i помноживши обидвi
частини рiвняння на 𝑒2𝑦, дiстанемо

𝑌 ′′ − 2𝑌 ′ = −κ2𝑌,
𝑌 (0) = 0, 𝑌 (1) = 0.

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння дається формулою

𝑌 (𝑦) =

⎧⎨⎩
𝑒𝑦
(︀
𝐴 ch

√
1 − κ2𝑦 +𝐵 sh

√
1 − κ2𝑦

)︀
, κ2 < 1,

𝑒𝑦(𝐴+𝐵𝑦), κ2 = 1,

𝑒𝑦
(︀
𝐴 cos

√
κ2 − 1𝑦 +𝐵 sin

√
κ2 − 1𝑦

)︀
, κ2 > 1.

При κ2 6 1 крайовi умови можна задовольнити тiльки поклавши 𝐴 =
𝐵 = 0, тому цi значення не власнi. При κ2 > 1 крайовi умови дають
𝐴 = 0, sin

√
κ2 − 1 = 0. Отже, власними елементами задачi є

κ2
𝑛 = 𝑛2𝜋2 + 1, 𝑌𝑛(𝑦) = 𝑒𝑦 sin𝑛𝜋𝑦, 𝑛 ∈ N. (4.32)

2. Розкласти 𝑒𝑦 по базису (𝑌𝑛) це все одно, що розкласти одиницю
по синусах. Отже,

𝐹 (𝑥, 𝑦)

𝜎(𝑦)
= ℎ(𝑥)(𝑥+ 1)−2

∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚𝑌2𝑚+1(𝑦),

де

𝑎𝑚 =
4

(2𝑚+ 1)𝜋
. (4.33)

З огляду на однорiднiсть межових умов 𝑢(𝑥, ·) розкладається по тому
ж базису, що й 𝐹 (𝑥, ·)/𝜎:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑚=0

𝑈𝑚(𝑥)𝑌2𝑚+1(𝑦) ≡ 𝑒𝑦
∞∑︁
𝑚=0

𝑈𝑚(𝑥) sin(2𝑚+ 1)𝜋𝑦 (4.34)

(𝑈𝑚 – перепозначення 𝑢2𝑚+1).

3. Записуємо тi задачi (4.10), у яких рiвняння неоднорiдне (а решта
мають своїм розв’язком нуль):

(𝑥+ 1)2𝑈 ′′
𝑚 − κ2

2𝑚+1𝑈𝑚 = 𝑎𝑚ℎ,
𝑈𝑚(0) = 0, 𝑈𝑚(1) = 0.

(4.35)
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Якщо ми знайдемо розв’язки 𝑉1 i 𝑉2 однорiдного рiвняння

(𝑥+ 1)2𝑉 ′′ − κ2
2𝑚+1𝑉 = 0 (4.36)

такi, що
𝑉1(0) = 0 ̸= 𝑉1(1), 𝑉2(0) ̸= 0 = 𝑉2(1), (4.37)

то формула (4.16) з 𝑘(𝑥) = 1, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑚ℎ(𝑥)(𝑥+ 1)−2, 𝑐1 = 𝑐2 = 0 дасть
розв’язок задачi (4.35).

Зауваживши, що (4.36) є рiвнянням Ейлера, стандартним чином зна-
ходимо розв’язки

𝑉±(𝑥) = (𝑥+ 1)1/2±𝑠𝑚 , (4.38)
де

𝑠𝑚 =
1

2

√︁
1 − 4κ2

2𝑚+1. (4.39)

Розв’язки ж 𝑉1 i 𝑉2 пiдбираємо як лiнiйнi комбiнацiї цих двох:
𝑉1(𝑥) = 𝑉−(0)𝑉+(𝑥) − 𝑉+(0)𝑉−(𝑥), 𝑉2(𝑥) = 𝑉−(1)𝑉+(𝑥) − 𝑉+(1)𝑉−(𝑥).

Вони мають властивiсть (4.37) незалежно вiд конкретних виразiв фун-
кцiй 𝑉±. Урахування ж останнiх дає

𝑉1(𝑥) =
√
𝑥+ 1

(︀
(𝑥+ 1)𝑠𝑚 − (𝑥+ 1)−𝑠𝑚

)︀
,

𝑉2(𝑥) =
√︀

2(𝑥+ 1)

(︃(︂
𝑥+ 1

2

)︂𝑠𝑚
−
(︂
𝑥+ 1

2

)︂−𝑠𝑚
)︃
.

(4.40)

За властивостями визначникiв

𝑊𝑉1𝑉2
= 𝑊𝑉+𝑉−

⃒⃒⃒⃒
𝑉−(0) 𝑉+(0)
𝑉−(1) 𝑉+(1)

⃒⃒⃒⃒
(4.38)

=
√

2
(︀
2𝑠𝑚 − 2−𝑠𝑚

)︀
𝑊𝑉+𝑉− .

При цьому за формулою Остроградського–Лiувiля

𝑊𝑉+𝑉−(𝑥) = 𝑊𝑉+𝑉−(0) exp

{︃
−

𝑥w
0

0 · d𝜉

𝜉2 + 1

}︃
≡𝑊𝑉+𝑉−(0).

Зважаючи на (4.38) 𝑊𝑉+𝑉−(0) = 2𝑠𝑚, тож

𝑊𝑉1𝑉2
= 23/2𝑠𝑚

(︀
2𝑠𝑚 − 2−𝑠𝑚

)︀
. (4.41)

Записуємо за формулою (4.16)

𝑈𝑚(𝑥) =
𝑎𝑚

𝑊𝑉1𝑉2

[︃
𝑉2(𝑥)

𝑥w
0

𝑉1(𝜉)ℎ(𝜉)

(𝜉 + 1)2
d𝜉 + 𝑉1(𝑥)

1w
𝑥

𝑉2(𝜉)ℎ(𝜉)

(𝜉 + 1)2
d𝜉

]︃
. (4.42)

Формули (4.34) (основна) i (4.32), (4.33), (4.39) – (4.42) (пояснюючi)
дають вiдповiдь. �
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Розв’язати рiвняння Пуассона в прямокутнику:

1.
∆𝑢 = 𝑥 cos 𝑦,
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢𝑥(𝑎, 𝑦) = 4 cos3 𝑦,
𝑢𝑦(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 𝜋/2) = 0.

2.

∆𝑢 = 𝑓(𝑦),
𝑢𝑥(0, 𝑦) = 0, 𝑢𝑥(𝑎, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 2 cos 𝜋𝑥2𝑎 cos 3𝜋𝑥

2𝑎 ,
𝑢(𝑥, 𝑏) = 2 sin 𝜋𝑥

2𝑎 sin 3𝜋𝑥
2𝑎 .

3.
∆𝑢 = 𝑥(𝜋 − 𝑦)/2,
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑎, 𝑦) = 2 sin 𝑦 cos 2𝑦,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 𝜋) = 0.

4.
∆𝑢 = 0,
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢𝑥(𝜋/2, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥, 𝑢(𝑥, 𝑏) = 4 sin3 𝑥.

5.
∆𝑢 = 2 sin 𝑦 sin𝑥,
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝜋/2, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑥(𝑥, 𝜋/2) = 0.

6.

∆𝑢 = 𝑒𝑥 cos 𝑦,
𝑢(0, 𝑦) = 0,
𝑢𝑥(𝜋/2, 𝑦) + 𝑢(𝜋/2, 𝑦) = 0,
𝑢𝑦(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 𝜋/2) = 0.

7.

∆𝑢 = −3𝑥 cos 𝑦,
𝑢𝑥(0, 𝑦) − 𝑢(0, 𝑦) = 1,
𝑢(𝑎, 𝑦) = 4𝑎 cos3 𝑦,
𝑢𝑦(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 𝜋/2) = 0.

8.
∆𝑢 = 0,
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑎, 𝑦) = 0,
𝑢𝑦(𝑥,±𝑏) ± ℎ𝑢(𝑥,±𝑏) = ±1.

9.
∆𝑢 = 0,
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑎, 𝑦) = 𝑎,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥, 𝑢(𝑥, 𝑏) = 0.

10.
∆𝑢 = 4 cos2(𝜋𝑥/8),
𝑢𝑥(0, 𝑦) = 𝑦, 𝑢(2, 𝑦) = 𝑦2,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑦(𝑥, 1) = 𝑥.

11.
∆𝑢 = sin 𝑦 − cos 𝑦,
𝑢𝑥(0, 𝑦) = sin 𝑦, 𝑢(𝜋, 𝑦) = cos 𝑦,
𝑢(𝑥, 0) = 1, 𝑢(𝑥, 𝜋) = −1.

12.

∆𝑢 = 𝑦 + 𝑥 sin 𝑦,
𝑢𝑥(0, 𝑦) = 2 sin 𝑦 cos 2𝑦,
𝑢𝑥(1, 𝑦) = 2 cos 𝑦 sin 2𝑦,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 𝜋) = 𝜋 cos2 𝜋𝑥.

13.
∆𝑢 = 𝑥+ 𝑦,
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑎, 𝑦) = 1,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 𝑏) = 1.

14.

∆𝑢 = −2𝑒2𝑥 sin 2𝑦,
𝑢(0, 𝑦) = sin(𝑦/2) cos(3𝑦/2),
𝑢(2, 𝑦) = sin(3𝑦/2) cos(𝑦/2),
𝑢(𝑥, 0) = sin(𝜋𝑥/2),
𝑢(𝑥, 𝜋) = sin𝜋𝑥.

15.

∆𝑢 = 0,
𝑢𝑥(0, 𝑦) = sin 2𝜋𝑦

𝑏 , 𝑢(𝑎, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝑢(𝑥, 𝑏) = 2 sin 𝜋𝑥

𝑎 sin 𝜋𝑥
2𝑎 .

16.
∆𝑢 = 0,
𝑢(0, 𝑦)= 𝑢𝑥(1, 𝑦) +ℎ𝑢(1, 𝑦)= 0,
𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝑥, 𝑢(𝑥, 1) = 𝑥.

17.
∆𝑢 = 2(sin𝑥− 𝑥),
𝑢(0, 𝑦)= 0, 𝑢𝑥

(︀
𝜋
2 , 𝑦
)︀

= 𝑦(1 − 𝑦),
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 1) = 0.

18.
∆𝑢 = sin 𝜋𝑦

𝑏 ,
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢𝑥(𝑎, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑥, 0)= sin 𝜋𝑥

2𝑎 , 𝑢(𝑥, 𝑏)= sin 3𝜋𝑥
2𝑎 .

Розв’язати рiвняння Пуассона в необмеженiй областi:

19.
∆𝑢 = 0 (𝑦 > 0),
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑎, 𝑦) = 0,
𝑢𝑦(𝑥, 0) = 1, 𝑢 обмежена.

20.
∆𝑢 = cos 2𝑥 (𝑦 > 0),
𝑢𝑥(0, 𝑦) = 0, 𝑢𝑥(𝜋, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = cos2 𝑥, 𝑢 обмежена.
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21.

∆𝑢 = 0 (𝑦 > 0),
𝑢𝑥(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑎, 𝑦) = 0,
𝑢𝑦(𝑥, 0) − ℎ𝑢(𝑥, 0) = cos 𝜋𝑥𝑎 cos 𝜋𝑥2𝑎 ,
𝑢 обмежена.

22.
∆𝑢 = 0,
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝜋, 𝑦) = 𝑒−|𝑦|,
𝑢 обмежена.

23.
∆𝑢 = 0 (𝑦 > 0),
𝑢(𝑥, 0) = sgn sin𝑥,
𝑢 обмежена.

24. ∆𝑢 = cos 𝑦
ch 𝑥 ,

𝑢 обмежена.

Розв’язати крайову задачу:

25.
∆𝑢+ 2𝑢 = 0,
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝜋, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 𝜋) = 𝜙(𝑥).

26. ∆𝑢 = 𝑥2𝑢+ exp
(︁
−𝑥2+𝑦2

2

)︁
,

𝑢 обмежена.

Розв’язати рiвняння Пуассона в прямокутному паралелепiпедi:

27.

∆𝑢 = 𝑦,
𝑢(0, 𝑦, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜋, 𝑦, 𝑧) = 0,
𝑢(𝑥, 0, 𝑧) = 0, 𝑢𝑦(𝑥, 𝜋/2, 𝑧) = sin𝑥 cos 𝑧,
𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝜋) = 1.

Розв’язати спектральну задачу в прямокутнику:

28.
∆𝑢+ 𝜆𝑢 = 0,
𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑎, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 𝑏) = 0.

29.
∆𝑢+ 𝜆𝑢 = 0,
𝑢(0, 𝑦) = 𝑢𝑥(𝑎, 𝑦) = 0,
𝑢𝑥(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 𝑏) = 0.

30. Розв’язати спектральну задачу ∆𝑢 + 𝜆𝑢 = 0 в 𝑑-вимiрному прямо-
кутному паралелепiпедi з межовими умовами першого роду.
31. Розв’язати спектральну задачу ∆𝑢+𝜆𝑢 = 0 в 𝑑-вимiрному прямоку-
тному паралелепiпедi з умовами перiодичностi на протилежних гранях.
32. Розв’язати спектральну задачу ∆𝑢+ 𝜆𝑢 = 0 в прямокутному рiвно-
бедреному трикутнику з межовими умовами першого роду.
33. Розв’язати рiвняння Лапласа ∆𝑢 = 0 в прямокутному рiвнобедре-
ному трикутнику з однорiдними межовими умовами першого роду на
катетах i неоднорiдною межовою умовою першого роду на гiпотенузi.
34. Задача 4.33 з неоднорiдною межовою умовою другого роду на гiпо-
тенузi.
35. Область 𝐷 являє собою квадрат [−𝑎, 𝑎]2, з якого вилучено четверту
частину — квадрат [−𝑎, 0]2. Показати, що методом вiдокремлення змiн-
них можна знайти нескiнченну кiлькiсть власних елементiв (але не всi)
спектральної задачi ∆𝑢 + 𝜆𝑢 = 0 з межовими умовами першого роду в
областi 𝐷.
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36. Для рiвняння Пуассона ∆𝑢 = 𝑓 з однорiдними межовими умовами
першого роду в областi𝐷, заданiй у задачi 4.35, вказати клас функцiй 𝑓 ,
для яких задача розв’язується методом вiдокремлення змiнних, i знайти
розв’язок.
37. Пiдiбрати неперервну в прямокутнику [0, 1]2 i двiчi неперервно ди-
ференцiйовну в його внутрiшнiх точках функцiю 𝑤, яка задовольняє
межовi умови

𝑤(0, 𝑦) = 𝜒1(𝑦), 𝑤(1, 𝑦) = 𝜒2(𝑦), 𝑤(𝑥, 0) = 𝑤(𝑥, 1) = 0,

де 𝜒1,2 – двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї.

§ 5. Рiвняння Пуассона в кругових областях
Розглядаємо чотири види кругових областей: круг, кiльце, сектор круга

i сектор кiльця. Розв’язуючи крайову задачу для рiвняння Пуассона Δ𝑢 =
𝐹 в однiй з них, зручно перейти до полярних координат, у яких рiвняння
записується так:

𝜕

𝜕𝜌

(︂
𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝜌

)︂
+

1

𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝜑2
= 𝜌𝐹. (5.1)

А це з точнiстю до позначень окремий випадок (4.1). Щоб пересвiдчитися в
цьому, покладаємо в (4.1) 𝜎 = 1, 𝜌(𝑥) = 1/𝑥, у (4.4) – 𝑝(𝑥) = 𝑥, 𝑔 = 1, 𝑞 = ℎ = 0,
пiсля чого перепозначаємо 𝑥 на 𝜌 i 𝑦 на 𝜑; або ж, iнакше розподiливши ролi,
покладаємо 𝜎(𝑦) = 1/𝑦, 𝜌 = 1, 𝑝 = 1, 𝑔(𝑦) = 𝑦, 𝑞 = ℎ = 0 i перепозначаємо 𝑥 на
𝜑, а 𝑦 на 𝜌. В обох способах позначення вiльного члена замiнюємо на 𝜌𝐹 . У
результатi задача в круговiй областi з межовими умовами першого або дру-
гого роду повнiстю або частково зводиться до регулярної задачi (4.1) – (4.3) в
прямокутнику4. Зведення повне, якщо область – сектор кiльця. В iнших трьох
випадках виникають сингулярнi межовi умови (круг, сектор круга) або умова
перiодичностi (круг, кiльце). Остання дає готовий, вiдомий з математично-
го аналiзу, базис для розкладання – основну тригонометричну систему, так
що перший крок алгоритму вiдпадає. Проiлюструємо це на прикладi задачi в
крузi 𝜌 < 𝑏 для рiвняння (5.1), у якому

r 𝑏

0

r 2𝜋

0
|𝐹 (𝜌, 𝜑)| 𝜌d𝜌d𝜑 <∞. Регулярна

межова умова в крузi задається рiвнiстю

𝛼𝑢(𝑏, 𝜑) + 𝛽𝑢𝜌(𝑏, 𝜑) = 𝑔(𝜑), (5.2)

де 𝑔 – кусково неперервна функцiя, i вимогою неперервного прилягання 𝑢
до кола. Сингулярною ж умовою є неперервна диференцiйовнiсть шуканої
функцiї у вiдкритому крузi. Ця властивiсть разом з перiодичнiстю забезпечує
поточкову по 𝜌 < 𝑏 i рiвномiрну по 𝜑 ∈ [0, 2𝜋] збiжнiсть тригонометричного
ряду Фур’є

𝑢(𝜌, 𝜑) =

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑢𝑚(𝜌)Φ𝑚(𝜑), (5.3)

4З умовами третього роду ситуацiя складнiша: на сторонах кута з вершиною в
початку координат 𝜕/𝜕𝑛 = ±𝜌−1𝜕/𝜕𝜑, тож при спробi зведення виявиться, що в
(4.5) коефiцiєнт при похiднiй по однiй iз змiнних залежить вiд iншої змiнної. Ця
проблема не виникає на криволiнiйнiй частинi межi, бо на колi 𝜕/𝜕𝑛 = 𝜕/𝜕𝜌.
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де

Φ𝑚(𝜑) =

{︂
cos𝑚𝜑, 𝑚 > 0,
sin |𝑚|𝜑, 𝑚 < 0.

(5.4)

Задача звелась до знаходження коефiцiєнтiв 𝑢𝑚(𝜌). Для цього розкладаємо
в ряди (збiжнi за нормою простору L1[0, 2𝜋]) вiльний член рiвняння i праву
частину межової умови:

𝐹 (𝜌, 𝜑) =

∞∑︁
𝑚=−∞

𝐹𝑚(𝜌)Φ𝑚(𝜑), (5.5)

𝑔(𝜑) =

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑔𝑚Φ𝑚(𝜑). (5.6)

Пiдставивши (5.3), (5.5) i (5.6) у (5.1) i (5.2), врахувавши, що Φ′′
𝑚 = −𝑚2Φ𝑚,

i прирiвнявши коефiцiєнти при Φ𝑚 у лiвiй i правiй частинах рiвностей, одер-
жимо для кожної функцiї 𝑢𝑚(𝜌) рiвняння

𝜌2𝑢′′
𝑚 + 𝜌𝑢′

𝑚 −𝑚2𝑢𝑚 = 𝜌2𝐹𝑚 (5.7)

i регулярну крайову умову

𝛼𝑢𝑚(𝑏) + 𝛽𝑢𝑚(𝑏) = 𝑔𝑚. (5.8)

Цi спiввiдношення разом iз сингулярною умовою

𝑢𝑚 ∈ C1[0, 𝑏] (5.9)

визначають 𝑢𝑚 однозначно.
Зауваження. До розкладiв (5.3), (5.5) i (5.6) можна прийти i не спираючись на
теорiю тригонометричних рядiв Фур’є, а зауваживши, що (Φ𝑚) є системою
власних функцiй розв’язаної в прикладi 2.3 задачi ШЛ.

Приклад 5.1 (задача в крузi)

∆𝑢 = 𝜌−1| sin𝜑|,
𝑢(𝑏, 𝜑) + 𝑏𝑢𝜌(𝑏, 𝜑) = 0.

� Функцiя | sin𝜑|, будучи парною, розкладається в ряд по самих
тiльки косинусах:

| sin𝜑| =

∞∑︁
𝑚=0

𝑐𝑚
Φ𝑚(𝜑)

‖Φ𝑚‖2
=
𝑐0
2𝜋

+
1

𝜋

∞∑︁
𝑚=1

𝑐𝑚 cos𝑚𝜑,

де 𝑐𝑚 =
r 2𝜋
0

| sin𝜑| cos𝑚𝜑d𝜑 ≡
r 𝜋
−𝜋 | sin𝜑| cos𝑚𝜑d𝜑 ≡ 2

r 𝜋
0

sin𝜑 cos𝑚𝜑d𝜑.
Останнiй iнтеграл дорiвнює 0 при непарному𝑚 i 4/(1−𝑚2) при парному.
Таким чином,

| sin𝜑| =

∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘 cos 2𝑘𝜑,
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де

𝑎𝑘 =
4

𝜋(1 + 𝛿𝑘0) (1 − 4𝑘2)
. (5.10)

Оскiльки межова умова однорiдна, то 𝑢(𝜌, ·) розкладається по тих
же базисних функцiях, що й вiльний член:

𝑢(𝜌, 𝜑) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑈𝑘(𝜌) cos 2𝑘𝜑 (5.11)

(𝑈𝑘 – перепозначення 𝑢2𝑘). Задача (5.7) – (5.9) конкретизується так:

𝜌2𝑈 ′′
𝑘 + 𝜌𝑈 ′

𝑘 − 4𝑘2𝑈𝑘 = 𝑎𝑘𝜌,
𝑈𝑘(𝑏) + 𝑈 ′

𝑘(𝑏) = 0,
𝑈𝑘 ∈ C1[0, 𝑏].

Очевидно, диференцiальне рiвняння для 𝑈𝑘 має частинний розв’язок,
пропорцiйний 𝜌. Пiдiбравши його, дiстанемо загальний розв’язок:

𝑈𝑘(𝜌) = 𝐴𝑘𝜌
2𝑘 +𝐵𝑘𝜌

−2𝑘 + 𝑎𝑘/(1 − 4𝑘2).

Iз сингулярної умови маємо 𝐵𝑘 = 0, пiсля чого з крайової умови в точцi
𝑏 виражаємо 𝐴𝑘 через 𝑎𝑘. Вiдтак, узявши до уваги (5.10), одержуємо

𝑈𝑘(𝜌) =
1

(1 + 𝛿𝑘0) (4𝑘2 − 1)
2

[︂
𝜌− 𝜌2𝑘

(2𝑘 + 1)𝑏2𝑘

]︂
.

Тепер рiвнiсть (5.11) стає вiдповiддю. �
Приклад 5.2 (задача в кiльцi)

∆𝑢 = 𝜌 sin𝜑,
𝑢(𝑎, 𝜑) = cos𝜑, 𝑢𝜌(𝑏, 𝜑) = 1.

� Оскiльки правi частини рiвностей пропорцiйнi вiдповiдно Φ−1, Φ1,
Φ0, то при |𝑚| > 1 крайова задача для 𝑢𝑚 буде однорiдною i матиме
своїм розв’язком нуль. Таким чином, потрiбно знайти тiльки 𝑢−1, 𝑢1,
𝑢0. Крайовi задачi для них мають вигляд

𝜌2𝑢′′−1 + 𝜌𝑢′−1 − 𝑢−1 = 𝜌3,
𝑢−1(𝑎) = 𝑢′−1(𝑏) = 0;

(5.12)

𝜌2𝑢′′1 + 𝜌𝑢′1 − 𝑢1 = 0,
𝑢1(𝑎) = 0, 𝑢′1(𝑏) = 1;

𝜌2𝑢′′0 + 𝜌𝑢′0 = 0,
𝑢0(𝑎) = 1, 𝑢′0(𝑏) = 0.

Легко пiдбирається частинний розв’язок 𝜌3/8 рiвняння в (5.12). Пiсля
цього розв’язування всiх трьох задач не становить труднощiв. Вiдпо-
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вiдь:

𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝑢0(𝜌) + 𝑢1(𝜌) cos𝜑+ 𝑢−1(𝜌) sin𝜑 = 𝑏 ln
𝜌

𝑎

+
𝑎
(︀
𝜌+ 𝑏2𝜌−1

)︀
𝑎2 + 𝑏2

cos𝜑+

[︂
𝜌3

8
+
𝑎2𝑏2(3𝑏2 − 𝑎2)𝜌−1 − (𝑎4 + 3𝑏4)𝜌

8(𝑎2 + 𝑏2)

]︂
sin𝜑. �

Приклад 5.3 (задача в секторi кiльця з однорiдними межовими умо-
вами на вiдрiзках)

∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑎, 𝜑) = 2 sin𝜑 cos 2𝜑, 𝑢(𝑏, 𝜑) = 2 cos𝜑 sin 2𝜑,
𝑢(𝜌, 0) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋/2) = 0.

� Це задача виду (4.1) – (4.3), за термiнологiєю § 4 елементарна. До
неї застосовний варiант б) наведеного в § 4 алгоритму. В ролi 𝑥 тепер
виступає 𝜌, а в ролi 𝑦 — 𝜑.

1. Власними функцiями задачi ШЛ

Φ′′ = −𝜈2Φ,
Φ(0) = 0, Φ′(𝜋/2) = 0

є, очевидно, sin(2𝑛+ 1)𝜑, 𝑛 ∈ Z+.
2. Вiльний член рiвняння дорiвнює нулю, а правi частини межових

умов на дугах є лiнiйними комбiнацiями перших двох власних функцiй:
2 sin𝜑 cos 2𝜑 = sin 3𝜑− sin𝜑,

2 cos𝜑 sin 2𝜑 = sin 3𝜑+ sin𝜑.

Тому й шукана функцiя комбiнується з них же:
𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝑢0(𝜌) sin𝜑+ 𝑢1(𝜌) sin 3𝜑. (5.13)

3. Розв’язавши стандартним чином крайовi задачi

𝜌2𝑢′′0 + 𝜌𝑢′0 − 𝑢0 = 0,
𝑢0(𝑎) = −1, 𝑢0(𝑏) = 1

i 𝜌2𝑢′′1 + 𝜌𝑢′1 − 9𝑢1 = 0,
𝑢1(𝑎) = 1, 𝑢1(𝑏) = 1

виду (4.10), знаходимо

𝑢0(𝜌) =
𝜌− 𝑎𝑏𝜌−1

𝑏− 𝑎
, 𝑢1(𝜌) =

𝜌3 + 𝑎3𝑏3𝜌−3

𝑎3 + 𝑏3
,

пiсля чого рiвнiсть (5.13) стає вiдповiддю. �
Приклад 5.4 (задача в секторi кiльця з однорiдними межовими умо-
вами на дугах)

∆𝑢 = 0,
𝑢(1, 𝜑) = 0, 𝑢𝜌

(︀
𝑒𝜋/2, 𝜑

)︀
= 0,

𝑢(𝜌, 0) = sin ln 𝜌, 𝑢(𝜌, 𝜋) = sin(3 ln 𝜌).
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� Як i в попередньому прикладi, маємо елементарну задачу (4.1) –
(4.3), але цього разу однорiдними є межовi умови по 𝜌. Тому застосову-
ємо варiант а) алгоритму, шукаючи формальний розв’язок у виглядi

𝑢(𝜌, 𝜑) =
∑︁
𝑛

𝑢𝑛(𝜑)𝑅𝑛(𝜌), (5.14)

де 𝑅𝑛 – власнi функцiї задачi ШЛ

(𝜌𝑅′)′ = −𝜈2𝜌−1𝑅,
𝑅(1) = 0, 𝑅′ (︀𝑒𝜋/2)︀ = 0

(перепозначення (4.6)).
Переписавши рiвняння для 𝑅 у виглядi 𝜌2𝑅′′+𝜌𝑅′−𝜈2𝑅 = 0, бачимо,

що загальний розв’язок його дається формулою

𝑅(𝜌) =

{︂
𝐴+𝐵 ln 𝜌, 𝜈 = 0,
𝐴 cos(𝜈 ln 𝜌) +𝐵 sin(𝜈 ln 𝜌), 𝜈 ̸= 0.

(5.15)

Звiдси, врахувавши крайовi умови, знаходимо власнi функцiї:
𝑅𝑛(𝜌) = sin ((2𝑛+ 1) ln 𝜌) , 𝑛 ∈ Z+.

Оскiльки рiвняння для 𝑢 однорiдне, а правi частини межових умов
по 𝜑 спiвпадають з 𝑅0 i 𝑅1, то й у (5.14) входять тiльки цi двi власнi
функцiї:

𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝑢0(𝜑) sin ln 𝜌+ 𝑢1(𝜑) sin(3 ln 𝜌). (5.16)
Розв’язавши, як у § 4, крайовi задачi

𝑢′′0 − 𝑢0 = 0,
𝑢0(0) = 1, 𝑢0(𝜋) = 0

i 𝑢′′1 − 9𝑢1 = 0,
𝑢1(0) = 0, 𝑢1(𝜋) = 1

виду (4.7), знаходимо

𝑢0(𝜑) =
sh(𝜋 − 𝜑)

sh𝜋
, 𝑢1(𝜑) =

sh 3𝜑

sh 3𝜋
,

що перетворює (5.16) на вiдповiдь. �
Приклад 5.5 (задача в секторi круга)

∆𝑢 = 0,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑) = 0,
𝑢(𝜌, 0) = −𝜋𝜌, 𝑢(𝜌, 𝜋) = 0.

�Незважаючи на позiрну схожiсть даної задачi з попередньою, розв’язувати
її за тiєю ж схемою не можна. Це пояснюється тим, що в спектральнiй
задачi

(𝜌𝑅′)′ = −𝜈2𝜌−1𝑅,
𝑅 ∈ C1[0, 𝑏], 𝑅′(𝑏) = 0

вагова функцiя не iнтегровна на [0, 𝑏], так що це не задача ШЛ. Вираз
(5.15) загального розв’язку диференцiального рiвняння для 𝑅 показує,
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що вона взагалi не має власних функцiй, крiм сталої.

Якби межовi на сторонах кута були однорiднi, то можна було би (пор.
з прикладом 5.3) побудувати формальний розв’язок у виглядi ряду по
власних функцiях задачi ШЛ

Φ′′ = −𝜈2Φ,
Φ(0) = 0, Φ(𝜋) = 0.

(5.17)

Але ми вже вмiємо робити межовi умови по однiй iз змiнних однорiдни-
ми. Отож, шукаємо розв’язок у виглядi

𝑢 = 𝑣 + 𝑤, (5.18)
пiдпорядкувавши функцiю 𝑤 умовам

𝑤(𝜌, 0) = −𝜋𝜌, 𝑤(𝜌, 𝜋) = 0.

Пiдходить
𝑤(𝜌, 𝜑) = (𝜑− 𝜋)𝜌. (5.19)

За такого вибору ∆𝑤 = (𝜑 − 𝜋)/𝜌, 𝑤𝜌(𝑏, 𝜑) = 𝜑 − 𝜋, а значить 𝑣 треба
шукати як розв’язок задачi

∆𝑣 = 𝜌−1(𝜋 − 𝜑),
𝑣𝜌 (𝑏, 𝜑) = 𝜋 − 𝜑,
𝑣(𝜌, 0) = 0, 𝑣(𝜌, 𝜋) = 0,

до якої вже можна застосовувати МВЗ.
Власнi функцiї sin𝑛𝜑, 𝑛 ∈ N, задачi ШЛ (5.17) ми вже знайшли

в прикладi 2.1. Тому шукаємо формальний розв’язок задачi для 𝑣 у
виглядi

𝑣(𝜌, 𝜑) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑣𝑛(𝜌) sin𝑛𝜑. (5.20)

Записавши вiдомий з математичного аналiзу розклад

𝜋 − 𝜑 = 2

∞∑︁
𝑛=1

sin𝑛𝜑

𝑛
, 0 < 𝜑 < 2𝜋, (5.21)

дiстанемо для 𝑣𝑛 крайову задачу

𝜌2𝑣′′𝑛 + 𝜌𝑣′𝑛 − 𝑛2𝑣𝑛 = 2𝜌/𝑛,
𝑣′𝑛(𝑏) = 2/𝑛, 𝑣𝑛 ∈ C1[0, 𝑏].

При 𝑛 ̸= 1 диференцiальне рiвняння має розв’язок, пропорцiйний вiль-
ному членовi, але при 𝑛 = 1 кожна така функцiя задовольняє о д н о -
р i д н е рiвняння i частинний розв’язок неоднорiдного треба шукати у
виглядi 𝐶𝜌 ln 𝜌. Пiдiбравши частиннi розв’язки i мiркуючи як у заклю-
чнiй частинi прикладу 5.1, знаходимо

𝑣1(𝜌) = 𝜌
(︁

1 + ln
𝜌

𝑏

)︁
, 𝑣𝑛(𝜌) =

2𝑏

𝑛2 − 1

(︂
𝜌𝑛

𝑏𝑛
− 𝜌

𝑏𝑛

)︂
, 𝑛 > 2.

Тепер рiвностi (5.18) – (5.20) дають вiдповiдь. �



54 § 5. Рiвняння Пуассона в кругових областях

Розв’язати рiвняння Пуассона в круговiй областi:

1. ∆𝑢 = 𝜌−1 sin2 𝜑,
𝑢(1, 𝜑) = cos2 𝜑.

2. ∆𝑢 = 5𝜌 sin2 𝜑,
𝑢(1, 𝜑) = sin4 𝜑.

3. ∆𝑢 = 0,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑) = 𝑔(𝜑).

4. ∆𝑢 = 𝜌 sgn sin𝜑,
𝑢𝜌(1, 𝜑) + ℎ𝑢(1, 𝜑) = 0.

5.
∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑) = 1−𝑏 cos𝜑

1−2𝑏 cos𝜑+𝑏2 (𝑏 < 1).

6. ∆𝑢 = 𝜌−1 sin𝜑
1−2𝜌 cos𝜑+𝜌2 ,

𝑢𝜌(1, 𝜑) = 0.

7. ∆𝑢 = 0,
𝑢(1, 𝜑) = ln | cos(𝜑/2)|.

8.
∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑎, 𝜑) = 2 cos𝜑 cos 3𝜑,
𝑢(𝑏, 𝜑) = cos 2𝜑.

9.
∆𝑢 = 𝜌−2 sin ln 𝜌 sin𝜑,
𝑢(1/2, 𝜑) = sin𝜑 cos 2𝜑,
𝑢(2, 𝜑) = cos𝜑 sin 2𝜑.

10.
∆𝑢 = (7/8)𝜌−1(2 + ln 𝜌),
𝑢𝜌(𝑎, 𝜑) = cos4 𝜑+ sin2 𝜑,
𝑢(1, 𝜑) = sin4 𝜑+ cos2 𝜑.

11. ∆𝑢 = 𝜌−2 ln 𝜌 sin(𝜑/2) (|𝜑| < 𝜋),
𝑢𝜌(𝑎, 𝜑) = 0, 𝑢𝜌(𝑏, 𝜑) = 0.

12.
∆𝑢 = 0,
𝑢(1, 𝜑) = 0,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑) + ℎ𝑢(𝑏, 𝜑) = | sin(𝜑/2)|.

13.
∆𝑢 = 0,
𝑢(𝜌, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋) = 0,
𝑢(1, 𝜑) = 1.

14.
∆𝑢 = 0,
𝑢𝜑(𝜌, 0) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋/2) = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑) = cos2 𝜑.

15.
∆𝑢 = 𝜋 − 𝜑,
𝑢(𝜌, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋) = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑) = 0.

16.
∆𝑢 = 0,
𝑢𝜑(𝜌, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋/2) = 𝜌3,
𝑢(1, 𝜑) = 1 + cos𝜑 cos 2𝜑.

17.
∆𝑢 = 𝜌(sin 3𝜑+ cos 3𝜑),
𝑢
(︀
𝜌, 𝜋4

)︀
= 𝜌, 𝑢𝜑

(︀
𝜌, 3𝜋4

)︀
= −𝜌,

𝑢
(︀
1/
√

2, 𝜑
)︀

= sin𝜑.

18.
∆𝑢 = 1 + 𝜌 cos𝜑,

𝑢𝜑(𝜌, 0) = 1, 𝑢
(︀
𝜌, 𝜋2

)︀
= 𝜌2−𝑏2

4 ,
𝑢(𝑏, 𝜑) = 0.

19.
∆𝑢 = 0,
𝑢𝜑(𝜌,±𝜋/2) = 0,
𝑢(𝑎, 𝜑) = sin𝜑, 𝑢(𝑏, 𝜑) = cos 2𝜑.

20.

∆𝑢 = sin 2𝜑+ 𝜌−1 sin𝜑,
𝑢(𝜌, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋) = 0,
𝑢
(︀
1
2 , 𝜑
)︀

= sin 𝜑
2 cos 3𝜑

2 ,
𝑢𝜌(1, 𝜑) = sin𝜑.

21.

∆𝑢 = 2𝜌−3/2 sin(3𝜑/2),
𝑢𝜑(𝜌,±𝜋/3) = 0,
𝑢(𝑎, 𝜑) = 2 sin2(3𝜑/2),
𝑢(𝑏, 𝜑) = 0.

22.
∆𝑢 = 𝜌−2 sin ln 𝜌 sin𝜑,
𝑢(𝜌,−𝜋) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋/2) = 0,
𝑢(1, 𝜑) = 0, 𝑢𝜌(𝑏, 𝜑) = 0.

23.

∆𝑢 = 0
𝑢(𝜌, 0) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜋/2) = 𝜋(𝜌− 1),
𝑢(1, 𝜑) = 0, 𝑢(2, 𝜑) = 2𝜑.

24.
∆𝑢 = 𝜌−2 sin𝜑,
𝑢(𝜌, 0) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋) = cos ln 𝜌,
𝑢𝜌(𝑒

−𝜋, 𝜑) = 0, 𝑢𝜌(𝑒
𝜋, 𝜑) = 0.
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Розв’язати рiвняння Пуассона в необмеженiй областi:

25. ∆𝑢 = 𝑒−𝜌 cos𝜑, 𝑢 обмежена.

26. ∆𝑢 = 𝜌−3 ln 𝜌 sin2 𝜑 (𝜌 > 1),
𝑢(1, 𝜑) = 1, 𝑢 обмежена.

27.
∆𝑢 = 𝑓(𝜑)𝜌−𝜇−2 (𝜌 > 1),
𝑢(1, 𝜑) = 0, 𝑢 обмежена
(𝜇 – додатний параметр).

28.
∆𝑢 = 0 (𝑥, 𝑦 > 0),
𝑢(0, 𝑦) = 𝑒−𝑦, 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 0,
𝑢 обмежена.

29.
∆𝑢 = 0 (𝑥 ∈ R, 𝑦 > 0),
𝑢(𝑥, 0) = 𝜃(1 − |𝑥|),
𝑢 обмежена.

Розв’язати рiвняння Гельмгольца:

30. ∆𝑢+ 𝑘2𝑢 = 𝜌 cos𝜑 (𝜌 < 𝑏),
𝑢(𝑏, 𝜑) = sgn𝜑 (|𝜑| < 𝜋).

31. ∆𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0,
𝑢(𝑎, 𝜑) = sin𝜑, 𝑢(𝑏, 𝜑) = cos𝜑.

Розв’язати спектральну задачу:

32. ∆𝑢+ 𝜆𝑢 = 0 (𝜌 < 𝑏),
𝑢(𝑏, 𝜑) = 0. 33. ∆𝑢+ 𝜆𝑢 = 0 (𝜌 < 1),

𝑢(0, 𝜑) = 𝑢(𝜋, 𝜑) = 𝑢𝜌(1, 𝜑) = 0.

§ 6. Рiвняння Пуассона у сферичних обла-
стях

Розглядаємо три види сферичних областей: кулю, сферичний шар i (в за-
дачах) доповнення до кулi. У них зручно користуватися сферичними коорди-
натами 𝑟, 𝜗, 𝜑 (𝜗 – широта, вiдраховувана вiд пiвнiчного полюса, 𝜑 – довгота).
У цих координатах

Δ = 𝑟−2 𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

)︂
+ 𝑟−2Δ𝜗𝜑, (6.1)

де

Δ𝜗𝜑 =
1

sin𝜗

𝜕

𝜕𝜗

(︂
sin𝜗

𝜕

𝜕𝜗

)︂
+

1

sin2 𝜗

𝜕2

𝜕𝜑2

– оператор Лапласа на одиничнiй сферi, позначуванiй традицiйно 𝑆2; вiдтак
рiвняння Пуассона Δ𝑢 = 𝐹 набуває вигляду

𝑟2𝑢𝑟𝑟 + 2𝑟𝑢𝑟 +Δ𝜗𝜑𝑢 = 𝑟2𝐹. (6.2)

Для крайових задач у сферичних областях МВЗ дещо видозмiнюється.
Тепер шукану i заданi функцiї розкладають по власних функцiях не задачi
ШЛ, а спектральної задачi в частинних похiдних

Δ𝜗𝜑𝑌 = −𝜆𝑌,
𝑌 ∈ C1(𝑆2)
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(друга умова включає й 2𝜋-перiодичнiсть 𝑌 (𝜗, ·) i 𝑌𝜑(𝜗, ·)). Вона має повну
ортогональну вiдносно скалярного добутку

(𝑓, 𝑔) =
w

𝑆2

𝑓𝑔d𝜎 ≡
𝜋w

0

2𝜋w

0

𝑓(𝜗, 𝜑)𝑔(𝜗, 𝜑) sin𝜗d𝜗d𝜑

систему власних функцiй (𝑌𝑙𝑚, 𝑙 = 0, 1, . . . ; 𝑚 = −𝑙, . . . , 𝑙), у якiй функцiї з
однаковим першим iндексом вiдповiдають одному власному значенню:

Δ𝜗𝜑𝑌𝑙𝑚 = −𝑙(𝑙 + 1)𝑌𝑙𝑚. (6.3)

Функцiї 𝑌𝑙𝑚 називають сферичними.
Таким чином, неперервно диференцiйовний у сферичнiй областi розв’язок

рiвняння (6.2) можна шукати у виглядi

𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =

∞∑︁
𝑙=0

𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

𝑢𝑙𝑚(𝑟)𝑌𝑙𝑚(𝜗, 𝜑). (6.4)

Нехай, для визначеностi, область — куля. Розклавши по сферичних функцiях
вiльний член рiвняння i праву частину межової умови

𝛼𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) + 𝛽𝑢𝑟(𝑏, 𝜗, 𝜑) = 𝑔(𝜗, 𝜑), (6.5)

пiдставивши в (6.2) i (6.5) замiсть усiх функцiй їхнi розклади, взявши до
уваги (6.3) i, насамкiнець, прирiвнявши коефiцiєнти при однакових 𝑌𝑙𝑚 злiва
i справа, дiстанемо для кожної 𝑢𝑙𝑚 крайову задачу

𝑟2𝑢′′
𝑙𝑚 + 2𝑟𝑢′

𝑙𝑚 − 𝑙(𝑙 + 1)𝑢𝑙𝑚 = 𝑟2𝐹𝑙𝑚,
𝛼𝑢𝑙𝑚(𝑏) + 𝛽𝑢′

𝑙𝑚(𝑏) = 𝑔𝑙𝑚,
𝑢𝑙𝑚 ∈ C1[0, 𝑏].

(6.6)

У сферичному шарi замiсть третьої, сингулярної, умови буде аналогiчна дру-
гiй, але в iншiй точцi, регулярна. У доповненнi до кулi сингулярна умова
включає, крiм неперервної диференцiйовностi, певне асимптотичне спiввiд-
ношення на нескiнченностi. У найпростiшому випадку рiвняння Лапласа (6.2
з 𝐹 = 0) вiд 𝑢 вимагається прямування до нуля i тодi останнiй рядок у (6.6)
замiнюється таким:

lim
𝑟→∞

𝑢𝑙𝑚(𝑟) = 0.

Сферичнi функцiї виражаються через тригонометричнi. Нагадаємо позна-
чення: 𝑃𝑙 – 𝑙-й многочлен Лежандра (приклад 2.4), (Φ𝑚,𝑚 ∈ Z) – основна
тригонометрична система. Останню можна на свiй розсуд записувати як у
дiйснiй формi (5.4), так i в комплекснiй: Φ𝑚 = 𝑒𝑖𝑚𝜑. При 0 6 𝑚 6 𝑙 позначи-
мо

Θ𝑙𝑚(𝜗) = 𝑃
(𝑚)
𝑙 (cos𝜗) sin𝑚 𝜗. (6.7)

Тодi
𝑌𝑙𝑚(𝜗, 𝜑) = Θ𝑙|𝑚|(𝜗)Φ𝑚(𝜑) (6.8)

(ця рiвнiсть мiстить два варiанти виразу сферичної функцiї — дiйсний i ком-
плексний). Часом у правiй частинi дописують числовий множник (наприклад,
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якщо хочуть, щоб норма сферичної функцiї як елемента простору L2(𝑆

2) до-
рiвнювала одиницi). У зв’язку з цим нагадаємо, що в спектральнiй теорiї
нормування власних функцiй неiстотне (див. початок § 2). У математичнiй
фiзицi загальноприйнятим є “економний” вираз (6.8). За такого нормування

𝑌𝑙0(𝜗) = 𝑃𝑙(cos𝜗) (6.9)

(𝑌𝑙0, як i Φ0, вiд 𝜑 не залежить).
Випишемо першi шiсть функцiй Θ𝑙𝑚. Iз (2.23) маємо 𝑃0 = 1, 𝑃1(𝑥) = 𝑥,

𝑃2(𝑥) = (3𝑥2 − 1)/2, звiдки на пiдставi (6.7) Θ00 = 1,

Θ10(𝜗) = cos𝜗, Θ11(𝜗) = sin𝜗, (6.10)

Θ20(𝜗) = (3 cos2 𝜗− 1)/2, Θ21(𝜗) = 3 cos𝜗 sin𝜗, Θ22(𝜗) = 3 sin2 𝜗. (6.11)

Приклад 6.1
∆𝑢 = 0, 𝑟 < 𝑏,
𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) = 6 sin𝜗 cos2 𝜗2 cos𝜑.

� Вибравши Φ𝑚 у дiйснiй формi i взявши до уваги (6.10), (6.11) i
(6.8), перепишемо межову умову у виглядi

𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) = 3𝑌11(𝜗, 𝜑) + 𝑌21(𝜗, 𝜑).

Тому й 𝑢(𝑟, ·, ·) є лiнiйною комбiнацiєю цих двох сферичних функцiй:
𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 𝑢11(𝑟)𝑌11(𝜗, 𝜑) + 𝑢21(𝑟)𝑌21(𝜗, 𝜑). (6.12)

Коефiцiєнти розкладу шукаємо як розв’язок задачi (6.6):

𝑟2𝑢′′11 + 2𝑟𝑢′11 − 2𝑢11 = 0,
𝑢11(𝑏) = 3, 𝑢11 ∈ C1[0, 𝑏];

𝑟2𝑢′′21 + 2𝑟𝑢′21 − 6𝑢21 = 0,
𝑢21(𝑏) = 1, 𝑢21 ∈ C1[0, 𝑏].

Знайшовши звiдси 𝑢11(𝑟) = 3𝑟/𝑏, 𝑢21(𝑟) = (𝑟/𝑏)2, перетворюємо (6.12)
до вигляду

𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =
(︀
3𝑟/𝑏+ (𝑟/𝑏)2 cos𝜗

)︀
sin𝜗 cos𝜑. �

Приклад 6.2
∆𝑢 = 𝑟−2 ln 𝑟 cos𝜑, 𝑟 > 𝑏,
𝑢(𝑎, 𝜗, 𝜑) = 0, 𝑢𝑟(𝑏, 𝜗, 𝜑) = 0.

� Оскiльки Φ𝑛 ⊥ Φ𝑚 при 𝑛 ̸= 𝑚, то (Φ1, 𝑌𝑙𝑚) = 0 при 𝑚 ̸= 1. Тому
Φ1 розкладається по функцiях 𝑌𝑙1:

Φ1 =

∞∑︁
𝑙=1

(Φ1, 𝑌𝑙1)

‖𝑌𝑙1‖2
𝑌𝑙1. (6.13)

Записавши на пiдставi (6.7) i (6.8)

(Φ1, 𝑌𝑙1) =

𝜋w
0

𝑃 ′
𝑙 (cos𝜗) sin2 𝜗d𝜗

2𝜋w
0

cos2 𝜑d𝜑 ≡ −𝜋
𝜋w
0

𝑃𝑙(cos𝜗) cos𝜗d𝜗
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i позначивши

𝑐𝑙 = − 𝜋

‖𝑌𝑙1‖2
𝜋w
0

𝑃𝑙(cos𝜗) cos𝜗d𝜗, (6.14)

перетворюємо рiвнiсть (6.13) до вигляду cos𝜑 =
∑︀∞
𝑙=1 𝑐𝑙𝑌𝑙1(𝜗, 𝜑). Тодi й

𝑢(𝑟, ·, ·) розкладається по функцiях 𝑌𝑙1:

𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = cos𝜑 sin𝜗

∞∑︁
𝑙=1

𝑢𝑙(𝑟)𝑃
′
𝑙 (cos𝜗). (6.15)

Для коефiцiєнтiв розкладу маємо задачу, аналогiчну (6.6) (замiсть син-
гулярної умови з’являється ще одна регулярна):

𝑟2𝑢′′𝑙 + 2𝑟𝑢′𝑙 − 𝑙(𝑙 + 1)𝑢𝑙 = 𝑐𝑙 ln 𝑟,
𝑢𝑙(𝑎) = 0, 𝑢′𝑙(𝑏) = 0.

Частинний розв’язок диференцiального рiвняння шукаємо у виглядi
𝑐𝑙(𝛾𝑙 ln 𝑟 + 𝛿𝑙), де 𝛾𝑙 i 𝛿𝑙 – сталi. Пiдставивши цей вираз у рiвняння,
знаходимо 𝛾𝑙 = −(𝑙(𝑙 + 1))−1, 𝛿𝑙 = 𝛾2𝑙 i записуємо загальний розв’язок

𝑢𝑙(𝑟) = 𝑐𝑙(𝑙(𝑙 + 1))−2
(︀
𝐴𝑙𝑟

𝑙 +𝐵𝑙𝑟
−𝑙−1 − 𝑙(𝑙 + 1) ln 𝑟 + 1

)︀
. (6.16)

Межовi умови дають систему рiвнянь{︂
𝑎𝑙𝐴𝑙 + 𝑎−𝑙−1𝐵𝑙 = 𝑙(𝑙 + 1) ln 𝑎− 1,
𝑙𝑏𝑙𝐴𝑙 − (𝑙 + 1)𝑏−𝑙−1𝐵𝑙 = 𝑙(𝑙 + 1),

вiдносно 𝐴𝑙 i 𝐵𝑙, з якої знаходимо

𝐴𝑙 =
𝑙(𝑙 + 1)

[︀
(𝑙 + 1)𝑎𝑙+1 ln 𝑎+ 𝑏𝑙+1

]︀
− (𝑙 + 1)𝑎𝑙

(𝑙 + 1)𝑎2𝑙+1 + 𝑙𝑏2𝑙+1
,

𝐵𝑙 =
𝑙(𝑙 + 1)

(︀
𝑏−𝑙 − 𝑙𝑎−𝑙 ln 𝑎

)︀
− 𝑙𝑎−𝑙

𝑙𝑎−2𝑙−1 + (𝑙 + 1)𝑏−2𝑙−1
.

Тепер рiвнiсть (6.15) разом iз (6.16) i (6.14) дає вiдповiдь. �
Приклад 6.3. Знайти потенцiал, створюваний заземленою пров́iдною
сферою радiуса 𝑏 i точковим зарядом величини 𝑞, розташованим на вiд-
станi 𝑎 < 𝑏 вiд центра сфери.

� Шукаємо розв’язок у виглядi
𝑢 = 𝑤 + 𝑣, (6.17)

де 𝑤 – потенцiал, створюваний точковим зарядом у вiльному просторi.
Функцiя 𝑣 буде, очевидно, потенцiалом у задачi без зарядiв усерединi
сфери, але з вiдмiнним вiд нуля значенням потенцiалу на сферi (потен-
цiал iндукованих на сферi зарядiв).

Направимо вiсь 𝑧 уздовж радiус-вектора точкового заряда. За зако-
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ном Кулона 𝑤(𝑟) = 𝑞

|𝑟−𝑎| , або, в координатному записi,

𝑤(𝑟, 𝜗) =
𝑞√

𝑎2 − 2𝑎𝑟 cos𝜗+ 𝑟2
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑞

𝑎
√︁

1 − 2 𝑟𝑎 cos𝜗+ 𝑟2

𝑎2

, 𝑟 6 𝑎,

𝑞

𝑟
√︁

1 − 2𝑎𝑟 cos𝜗+ 𝑎2

𝑟2

, 𝑟 > 𝑎.
(6.18)

Iз теорiї спецiальних функцiй вiдомий розклад5 (див., наприклад, [24])

1√
1 − 2𝑥𝑡+ 𝑡2

=

∞∑︁
𝑙=0

𝑃𝑙(𝑥)𝑡𝑙, |𝑥| ∨ |𝑡| < 1, (6.19)

де 𝑃𝑙 — многочлени Лежандра, введенi в прикладi 2.4. Зважаючи на
(6.19), перепишемо (6.18) у виглядi

𝑤(𝑟, 𝜗) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∑︀
𝑙=0

𝑟𝑙

𝑎𝑙+1
𝑃𝑙(cos𝜗), 𝑟 < 𝑎,

∞∑︀
𝑙=0

𝑎𝑙

𝑟𝑙+1
𝑃𝑙(cos𝜗), 𝑟 > 𝑎.

(6.20)

Шукаємо спочатку потенцiал у кулi (нижче ми покажемо, що зовнi
кулi вiн дорiвнює нулю). Функцiя 𝑣, будучи потенцiалом, гармонiчна
всерединi кулi. Окрiм того, 𝑣 не залежить, очевидно, вiд сферичної ко-
ординати 𝜑 (довготи). Тому в її розкладi по сферичних функцiях вiдсу-
тнi 𝑌𝑙𝑚 з 𝑚 ̸= 0 (бо вони залежать вiд 𝜑), а є тiльки 𝑌𝑙0(𝜗) = 𝑃𝑙(cos𝜗).
Таким чином,

𝑣(𝑟, 𝜗) =

∞∑︁
𝑙=0

𝐴𝑙𝑟
𝑙𝑃𝑙(cos𝜗), 𝑟 6 𝑏. (6.21)

(Доданки виду 𝐵𝑙𝑟−𝑙−1𝑃𝑙(cos 𝜃), якi також є гармонiчними функцiями,
не можуть входити в розклад, оскiльки не обмеженi в околi нуля). Ко-
ефiцiєнти 𝐴𝑙 знаходяться з умови заземленостi, яка математично вира-
жається рiвнiстю

𝑤(𝑏, 𝜗) + 𝑣(𝑏, 𝜗) = 0. (6.22)
Пiдставивши (6.20), (6.21) iз 𝑟 = 𝑏 > 𝑎 у (6.22) i прирiвнявши до нуля
коефiцiєнти при 𝑃𝑙, дiстаємо

𝐴𝑙 = − 𝑞𝑎𝑙

𝑏2𝑙+1
. (6.23)

5При 𝑡 = 1, |𝑥| < 1 ряд збiгається умовно.
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Це спiльно з (6.17), (6.20), (6.21) дає такий вираз для 𝑢

𝑢(𝑟, 𝜗) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑞

∞∑︀
𝑙=0

𝑏2𝑙+1 − 𝑎2𝑙+1

𝑎𝑙+1𝑏2𝑙+1
𝑟𝑙𝑃𝑙(cos𝜗), 𝑟 < 𝑎,

𝑞
∞∑︀
𝑙=0

𝑎𝑙
𝑏2𝑙+1 − 𝑟2𝑙+1

𝑟𝑙+1𝑏2𝑙+1
𝑃𝑙(cos𝜗), 𝑎 < 𝑟 6 𝑏.

(6.24)

Далi,

𝑣(𝑟, 𝜗) =

∞∑︁
𝑙=0

𝐵𝑙𝑟
−𝑙−1𝑃𝑙(cos𝜗), 𝑟 > 𝑏. (6.25)

(Доданки з (6.21) не можуть входити в розклад потенцiалу зовнi ку-
лi, оскiльки вони не прямують до нуля при 𝑟 → ∞). З умови (6.22) i
рiвностей (6.20) (нижнiй рядок), (6.17) знаходимо

𝐵𝑙 = −𝑞𝑎𝑙, (6.26)
отже,

𝑢(𝑟, 𝜗) = 0, 𝑟 > 𝑏, (6.27)
що i стверджувалось.

Ряд для 𝑣 легко пiдсумовується. Для цього потрiбно виконати у зво-
ротному порядку дiї, що привели вiд (6.18) до (6.20). А саме, при 𝑟 6 𝑏

𝑣(𝑟, 𝜗) = −𝑞
𝑏

∞∑︁
𝑙=0

(︁𝑎𝑟
𝑏2

)︁𝑙
𝑃𝑙(cos𝜗) = − 𝑞

𝑏
√︁

1 − 2𝑎𝑟
𝑏2 cos𝜗+ 𝑎2𝑟2

𝑏4

(перша рiвнiсть спирається на (6.21) i (6.23), друга на (6.19)). Тотожно
перетворивши останнiй вираз i взявши до уваги (6.17) i (6.18), одержимо
для 𝑟 6 𝑏

𝑢(𝑟, 𝜗) =
𝑞√

𝑟2 − 2𝑎𝑟 cos𝜗+ 𝑎2
− 𝑞√

𝑎2𝑟2 − 2𝑏2𝑎𝑟 cos𝜗+ 𝑏4
. (6.28)

Саме до такого виразу, рiвносильного (6.24), приводить, обминаючи ря-
ди, метод електростатичних зображень.

Вiдповiдь: зовнi кулi (6.27), усерединi (6.24) або (6.28). �

Розв’язати рiвняння Пуассона в кулi:

1. ∆𝑢 = 𝑓(𝑟) sin𝜗 sin𝜑,
𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) = 0.

2. ∆𝑢 = 2𝑟−2 sin ln 𝑟,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = sin 2𝜗 cos𝜑.

3. ∆𝑢 = 𝑟−1 ln 𝑟 sin3 𝜗 cos 3𝜑,
𝑢𝑟(1, 𝜗, 𝜑) = sin𝜗 sin 2𝜗 sin 2𝜑.

4. ∆𝑢 = 10𝑟 sin𝜗 sin(𝜑− 𝜑0),
𝑢𝑟(1, 𝜗, 𝜑) = 2 sin 2𝜗 sin𝜑.

5. ∆𝑢 = 3𝑓(𝑟) cos𝜗,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = 3 cos2 𝜗.

6. ∆𝑢 = 𝑏𝑟−2 ln 𝑟 sin𝜗 sin𝜑,
𝑢𝑟(𝑏, 𝜗, 𝜑) = sin𝜗 sin2(𝜗/2) sin𝜑.
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7. ∆𝑢 = 𝑟−3/2 sin𝜗 cos𝜑,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = cos3 𝜗.

8. ∆𝑢 = 𝑟 cos 3𝜗,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = sin 3𝜗 sin𝜑.

9.
∆𝑢 = 0,
𝑢𝑟(𝑏, 𝜗, 𝜑) + ℎ𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) =

30 cos2(𝜗/2) sin2 𝜗 cos2 𝜑.

10. ∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) = cos 2𝜑.

11. ∆𝑢 = 𝑓(𝑟) sin𝜗,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = 0.

12. ∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) = sgn(𝜋 − 𝜑).

Розв’язати рiвняння Пуассона у сферичному шарi:

13.
∆𝑢 = cos𝜗,
𝑢𝑟(1, 𝜗, 𝜑) = 0,
𝑢(2, 𝜗, 𝜑) = sin𝜗 sin𝜑.

14.
∆𝑢 = sin𝜗 sin𝜑,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = cos𝜗,
𝑢𝑟(2, 𝜗, 𝜑) = cos 2𝜗.

15.
∆𝑢 = 2𝑟−2 cos ln 𝑟,
𝑢(𝑎, 𝜗, 𝜑) = 0,
𝑢(1/𝑎, 𝜗, 𝜑) = sin𝜗 cos𝜑.

16.
∆𝑢 = 𝑟−3,
𝑢(1/2, 𝜗, 𝜑) = sin2 𝜗 cos2 𝜑,
𝑢𝑟(1, 𝜗, 𝜑) = 0.

17.
∆𝑢 = 4𝑟−2 ln 𝑟 sin𝜗 cos𝜑,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = 5 sin 2𝜗 cos𝜑,
𝑢𝑟(2, 𝜗, 𝜑) = 0.

18.
∆𝑢 = 0,
𝑢𝑟(1, 𝜗, 𝜑) − ℎ𝑢(𝑎, 𝜗, 𝜑) = 3 cos 2𝜗,
𝑢(2, 𝜗, 𝜑) = cos𝜗 sin 2𝜗 cos𝜑.

19.
∆𝑢 = 𝑓(𝑟) sin𝜗 cos𝜑,
𝑢(𝑎, 𝜗, 𝜑) = 1,
𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) = 0.

20.
∆𝑢 = 𝑓(𝑟) cos𝜗,
𝑢𝑟(𝑎, 𝜗, 𝜑) = 1,
𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) = cos𝜗.

21.
∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑎, 𝜗, 𝜑) = cos𝜗 cos 2𝜑,
𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) = cos𝜗 sin 2𝜑.

22.
∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑎, 𝜗, 𝜑) = |cos𝜗| ,
𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) = cos𝜗.

Розв’язати рiвняння Пуассона в доповненнi до кулi:

23.
∆𝑢 = 𝑟−3,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = 1 − cos𝜗,
𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) → 0 при 𝑟 → ∞.

24.
∆𝑢 = 0,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = sin2 𝜗 sin2 𝜑,
𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) → 0 при 𝑟 → ∞.

25.
∆𝑢 = 𝑓(𝑟) cos𝜗,
𝑢(𝑎, 𝜗, 𝜑) = 0,
𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) → 0 при 𝑟 → ∞.

26.
∆𝑢 = 𝑟−2 cos𝜗+ 𝑒1−𝑟,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = 3,
𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 𝑟 sin𝜗 cos𝜑+ 𝑜(1)

при 𝑟 → ∞.
Розв’язати рiвняння Пуассона:

27. ∆𝑢 = (1 + 𝑟2)−2,
𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) → 0 при 𝑟 → ∞.

28. ∆𝑢 = sin 𝑟 sin𝜗 sin𝜑,
𝑢 обмежена.
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29. ∆𝑢 = 0 (𝑟 < 1, 𝜗 < 𝜋/2),
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = 0, 𝑢(𝑟, 𝜋/2, 𝜑) = 1.

30. ∆𝑢 = 𝑒−𝑟𝑟2 cos2 𝜗 (𝜗 < 𝜋/2),
𝑢(𝑟, 𝜋/2, 𝜑) = 0, 𝑢 обмежена.

31.

∆𝑢 = 0 (𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0),
𝑢(0, 𝑦, 𝑧) = 0, 𝑢(𝑥, 0, 𝑧) = 0,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑥𝑦𝑓(𝑥2 + 𝑦2),
𝑢 обмежена.

Розв’язати спектральну задачу в кулi:

32. ∆𝑢+ 𝜆 = 0, 𝑢(𝑏, 𝜗, 𝜑) = 0. 33. ∆𝑢+ 𝜆 = 0, 𝑢𝑟(𝑏, 𝜗, 𝜑) = 0.

34. Знайти потенцiал, створюваний заземленою пров́iдною сферою ра-
дiуса 𝑎 i точковим зарядом величини 𝑞, помiщеним на вiдстанi 𝑏 > 𝑎 вiд
центра сфери.
35. Знайти потенцiал, створюваний iзольованою зарядженою (повний
заряд 𝑄) пров́iдною сферою радiуса 𝑎 i точковим зарядом величини 𝑞,
помiщеним на вiдстанi 𝑏 > 𝑎 вiд центра сфери.

§ 7. Рiвняння Пуассона в цилiндричних обла-
стях

Пiд цилiндричною областю розумiємо декартiв добуток кругової областi
(§ 5) i вiдрiзка. Межа такої областi складається щонайменше з трьох кускiв,
i на кожному задається своя межова умова. Достатньо вмiти розв’язувати
елементарнi задачi, тобто такi (пор. з § 4), в яких межовi умови по двох iз
трьох змiнних однорiднi. Вiднесемо задачу до першого типу, якщо цi змiннi –
𝜌 i 𝜑, до другого, якщо 𝜑 i 𝑧, до третього, якщо 𝜌 i 𝑧. Розглядаємо тут тiльки
першi два типи (задачi третього типу розiбрано у [27]).

Почнемо з того, що наведемо означення i основнi властивостi виникаючих
у задачах першого й другого типiв спецiальних функцiй.

Довiльний розв’язок рiвняння Бесселя

𝑧2𝑍′′ + 𝑧𝑍′ + (𝑧2 − 𝜈2)𝑍 = 0 (7.1)

вiдносно функцiї 𝑍 комплексної змiнної 𝑧 (𝜈 – параметр, який також може бу-
ти комплексним) називається цилiндричною функцiєю iндексу (або порядку)
𝜈. Фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння утворюють функцiя Бесселя

𝐽𝜈(𝑧) =
∞∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘𝑧2𝑘+𝜈

22𝑘+𝜈𝑘!Γ(𝜈 + 𝑘 + 1)
(7.2)

i функцiя Неймана

𝑁𝜈(𝑧) =
𝐽𝜈(𝑧) cos𝜋𝜈 − 𝐽−𝜈(𝑧)

sin𝜋𝜈

(цей вираз визначений i при цiлому значеннi iндексу, якщо пiд 𝑁𝑛(𝑧) розумi-
ти lim𝜈→𝑛𝑁𝜈(𝑧)). Функцiю Неймана позначають iще 𝑌𝜈 . При нецiлому 𝜈 за
фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння Бесселя можна взяти також 𝐽𝜈
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i 𝐽−𝜈 , але при 𝑛 ∈ Z 𝐽−𝑛 = (−1)𝑛𝐽𝑛. Далi розглядаємо цилiндричнi функцiї
дiйсного невiд’ємного аргументу, який позначаємо 𝜌.

При 𝜈 > 0 𝐽𝜈 обмежена в околi нуля (𝐽𝜈(0) = 1− sgn 𝜈), а 𝑁𝜈 необмежена.
На додатнiй пiвосi функцiя 𝐽𝜈 має нескiнченне число нулiв, а на будь-якому
вiдрiзку — скiнченне. Це означає, що додатнi коренi рiвняння

𝐽𝜈(𝜇) = 0 (7.3)

вiдносно 𝜇 можна занумерувати за зростанням натуральними числами i така
послiдовнiсть прямуватиме до нескiнченностi.

Нехай (𝑍𝜈 , 𝜈 ∈ R) – сiм’я цилiндричних функцiй виду

𝑍𝜈 = 𝐶1𝐽𝜈 + 𝐶2𝑁𝜈 ,

де константи 𝐶1 i 𝐶2 вiд 𝜈 не залежать. Тодi справджуються основнi реку-
рентнi спiввiдношення

𝑍𝜈−1(𝜌) + 𝑍𝜈+1(𝜌) = 2𝜈𝜌−1𝑍𝜈(𝜌), (7.4)

𝑍𝜈−1 − 𝑍𝜈+1 = 2𝑍′
𝜈 , (7.5)

з яких виводяться всi iншi, зокрема,

𝐽 ′
0 = −𝐽1, (7.6)

(𝜌𝜈𝐽𝜈(𝜌))
′ = 𝜌𝜈𝐽𝜈−1(𝜌). (7.7)

Iз (7.2) маємо

𝐽 1
2
(𝜌) =

√︂
2

𝜋𝜌
sin 𝜌, 𝐽− 1

2
(𝜌) =

√︂
2

𝜋𝜌
cos 𝜌. (7.8)

Це разом iз (7.4) показує, що бесселевi функцiї пiвцiлого порядку елементарнi.
При 𝜆 ̸= 0 рiвняння

𝜌2𝑅′′ + 𝜌𝑅′ + (𝜆𝜌2 − 𝜈2)𝑅 = 0 (7.9)

замiною𝑅(𝜌) = 𝑍
(︁√

𝜆𝜌
)︁

зводиться до (7.1) i, таким чином, загальний розв’язок
його дається формулою

𝑅(𝜌) = 𝐴𝐽𝜈
(︁√

𝜆𝜌
)︁
+𝐵𝑁𝜈

(︁√
𝜆𝜌

)︁
, (7.10)

де 𝐴 i 𝐵 – довiльнi сталi. Зокрема, при 𝜈 > 0, 𝜔 > 0 обмежений в околi нуля
комплексний розв’язок рiвняння

𝜌2𝑉 ′′ + 𝜌𝑉 ′ − (𝜔2𝜌2 + 𝜈2)𝑉 = 0 (7.11)

має вигляд
𝑉 (𝜌) = 𝐶𝐽𝜈(𝑖𝜔𝜌), (7.12)

де 𝐶 – комплексна стала. Пiдставивши в (7.2) 𝑧 = 𝑖𝜔𝜌, i вибравши головну
вiтку степеневої функцiї (так що 𝑖𝜈 = 𝑒𝜋𝜈𝑖/2), бачимо, що значення функцiї
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𝑉 будуть дiйсними на R+, якщо 𝐶 = 𝑒−𝜋𝜈𝑖/2. При 𝜔 = 1 задана рiвнiстю
(7.12) iз таким 𝐶 функцiя називається модифiкованою функцiєю Бесселя i
позначається 𝐼𝜈 . За побудовою вона задовольняє рiвняння (7.11) з 𝜔 = 1.
Також за побудовою

𝐼𝜈(𝜌) = 𝑒−𝜋𝜈𝑖/2𝐽𝜈(𝑖𝜌), (7.13)
що разом iз (7.2) дає зображення 𝐼𝜈 у виглядi степеневого ряду (випишiть
самостiйно) i породжує аналоги формул (7.4) – (7.8):

𝐼𝜈−1(𝜌)− 𝐼𝜈+1(𝜌) = 2𝜈𝜌−1𝐼𝜈(𝜌),

𝐼𝜈−1 + 𝐼𝜈+1 = 2𝐼 ′𝜈 ,

𝐼 ′0 = 𝐼1, (7.14)

(𝜌𝜈𝐼𝜈(𝜌))
′ = 𝜌𝜈𝐼𝜈−1(𝜌), (7.15)

𝐼 1
2
(𝜌) =

√︂
2

𝜋𝜌
sh 𝜌, 𝐼− 1

2
(𝜌) =

√︂
2

𝜋𝜌
ch 𝜌.

Через модифiкованi бесселевi функцiї виражається чимало iнтегралiв. Зокре-
ма,

1

2𝜋

𝜋w

−𝜋

𝑒𝑎 cos𝜑 cos𝑛𝜑d𝜑 ≡ 1

𝜋

𝜋w

0

𝑒𝑎 cos𝜑 cos𝑛𝜑d𝜑 = 𝐼𝑛(𝑎), 𝑎 ∈ R, 𝑛 ∈ Z, (7.16)

𝜋w

0

𝑒𝛼 cos𝜗 sin𝑛 𝜗d𝜗 =
√
𝜋Γ

(︂
𝑛+ 1

2

)︂(︂
2

𝛼

)︂𝑛/2

𝐼𝑛
2
(𝛼), 𝛼 ∈ R+, 𝑛 ∈ Z+. (7.17)

Ще один розв’язок рiвняння (7.11) з 𝜔 = 1 – функцiя Макдональда

𝐾𝜈(𝜌) =
𝜋 (𝐼−𝜈(𝜌)− 𝐼𝜈(𝜌))

2 sin𝜋𝜈

(при 𝑛 ∈ Z 𝐾𝑛(𝜌) слiд розумiти як lim𝜈→𝑛𝐾𝜈(𝜌)). Очевидно, вона необмежена
в околi нуля. Має мiсце рiвнiсть

𝑊𝐼𝜈𝐾𝜈 (𝜌) = −1

𝜌
. (7.18)

Вiдмiннiсть вронскiана вiд нуля показує, що цi двi функцiї утворюють фун-
даментальну систему розв’язкiв рiвняння (7.11) з 𝜔 = 1. Тодi при довiльному
𝜔 > 0 цю ж властивiсть мають 𝐼𝜈(𝜔𝜌) i 𝐾𝜈(𝜔𝜌).

Нагадаємо насамкiнець, що в цилiндричних координатах рiвняння Пуас-
сона Δ𝑢 = 𝐹 записується так:

𝜕

𝜕𝜌

(︂
𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝜌

)︂
+

1

𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝜑2
+ 𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 𝜌𝐹. (7.19)

Приклад 7.1 (задача першого типу в секторi цилiндра)

∆𝑢 = 𝜌3𝑧 sin 3𝜑, 𝜌 < 𝑏, 0 < 𝜑 < 𝜋/2, 0 < 𝑧 < 𝑙,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋/2, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 𝜌3 sin𝜑, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.
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� Перше вiдокремлення. Шукаємо розв’язок як суму ряду по вла-

сних функцiях задачi ШЛ

Φ′′ = −𝜈2Φ,
Φ(0) = 0, Φ′(𝜋/2) = 0.

Такими є, очевидно, функцiї sin(2𝑛 + 1)𝜑, 𝑛 ∈ Z+. У розклад шуканої
функцiї входять тiльки тi з них, якi фiгурують у розкладах вiльного
члена i межових умов:

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = 𝑢0(𝜌, 𝑧) sin𝜑+ 𝑢1(𝜌, 𝑧) sin 3𝜑. (7.20)

Введемо диференцiальнi оператори

L𝑛 =
𝜕

𝜕𝜌

(︂
𝜌
𝜕

𝜕𝜌

)︂
− (2𝑛+ 1)2

𝜌
, M = − 𝜕2

𝜕𝑧2
. (7.21)

Пiдставивши (7.20) у (7.19) з 𝐹 (𝜑) = 𝜌 sin 3𝜑 i врахувавши межовi умови,
а також умову неперервної диференцiйовностi 𝑢, дiстанемо для кожного
з коефiцiєнтiв розкладу крайову задачу в ч а с т и н н и х п о х i д н и х

𝜌M𝑢𝑛 = L𝑛𝑢𝑛 − 𝜌4𝑧𝛿𝑛1,
𝑢𝑛(·, 𝑧) ∈ C1[0, 𝑏], 𝑢𝑛(𝑏, 𝑧) = 0,
𝑢𝑛(𝜌, 0) = 𝜌3𝛿𝑛0, 𝑢𝑛(𝜌, 𝑙) = 0.

(7.22)

Друге вiдокремлення. Диференцiальне рiвняння в задачi (7.22) є, з
точнiстю до позначень, окремий випадок (3.1). Тому можемо дiяти як
у § 3, шукаючи 𝑢𝑛(·, 𝑧) у виглядi суми ряду по власних функцiях задачi
ШЛ

L𝑛𝑅𝑛 = −𝜆𝜌𝑅𝑛,
𝑅𝑛 ∈ C1[0, 𝑏], 𝑅𝑛(𝑏) = 0.

(7.23)

Зауваження 1. У цьому записi iндекс нумерує не власнi функцiї, а самi задачi.

Зауваження 2. Символ 𝜌 в правiй частинi рiвняння означає як незалежну
змiнну, так i те, що означав у параграфах 2 i 3, – вагову функцiю. У даному
разi вона дорiвнює своєму аргументовi.

Вираз (7.21) оператора L𝑛 показує, що диференцiальне рiвняння за-
дачi (7.23) – окремий випадок (𝜈 = 2𝑛+ 1) (7.9). При 𝜆 = 0 це рiвняння
Ейлера, загальний розв’язок якого дається формулою

𝑅(𝜌) = 𝐴𝜌2𝑛+1 +𝐵𝜌−2𝑛−1.

Така функцiя задовольняє обидвi додатковi умови тiльки при 𝐴 = 𝐵 =
0. Тому нуль не є власним числом задачi (7.23).

При 𝜆 > 0 загальний розв’язок диференцiального рiвняння дається
формулою (7.10) з 𝜈 = 2𝑛 + 1, а значить обмежений на [0, 𝑏] розв’язок
пропорцiйний функцiї

𝑅𝑛(𝜌) = 𝐽2𝑛+1

(︁√
𝜆𝜌
)︁
. (7.24)

Позначимо 𝜇𝑛𝑚 𝑚-й у порядку зростання корiнь рiвняння 𝐽𝑛(𝜇) = 0
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(окремий випадок (7.3)). Тодi з (7.24) i крайової умови для 𝑅𝑛(𝑏) зна-
ходимо власнi числа

𝜆𝑛𝑚 = (𝜇2𝑛+1,𝑚/𝑏)
2 (7.25)

i власнi функцiї
𝑅𝑛𝑚(𝜌) = 𝐽2𝑛+1

(︁𝜇2𝑛+1,𝑚

𝑏
𝜌
)︁

(7.26)

задачi (7.23). За побудовою
L𝑛𝑅𝑛𝑚 = −𝜆𝑛𝑚𝜌𝑅𝑛𝑚. (7.27)

Отже, задача звелась до знаходження коефiцiєнтiв розкладу

𝑢𝑛(𝜌, 𝑧) =

∞∑︁
𝑚=1

𝑢𝑛𝑚(𝑧)𝑅𝑛𝑚(𝜌), (7.28)

який з урахуванням (7.26) перетворює рiвнiсть (7.20) до вигляду

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = sin𝜑

∞∑︁
𝑚=1

𝑢1𝑚(𝑧)𝐽1

(︁𝜇1𝑚

𝑏
𝜌
)︁

+ sin 3𝜑

∞∑︁
𝑚=1

𝑢3𝑚(𝑧)𝐽3

(︁𝜇3𝑚

𝑏
𝜌
)︁
.

(7.29)
Щоб одержати крайовi задачi для них, потрiбно попередньо розкласти
подiлений на 𝜌 вiльний член рiвняння для 𝑢𝑛 i праву частину неоднорi-
дної межової умови.

За теоремою повноти (§ 2) будь-яка функцiя 𝑓 ∈ L2([0, 𝑏], 𝜌) розкла-
дається в збiжний у середньому квадратичному ряд

𝑓 =

∞∑︁
𝑚=1

𝑐𝑛𝑚

‖𝑅𝑛𝑚‖2
𝑅𝑛𝑚,

де 𝑐𝑛𝑚 =
r 𝑏
0
𝑓(𝜌)𝑅𝑛𝑚(𝜌)𝜌d𝜌 (звернiть увагу на множник 𝜌). У нашому

випадку треба розкласти функцiю 𝜌3 (вона ж 𝜌4/𝜌) спочатку по 𝑅3𝑚,
𝑚 ∈ N, а потiм по 𝑅1𝑚, 𝑚 ∈ N. Записавши на пiдставi (7.7) для довiль-
ного 𝑎 > 0
𝑏w
0

𝜌4𝐽3(𝑎𝜌)d𝜌 ≡ 𝑎−5
𝑎𝑏w
0

𝑟4𝐽3(𝑟)d𝑟 = 𝑎−1𝑏4𝐽4(𝑎𝑏),

𝑏w
0

𝜌4𝐽1(𝑎𝜌)d𝜌 ≡ 𝑎−5
𝑎𝑏w
0

𝑟4𝐽1(𝑟)d𝑟 = 𝑎−5
𝑎𝑏w
0

𝑟2d
(︀
𝑟2𝐽2(𝑟)

)︀
= 𝑎−1𝑏4𝐽2(𝑎𝑏) − 2𝑎−5

𝑎𝑏w
0

𝑟3𝐽2(𝑟)d𝑟 = 𝑎−1𝑏4𝐽2(𝑎𝑏) − 2𝑎−2𝑏3𝐽3(𝑎𝑏)
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i взявши до уваги (7.26), одержимо

𝜌3 =

∞∑︁
𝑚=1

𝐴𝑚𝑅3𝑚(𝜌), 𝜌3 =

∞∑︁
𝑚=1

𝐵𝑚𝑅1𝑚(𝜌), (7.30)

де

𝐴𝑚 =
𝑏4𝐽4(𝜇3𝑚)

𝜇3𝑚 ‖𝑅3𝑚‖2
, 𝐵𝑚 =

𝑏5 (𝜇1𝑚𝐽2(𝜇1𝑚) − 𝐽3(𝜇1𝑚))

𝜇2
1𝑚 ‖𝑅1𝑚‖2

. (7.31)

(Формула (7.30) не стверджує поточковi рiвностi лiвих i правих частин!
Це видно хоча би з того, що при 𝜌 = 𝑏 кожний член як першого, так i
другого ряду дорiвнює нулю).

Пiдставивши розклади (7.28) i (7.30) у (7.22), прирiвнявши коефi-
цiєнти при однакових базисних функцiях у лiвих i правих частинах i
врахувавши вираз (7.21) оператора M, одержимо крайовi задачi

𝑢′′𝑛𝑚 − 𝑏−2𝜇2
𝑛𝑚𝑢𝑛𝑚 = 𝐴𝑚𝛿𝑛1𝑧,

𝑢𝑛𝑚(0) = 𝐵𝑚𝛿𝑛3, 𝑢𝑛𝑚(𝑙) = 0,

розв’язки яких при 𝑛 = 1 i 𝑛 = 3 очевиднi:

𝑢1𝑚(𝑧) =
𝑏𝐴𝑚
𝜇2
1𝑚

(︂
𝑙 sh (𝜇1𝑚𝑧/𝑏)

sh (𝜇1𝑚𝑙/𝑏)
− 𝑧

)︂
, 𝑢3𝑚(𝑧) =

𝐵𝑚 sh (𝜇3𝑚(𝑙 − 𝑧)/𝑏)

sh (𝜇3𝑚𝑙/𝑏)
.

Цi рiвностi спiльно з (7.31) перетворюють формулу (7.29) на вiдпо-
вiдь. Її можна ще сконкретизувати, записавши за означенням норми
в L2([0, 𝑏], 𝜌) (див. § 2), а тодi за формулою (7.26)

‖𝑅𝑛𝑚‖2 =

𝑏w
0

𝑅𝑛𝑚(𝜌)2𝜌d𝜌 =

𝑏w
0

𝐽2𝑛+1

(︁𝜇2𝑛+1,𝑚

𝑏
𝜌
)︁2
𝜌d𝜌

≡ 𝑏3

𝜇3
2𝑛+1,𝑚

𝜇2𝑛+1,𝑚w
0

𝐽2𝑛+1(𝑟)2𝑟d𝑟.

Обчислення останнього iнтеграла — стороння для теми параграфа за-
дача. Вирази квадратiв норм власних функцiй задачi ШЛ для рiвняння
(7.9) можна знайти в [11, 24]. �
Приклад 7.2 (задача другого типу в цилiндрi)

∆𝑢 = 𝑄(𝜌)(1 − 2𝑧), 𝜌 < 𝑏, 0 < 𝑧 < 1/2,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 𝑒𝑎 cos𝜑 cos𝜋𝑧,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1/2) = 0.

Тут 𝑄 – функцiя з простору L1([0, 𝑏], 𝜌), 𝑎 – додатне число.

� Область змiни пари (𝜑, 𝑧) є декартiв добуток кола 𝑆1 i вiдрiзка
[0; 1/2]. Основна тригонометрична система (Φ𝑛, 𝑛 ∈ Z) ортогональна i
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повна в L2(𝑆1), а система власних функцiй задачi ШЛ

Ω′′ = −𝜔2Ω,
Ω′(0) = 0, Ω(1/2) = 1

(очевидно, такими є Ω𝑘(𝑧) = cos𝜔𝑘𝑧, 𝑘 ∈ Z+, де 𝜔𝑘 = (2𝑘 + 1)𝜋) має цi
ж властивостi в L2([0; 1/2]). Тому система (Φ𝑛Ω𝑘, 𝑛 ∈ Z, 𝑘 ∈ Z+) фун-
кцiй двох змiнних ортогональна в L2(𝑆1 × [0; 1/2]). Неважко довести й
повноту її (див. аналогiчне доведення для прямокутника в прикладi 1.8
[5]), але нам це не знадобиться. Просто шукатимемо розв’язок у виглядi

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑘=0

𝑈𝑛𝑘(𝜌)Φ𝑛(𝜑)Ω𝑘(𝑧) (7.32)

(по 𝑛 пiдсумовуємо вiд нуля, а не вiд −∞, бо в постановку входять тiль-
ки парнi по 𝜑 функцiї). Якщо вдасться, пiдiбравши коефiцiєнти розкла-
ду, задовольнити рiвняння i додатковi умови, то задачу буде розв’язано.

Пiдставивши вираз (7.32) у рiвняння (7.19) iз таким як у задачi вiль-
ним членом, перетворимо останнє до вигляду

∞∑︁
𝑛=0

[︁
(𝜌𝑈 ′

𝑛𝑘(𝜌))
′ −
(︀
𝜔2
𝑘𝜌+ 𝑛2𝜌−1

)︀
𝑈𝑛𝑘(𝜌)

]︁
Φ𝑛(𝜑)Ω𝑘(𝑧) = 𝜌𝑄(𝜌)(1 − 2𝑧).

(7.33)
Очевидно, ‖Ω𝑘‖2 = 1/2. Iнтегруючи частинами (розбивати на додан-

ки не потрiбно), знаходимо
r 1/2
0

(1 − 2𝑧) cos𝜔𝑘𝑧d𝑧 = 2/𝜔2
𝑘, тож

1 − 2𝑧 =
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘Ω𝑘(𝑧) ≡
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑘=0

𝛿𝑛0𝐴𝑘Φ𝑛(𝜑)Ω𝑘(𝑧), (7.34)

де

𝐴𝑘 =
4

(2𝑘 + 1)2𝜋2
. (7.35)

Парна перiодична функцiя розкладається по самих тiльки косину-
сах, тому

𝑒𝑎 cos𝜑 =

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛 cos𝑛𝜑,

де

𝐵𝑛 =
1

‖Φ𝑛‖2
w
𝑆1

𝑒𝑎 cos𝜑Φ𝑛(𝜑)d𝜑 ≡ 1

𝜋(1 + 𝛿𝑛0)

𝜋w
−𝜋

𝑒𝑎 cos𝜑 cos𝑛𝜑d𝜑.

Тодi з формули (7.16) маємо

𝑒𝑎 cos𝜑 = 𝐼0(𝑎) + 2

∞∑︁
𝑛=1

𝐼𝑛(𝑎) cos𝑛𝜑. (7.36)
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Iз (7.33) – (7.36), неперервної диференцiйовностi 𝑢 i неоднорiдної ме-

жової умови для неї одержуємо для коефiцiєнтiв розкладу (7.32) крайовi
задачi

(𝜌𝑈 ′
𝑛𝑘)

′ −
(︀
𝜔2
𝑘𝜌+ 𝑛2𝜌−1

)︀
𝑈𝑛𝑘 = 𝛿𝑛0𝐴𝑘𝜌𝑄(𝜌),

𝑈𝑛𝑘 ∈ C1[0, 𝑏], 𝑈𝑛𝑘(𝑏) = 𝛿𝑘0(2 − 𝛿𝑛0)𝐼𝑛(𝑎).

При 𝑄 = 0 диференцiальне рiвняння пiсля домноження обох частин
на 𝜌 i перепозначення 𝑈𝑛𝑘 на 𝑉 перетворюється в (7.11) (𝜈 = 𝑛). Тому
розв’язками о д н о р i д н о г о рiвняння є функцiї 𝐼𝑛(𝜔𝑘𝜌), 𝐾𝑛(𝜔𝑘𝜌) i
всiлякi лiнiйнi комбiнацiї їх. Iз двох розв’язкiв

𝑉𝑛𝑘1(𝜌) = 𝐼𝑛(𝜔𝑘𝜌), (7.37)
𝑉𝑛𝑘2(𝜌) = 𝐾𝑛(𝜔𝑘𝑏)𝐼𝑛(𝜔𝑘𝜌) − 𝐼𝑛(𝜔𝑘𝑏)𝐾𝑛(𝜔𝑘𝜌) (7.38)

перший належить C1[0, 𝑏] i вiдмiнний вiд нуля в точцi 𝑏, а другий нео-
бмежений в околi нуля i в точцi 𝑏 дорiвнює нулю. Спираючись на (7.18),
знаходимо (див. докладнiше у [27, с. 118])

𝑊𝑉𝑛𝑘1𝑉𝑛𝑘2
(𝜌) =

𝐼𝑛(𝜔𝑘𝑏)

𝜌
. (7.39)

Пiдставивши (7.37) – (7.39) у (4.16), одержимо пiсля тотожних перетво-
рень

𝑈𝑛𝑘(𝜌) = 𝛿𝑘0(2 − 𝛿𝑛0)𝐼𝑛(𝑎) + 𝛿𝑛0𝐴𝑘

[︃
𝐼𝑛(𝜔𝑘𝜌)

𝐼𝑛(𝜔𝑘𝑏)

𝑏w
0

𝑟𝑄(𝑟)𝐼𝑛(𝜔𝑘𝑟)d𝑟

−𝐾𝑛(𝜔𝑘𝜌)

𝜌w
0

𝑟𝑄(𝑟)𝐼𝑛(𝜔𝑘𝑟)d𝑟 − 𝐼𝑛(𝜔𝑘𝜌)

𝑏w
𝜌

𝑟𝑄(𝑟)𝐾𝑛(𝜔𝑘𝑟)d𝑟

⎤⎦ ,
що спiльно з (7.35) перетворює (7.32) до вигляду

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) =

(︃
𝐼0(𝑎)

𝐼0(𝜋𝑏)
+ 2

∞∑︁
𝑛=1

𝐼𝑛(𝑎)

𝐼𝑛(𝜋𝑏)
cos𝑛𝜑

)︃
cos𝜋𝑧

+
4

𝜋2

∞∑︁
𝑘=0

[︃
𝐼0(𝜔𝑘𝜌)

𝐼0(𝜔𝑘𝑏)

𝑏w
0

𝑟𝑄(𝑟)𝐼0(𝜔𝑘𝑟)d𝑟 −𝐾0(𝜔𝑘𝜌)

𝜌w
0

𝑟𝑄(𝑟)𝐼0(𝜔𝑘𝑟)d𝑟

−𝐼0(𝜔𝑘𝜌)

𝑏w
𝜌

𝑟𝑄(𝑟)𝐾0(𝜔𝑘𝑟)d𝑟

⎤⎦ cos𝜔𝑘𝑧

(2𝑘 + 1)2
.

Тут, нагадаємо, 𝜔𝑘 = (2𝑘 + 1)𝜋. �



70 § 7. Рiвняння Пуассона в цилiндричних областях

Розв’язати рiвняння Пуассона в цилiндричнiй областi:

1.

∆𝑢 = 1,
𝑢(1, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = sin2 𝜑,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 1) = cos2 𝜑.

2.
∆𝑢 = 𝑓(𝑧) cos 2𝜑,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

3.

∆𝑢 = 0,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 𝜌2 sin2 𝜑,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 𝑙) = cos2 𝜑.

4.
∆𝑢 = 𝑒𝑧𝜌3 cos3 𝜑,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑, 𝑧) + ℎ𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

5.

∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 𝜌 sin3 𝜑.

6.
∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0, 𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 𝜌2, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

7.
∆𝑢 = 𝜌4 cos2 𝜑 ch 𝑧,
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0, 𝑢𝜌(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

8.

∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) =

√
𝜌 sin(𝜑/2),

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

9.
∆𝑢 = 𝜌1/2 cos(𝜑/2) sh 𝑧,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑, 𝑧) + ℎ𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢𝜑(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

10.

∆𝑢 = 𝜌2 sin 2𝜑 cos𝜋𝑧,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋/2, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

11.

∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 2𝜋/3, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 𝜌1/2 sin(3𝜑/2),
𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 𝜌3/2 sin(3𝜑/2).

12.
∆𝑢 = 𝜌3/2 cos(3𝜑/2) sin(𝜋𝑧/2),
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢𝜑(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋/3, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

13.

∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0, 𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢𝜑(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0)−ℎ𝑢(𝜌, 𝜑, 0)=

√
𝜌 cos 𝜑2 ,

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

14.

∆𝑢 = sin 2𝜑,
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0, 𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋/2, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 𝜌2 sin 2𝜑,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 𝑙) + ℎ𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

15.

∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0, 𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢𝜑(𝜌, 0, 𝑧)= 0, 𝑢𝜑(𝜌, 2𝜋/3, 𝑧)= 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) =

√
𝜌 cos(3𝜑/2),

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

16.

∆𝑢 =
√
𝜌𝑧 sin(3𝜑/2),

𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0, 𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋/3, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

17.
∆𝑢 = 0,
𝑢(1, 𝜑, 𝑧) = 1,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

18.
∆𝑢 = 𝑓(𝜌) cos(𝜋𝑧/𝑙),
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = cos𝜑,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

19.

∆𝑢 = 0,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑, 𝑧) + 𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) =

cos𝜑 sin𝜋𝑧 cos 2𝜋𝑧,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 0.
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20.
∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = sin𝜑 sin2 𝜋𝑧,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

21.
∆𝑢 = 𝑓(𝜌) cos2 𝜑,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 8 sin2 𝜑 sin3 𝑧,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 𝜋/2) = 0.

22.

∆𝑢 = 0,
𝑢𝜌(𝑎, 𝜑, 𝑧) − 𝑐𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = (2 − cos𝜑)−1 sin(𝑧/2),
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

23.

∆𝑢 = 𝜌 sin𝜑 sin𝜋𝑧,
𝑢𝜌(𝑎, 𝜑, 𝑧) = (1 − 𝑧) cos𝜑,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

24.
∆𝑢 = 𝑓(𝜌) sin 2𝜑 cos 𝑧 cos 2𝑧,
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0, 𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝜋/2) = 0.

25.

∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 2 sin 4𝜑 sin𝜋𝑧,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋/2, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

26.

∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 𝑔(𝑧) sin(𝜑/2),
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

27.

∆𝑢 = 0,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑, 𝑧)= sin(3𝜑/2) cos(𝜋𝑧/2),
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 2𝜋/3, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

28.

∆𝑢 =
√
𝜌 cos(3𝜑/2),

𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢𝜑(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋/3, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

29.

∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = cos(𝜑/2) sin4(𝜋𝑧/𝑙),
𝑢𝜑(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

30.

∆𝑢 = 𝜌3/2 sin 3𝜑 ch 𝑧+
𝜌1/2 sin(3𝜑/2) sin(𝜋𝑧/2),

𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 2𝜋/3, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

31.

∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 𝜑, 𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋, 𝑧) = 𝜋,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.

Розв’язати рiвняння Пуассона в необмеженiй областi:

32.

∆𝑢 = 0 (𝜌 > 1),
𝑢(1, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋/2, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = sin𝜑

𝜌 ,
𝑢 обмежена.

33.
∆𝑢 = 0 (𝜌 < 1, 𝑧 > 0),
𝑢(1, 𝜑, 𝑧) = 𝑒−𝑧, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0,
𝑢 обмежена.

34.
∆𝑢 = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 𝑓(𝜌),
𝑢 обмежена.

35.

∆𝑢 = 𝑦
𝑥2+𝑦2 (𝑥 ∈ R, 𝑦 > 0),

𝑢(𝑥, 0, 𝑧) = 𝑧𝑥−2,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0,

𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 1) = 𝑥2−𝑦2
(𝑥2+𝑦2)2 ,

𝑢 обмежена.

Розв’язати крайову задачу:

36. ∆𝑢− 4𝑧2𝑢 = 4𝑦𝑧2𝑒−𝑧
2

/(𝑥2 + 𝑦2).



Частина 2

Метод функцiй впливу

Нехай E,E0, . . . ,E𝑛 – лiнiйнi простори i для кожного 𝑗 вiд нуля до 𝑛
задано лiнiйний оператор A𝑗 : E → E𝑗 . Припустимо, що для будь-якого
𝑓 ∈ E𝑗 задача

A𝑖𝑢 = 0, 𝑖 = 0, . . . , 𝑗 − 1, 𝑗 + 1, . . . , 𝑛,
A𝑗𝑢 = 𝑓𝑗

(*)

має єдиний розв’язок 𝑢𝑗 . Очевидно, вiн лiнiйно залежить вiд 𝑓𝑗 : 𝑢𝑗 =
B𝑗𝑓𝑗 , де B𝑗 – деякий лiнiйний оператор з E𝑗 в E. Тодi й задача

A𝑖𝑢 = 𝑓𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛,

має єдиний розв’язок, який є сумою розв’язкiв задач (*):

𝑢 =

𝑛∑︁
𝑗=0

B𝑗𝑓𝑗 .

Подивимось, як це конкретизується для лiнiйної диференцiальної за-
дачi (4.12). У нiй 𝑛 = 2, E = C2[𝑏1, 𝑏2], E0 = C1[𝑏1, 𝑏2], E1 = E2 = R (пер-
шi два простори можна взяти й ширшими), A0 = Λ, 𝑓0 = 𝑓 , A𝑗 = Q𝑗 ,
𝑓𝑗 = 𝑐𝑗 (𝑗 = 1, 2). Вираз (4.14) розв’язку показує, що

B0𝑓(𝑥) =

𝑏2w
𝑏1

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑓(𝜉)d𝜉,

тобто B0 – фредгольмiв iнтегральний оператор, ядром якого є функцiя
Грiна 𝐺. З огляду на написану рiвнiсть її ще називають функцiєю впли-
ву вiльного члена.

Першi два доданки в правiй частинi (4.14) не схожi на третiй, але
якщо додатковi умови в (4.12) межовi i розщепленi, то й вони виража-
ються через функцiю Грiна. Нехай, наприклад, обидвi межовi умови —
першого роду: Q𝑗𝑉 = 𝑉 (𝑏𝑗), 𝑗 = 1, 2. Якби 𝑉 ′

𝑗 (𝑏𝑗) = 0, то функцiя 𝑉𝑗
була би розв’язком задачi Кошi

Λ𝑉 = 0,
𝑉𝑗(𝑏𝑗) = 0, 𝑉 ′

𝑗 (𝑏𝑗) = 0,

а значить тотожним нулем, що суперечить (4.13). Отже, 𝑉 ′
𝑗 (𝑏𝑗) ̸= 0, що
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разом iз (4.15) дає

𝑉2(𝑥)

𝑉2(𝑏1)
=

𝐺′(𝑥, 𝑏1)

𝐺′(𝑏1 + 0, 𝑏1)
,

𝑉1(𝑥)

𝑉1(𝑏2)
=

𝐺′(𝑥, 𝑏2)

𝐺′(𝑏2 − 0, 𝑏2)

(тут штрих означає диференцiювання по другому аргументовi). Анало-
гiчно переконуємося, що у випадку межових умов другого роду

𝑉2(𝑥)

𝑉 ′
2(𝑏1)

=
𝐺(𝑥, 𝑏1)

𝐺′(𝑏1, 𝑏1 + 0)
,

𝑉1(𝑥)

𝑉 ′
1(𝑏2)

=
𝐺(𝑥, 𝑏2)

𝐺′(𝑏2, 𝑏2 − 0)
.

Таким чином, оператор B𝑗 : R → C2[𝑏1, 𝑏2] переводить довiльне число
в добуток його на функцiю, написану в правiй частинi одної з останнiх
чотирьох рiвностей. Якщо розглядати пару чисел (𝑐1, 𝑐2) як числову
функцiю на двоелементнiй множинi (у даному разi — межi 𝜕𝐷 iнтервалу
𝐷 = ]𝑏1, 𝑏2[), то B1 + B2 можна розглядати як оператор на 𝜕𝐷 i вiн
буде, як i B0, iнтегральним (iнтеграл по скiнченнiй множинi це сума).
Виявляється, що i в загальнiй лiнiйнiй крайовiй задачi для рiвняння
в частинних похiдних впливи вiльного члена i крайових (як межових,
так i початкових) умов є результатами дiї iнтегральних операторiв, ядра
яких виражаються, для кожного з операторiв по-своєму, через одну й ту
саму функцiю. Її називають, як i в теорiї звичайних диференцiальних
рiвнянь, функцiєю Грiна задачi. Ядром iнтегрального оператора може
бути або вона сама або результат дiї на неї деякого диференцiального
оператора. Теорiя узагальнених функцiй, з основами якої ми знайомимо
читача, дозволяє приписати смисл такому оператору, навiть якщо його
ядро не є функцiєю в класичному розумiннi.

§ 8. Узагальненi функцiї

Для 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑑) ∈ Z𝑑
+ символ 𝜕𝛼 означає оператор диференцiювання

функцiї 𝑑 скалярних змiнних 𝛼𝑖 разiв по 𝑖-й змiннiй, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑. Для 𝑥 ∈
R𝑑 i 𝛼 ∈ Z𝑑 𝑥𝛼 означає мультистепiнь 𝑥𝛼1

1 × · · · × 𝑥
𝛼𝑑
𝑑 . Щоб мати змогу

записувати його як функцiю вiд основи при фiксованому показнику, введемо
ще позначення p𝛼(𝑥) = 𝑥𝛼.

Нехай ℛ – деякий лiнiйний простiр нескiнченно диференцiйовних фун-
кцiй на R𝑑 такий, що для будь-яких 𝜙 ∈ ℛ i 𝛼,𝛽 ∈ Z𝑑

+ функцiя p𝛼𝜕
𝛽𝜙 також

належить ℛ. Припустимо також, що в ℛ означено збiжнiсть i згiдно з цим
означенням для будь-яких 𝜙 ∈ ℛ, 𝛼 ∈ Z𝑑

+ i збiжної до 𝜙 послiдовностi (𝜙𝑛)
послiдовнiсть (𝜕𝛼𝜙𝑛) збiгається до 𝜕𝛼𝜙. Елементи простору ℛ називають про-
бними або основними функцiями, а лiнiйнi неперервнi функцiонали на ньому
— узагальненими функцiями або розподiлами.

Вище сформульовано мiнiмальнi вимоги до простору ℛ i збiжностi в ньо-
му. У тих двох просторах, якi використовуються в математичнiй фiзицi, i
запас функцiй, i поняття збiжностi задаються ще й iншими вимогами. У пер-
шому з них, позначуваному 𝒟, функцiї фiнiтнi (тобто для кожної 𝜙 ∈ 𝒟 iснує
обмежена множина 𝐴 ⊂ R𝑑 така, що 𝜙(𝑥) = 0 при 𝑥 /∈ 𝐴); у другому, 𝒮, вони



74 § 8. Узагальненi функцiї

задовольняють умову ∀𝑚 ∈ N ∀𝛽 ∈ Z𝑑
+ sup𝑥 |𝑥|𝑚

⃒⃒
𝜕𝛽𝜙(𝑥)

⃒⃒
< ∞, або, рiвно-

сильно, ∀𝛼,𝛽 ∈ Z𝑑
+ sup𝑥

⃒⃒
𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)

⃒⃒
< ∞ (i ще два формулювання наведено

в задачi 8.1). Означення збiжностей у 𝒟 i 𝒮 можна знайти в [11].
Значення розподiлу 𝑓 на пробнiй функцiї 𝜙 позначається (𝑓, 𝜙). Узагаль-

ненi функцiї, зображуванi у виглядi

(𝑓, 𝜙) =
w

R𝑑

𝑓(𝑥)𝜙(𝑥)d𝑥, (8.1)

де 𝑓 у правiй частинi рiвностi – справжня функцiя, називаються регулярними,
усi iншi – сингулярними. Найважливiшими прикладами останнiх є 𝛿𝑎, 𝒫 1

𝑥−𝑎
,

1
𝑥±𝑖0

. Перша з них (її ще називають 𝛿-функцiєю) задається рiвнiстю

(𝛿𝑎, 𝜙) = 𝜙(𝑎) (8.2)

(при 𝑎 = 0 пишуть просто 𝛿). Другу i двоварiантну (з тим чи тим знаком)
третю означимо для випадку 𝑑 = 1:(︂

𝒫 1

𝑥− 𝑎
, 𝜙

)︂
= v.p.

∞w

−∞

𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑎)

𝑥− 𝑎
d𝑥 ≡ lim

𝑁→∞

𝑎+𝑁w

𝑎−𝑁

𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑎)

𝑥− 𝑎
d𝑥, (8.3)

(︂
1

𝑥± 𝑖0
, 𝜙

)︂
= lim

𝜀→+0

∞w

−∞

𝜙(𝑥)

𝑥± 𝑖𝜀
d𝑥. (8.4)

Поширений запис рiвностi (8.2) у виглядi
w

R𝑑

𝛿(𝑥− 𝑎)𝜙(𝑥)d𝑥 = 𝜙(𝑎)

(спроба iнтерпретувати узагальнену функцiю 𝛿𝑎 як класичну) нестрогий, але
мiстить рацiональне зерно. А саме, неважко побудувати послiдовнiсть (𝑓𝑛)
функцiй на R𝑑 таку, що для будь-якої обмеженої неперервної функцiї 𝜙

𝜙(𝑎) = lim
𝑛→∞

w

R𝑑

𝑓𝑛(𝑥)𝜙(𝑥)d𝑥

(наприклад, 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛𝑑𝑓 (𝑛(𝑥− 𝑎)), де 𝑓 – довiльна неперервна густина оди-
ничної маси, додатна при 𝑥 = 0). Тодi 𝛿𝑎 можна мислити як границю (але
не в розумiннi поточкової збiжностi) послiдовностi (𝑓𝑛). Це певною мiрою
виправдовує умовний запис 𝛿(𝑥), яким користуватимемось i ми.

Нехай 𝜌 – така функцiя на R𝑑, що для будь-якої 𝜙 ∈ ℛ функцiя 𝜌𝜙 також
належить ℛ (цю властивiсть має, наприклад, мультистепiнь). Тодi добуток
узагальненої функцiї 𝑓 на 𝜌 означується так:

(𝜌𝑓, 𝜙) = (𝑓, 𝜌𝜙). (8.5)

Для 𝛼 ∈ Z𝑑
+ похiдна 𝜕𝛼𝑓 розподiлу 𝑓 означується як функцiонал на ℛ, дiючий

за правилом
(𝜕𝛼𝑓, 𝜙) = (−1)𝛼1+...+𝛼𝑑 (𝑓, 𝜕𝛼𝜙) . (8.6)
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З (8.6) i властивостей простору ℛ випливає лiнiйнiсть i неперервнiсть 𝜕𝛼𝑓 .

Нижче 𝑘𝑥 означає скалярний добуток векторiв 𝑘 та 𝑥. Для довiльних
функцiй 𝑔, ℎ ∈ L1(R𝑑) позначимо

𝑔 * ℎ (𝑥) =
w

R𝑑

𝑔(𝑥− 𝜉)ℎ(𝜉)d𝜉, (8.7)

𝑔(𝑘) =
w

R𝑑

𝑒𝑖𝑘𝑥𝑔(𝑥)d𝑥, (8.8)

ℎ̌(𝑥) = (2𝜋)−𝑑
w

R𝑑

𝑒−𝑖𝑘𝑥ℎ(𝑘)d𝑘. (8.9)

Тодi, як вiдомо з математичного аналiзу,

ˇ̂𝑔 = 𝑔, ^̌ℎ = ℎ, (8.10)

𝑔 * ℎ = 𝑔ℎ̂. (8.11)

(Якщо 𝑔 /∈ L1, то в першiй з рiвностей (8.10) береться головне значення вiд-
повiдаючого знаковi ˇ iнтеграла; аналогiчно iнтерпретується друга рiвнiсть).
Оператор ^ називається перетворенням Фур’є, а функцiя 𝑔 – пере́твором1

функцiї 𝑔. Оператор ˇ, як видно з (8.10), обернений до ^. Також iз (8.8) –
(8.10) випливає рiвнiсть

𝑔 = (2𝜋)𝑑𝑔#, (8.12)

де для довiльної функцiї 𝑞 позначено 𝑞#(𝑥) = 𝑞(−𝑥).
Позначимо ℛ̂ = {𝜙 : 𝜙 ∈ ℛ} (розглядаємо тiльки дiйснозначнi пробнi фун-

кцiї) i означимо перетвiр Фур’є узагальненої функцiї 𝑓 як функцiонал 𝑓 на
ℛ̂, дiючий за правилом (︁

𝑓, 𝜙
)︁
= (2𝜋)𝑑

(︁
𝑓, 𝜙#

)︁
, (8.13)

або, рiвносильно, (︁
𝑓, 𝜙

)︁
= (2𝜋)𝑑(𝑓, 𝜙)

(тут риска означає комплексне спряження). Визначна властивiсть простору
𝒮 полягає в тому, що 𝒮 = 𝒮. Це разом iз (8.12) дозволяє у випадку ℛ = 𝒮
записати означення (8.13) у простiшiй формi(︁

𝑓, 𝜙
)︁
= (𝑓, 𝜙) . (8.14)

Справдi, згiдно з (8.12) 𝜙 = 𝜓, де 𝜓 = (2𝜋)−𝑑𝜙#. Тому з (8.13) маємо
(︁
𝑓, 𝜙

)︁
=(︀

𝑓, 𝜙##
)︀
= (𝑓, 𝜙).

1Див. згаданi на стор. 34 словники, а також Росiйсько-український математичний
словник (укладачi Ф. С. Гудименко, Й. Б. Погребиський, Г. Н. Сакович, М. А. Чай-
ковський).
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Зауваження. У випадку ℛ = 𝒟 загальноприйнятим є таке означення перетвору
Фур’є: (︁

𝑓, 𝜙
)︁
= (2𝜋)𝑑(𝑓, 𝜙).

Ми вiдступили вiд нього, бо для регулярної абсолютно iнтегровної функцiї во-
но дає вираз перетвору 𝑓(𝑘) =

r
R𝑑 𝑒

−𝑖𝑘𝑥𝑓(𝑥)d𝑥, який вiдрiзняється вiд правої
частини (8.8) з 𝑔 = 𝑓 показником степеня.

Найважливiшi властивостi перетворення Фур’є такi:

̂︂𝜕𝛼𝑓 = (−𝑖)𝛼1+...+𝛼𝑑 p𝛼𝑓, (8.15)̂︂p𝛼𝑓 = (−𝑖)𝛼1+...+𝛼𝑑 𝜕𝛼𝑓 (8.16)

(нагадаємо, що p𝛼(𝑥) – це перепозначення 𝑥𝛼).

Приклад 8.1. Довести формулу Сохоцького
1

𝑥± 𝑖0
= 𝒫 1

𝑥
∓ 𝑖𝜋𝛿(𝑥). (8.17)

� Записавши
∞w

−∞

𝜙(𝑥)

𝑥± 𝑖𝜀
d𝑥 = lim

𝑁→∞

𝑁w
−𝑁

𝜙(𝑥)

𝑥± 𝑖𝜀
d𝑥,

𝑁w
−𝑁

𝜙(𝑥)

𝑥± 𝑖𝜀
d𝑥 =

𝑁w
−𝑁

𝜙(𝑥) − 𝜙(0)

𝑥± 𝑖𝜀
d𝑥+ 𝜙(0)

𝑁w
−𝑁

𝑥∓ 𝑖𝜀

𝑥2 + 𝜀2
d𝑥,

𝑁w
−𝑁

𝑥d𝑥

𝑥2 + 𝜀2
= 0, 𝜀

∞w
−∞

d𝑥

𝑥2 + 𝜀2
= 𝜋,

бачимо, що
∞w

−∞

𝜙(𝑥)

𝑥± 𝑖𝜀
d𝑥 =

∞w
−∞

𝜙(𝑥) − 𝜙(0)

𝑥± 𝑖𝜀
d𝑥∓ 𝑖𝜋𝜙(0).

Звiдси, перейшовши до границi при 𝜀 → +0 i взявши до уваги (8.3) i
(8.2) з 𝑎 = 0, одержуємо (8.17). �
Приклад 8.2. Знайти добуток 𝛿-функцiї на функцiю 𝜌 таку, що мно-
ження на неї пробних функцiй не виводить з ℛ.
� За формулами (8.5) i (8.2)

(𝜌𝛿𝑎, 𝜙) = (𝛿𝑎, 𝜌𝜙) = 𝜌(𝑎)𝜙(𝑎) = 𝜌(𝑎)(𝛿𝑎, 𝜙) ≡ (𝜌(𝑎)𝛿𝑎, 𝜙).

Отже, 𝜌𝛿𝑎 = 𝜌(𝑎)𝛿𝑎, тобто множення 𝛿𝑎 на функцiю рiвносильне мно-
женню її на число — значення функцiї-множника в точцi 𝑎. �
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Приклад 8.3. Знайти похiдну функцiї Хевiсайда 𝜃, рiвної нулю на
вiд’ємнiй пiвосi i одиницi на додатнiй.
� За формулою (8.1) i означенням 𝜃

(𝜃, 𝜙) =

∞w
0

𝜙(𝑥)d𝑥

(тому й не було потреби задавати значення 𝜃 в нулi). Замiнивши тут 𝜙 на
𝜙′ i врахувавши, що для пробної функцiї lim𝑥→∞ 𝜙(𝑥) = 0, одержимо
(𝜃, 𝜙′) = −𝜙(0). Але за означенням (8.6) похiдної розподiлу (𝜃, 𝜙′) =
−(𝜃′, 𝜙) i, значить, (𝜃′, 𝜙) = 𝜙(0), що разом iз (8.2) дає 𝜃′ = 𝛿. �
Приклад 8.4. Знайти похiдну узагальненої функцiї 𝒫 1

𝑥−𝑎 .

� Iз (8.6) i (8.3)(︃(︂
𝒫 1

𝑥− 𝑎

)︂′

, 𝜙

)︃
= −

(︂
𝒫 1

𝑥− 𝑎
, 𝜙′
)︂

= lim
𝑁→∞

𝑎+𝑁w
𝑎−𝑁

𝜙′(𝑎) − 𝜙′(𝑥)

𝑥− 𝑎
d𝑥.

Записавши пiдiнтегральний вираз як (𝑥−𝑎)−1d (𝜙(𝑎) + 𝜙′(𝑎)(𝑥− 𝑎) − 𝜙(𝑥))
i проiнтегрувавши частинами, бачимо, що(︃(︂

𝒫 1

𝑥− 𝑎

)︂′

, 𝜙

)︃
= lim
𝑁→∞

[︃
𝑎+𝑁w
𝑎−𝑁

𝜙(𝑎) + 𝜙′(𝑎)(𝑥− 𝑎) − 𝜙(𝑥)

(𝑥− 𝑎)2
d𝑥

+
2𝜙(𝑎) − 𝜙(𝑎−𝑁) − 𝜙(𝑎+𝑁)

𝑁

]︂
.

Отже,
(︁
𝒫 1
𝑥−𝑎

)︁′
= −𝒫 1

(𝑥−𝑎)2 , де(︂
𝒫 1

(𝑥− 𝑎)2
, 𝜙

)︂
=

∞w
−∞

𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑎) − 𝜙′(𝑎)(𝑥− 𝑎)

(𝑥− 𝑎)2
d𝑥. �

Приклад 8.5. Знайти похiдну 2𝜋-перiодичної функцiї 𝑓 такої, що

𝑓(𝑥) =
𝜋 − 𝑥

2
при 0 < 𝑥 < 2𝜋.

� Перший спосiб. У точках 2𝑘𝜋, 𝑘 ∈ Z, функцiя має такий самий
стрибок, як функцiя Хевiсайда, а на iнтервалах неперервностi має по-
хiдну в класичному розумiннi, рiвну −1/2. Це разом iз виведеною в
прикладi 8.3 формулою 𝜃′ = 𝛿 показує, що

𝑓 ′ = −1

2
+ 𝜋

∞∑︁
𝑘=−∞

𝛿2𝑘𝜋.
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Другий спосiб. Продиференцiювавши рiвнiсть (5.21), дiстанемо з ура-
хуванням 2𝜋-перiодичностi 𝑓

𝑓 ′(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

cos𝑛𝑥

(звичайно, ця рiвнiсть не є поточковою, бо при фiксованому 𝑥 ряд у
правiй частинi розбiгається).

Порiвняння одержаних двома способами виразiв похiдної приводить
до цiкавої рiвностi

1

2
+

∞∑︁
𝑛=1

cos𝑛𝑥 = 𝜋

∞∑︁
𝑘=−∞

𝛿(𝑥− 2𝑘𝜋).

Строгий еквiвалент її такий: для будь-якої 𝜙 ∈ 𝒮
∞∑︁

𝑘=−∞

𝜙(2𝑘𝜋) =
1

2𝜋

∞w
−∞

𝜙(𝑥)d𝑥+

∞∑︁
𝑛=1

1

𝜋

∞w
−∞

𝜙(𝑥) cos𝑛𝑥d𝑥.

Звiдси, записавши праву частину як

1

2𝜋

∞∑︁
𝑛=−∞

(︃ ∞w
−∞

𝜙(𝑥) cos𝑛𝑥d𝑥+ 𝑖

∞w
−∞

𝜙(𝑥) sin𝑛𝑥d𝑥

)︃
i пригадавши позначення (8.8), одержуємо формулу Пуассона

∞∑︁
𝑘=−∞

𝜙(2𝑘𝜋) =
1

2𝜋

∞∑︁
𝑛=−∞

𝜙(𝑛). �

Приклад 8.6. Знайти перетвiр Фур’є 𝛿-функцiї.
� За формулами (8.14), (8.2) i (8.8)(︁

𝛿𝑎, 𝜙
)︁

= (𝛿𝑎, 𝜙) = 𝜙(𝑎) =
w
R𝑑

𝑒𝑖𝑎𝑥𝜙(𝑥)d𝑥,

звiдки за формулою (8.1) 𝛿𝑎(𝑘) = 𝑒𝑖𝑘𝑎, зокрема 𝛿(𝑘) = 1. �
Приклад 8.7. Знайти перетвiр Фур’є мультистепеня.
� З попереднього прикладу i формул (8.14), (8.13), (8.2), маємо(︀

1̂, 𝜙
)︀

= (1, 𝜙) =
(︁
𝛿, 𝜙
)︁

= (2𝜋)𝑑
(︀
𝛿, 𝜙#

)︀
= (2𝜋)𝑑𝜙#(0) ≡ (2𝜋)𝑑𝜙(0)

= (2𝜋)𝑑 (𝛿, 𝜙), звiдки 1̂ = (2𝜋)𝑑𝛿. Тодi за формулою (8.16)̂︁p𝛼 ≡ ̂︂p𝛼1 = (−𝑖)𝛼1+...+𝛼𝑑 𝜕𝛼1̂ = (−𝑖)𝛼1+...+𝛼𝑑 (2𝜋)𝑑𝜕𝛼𝛿. �
Приклад 8.8. Знайти перетвiр Фур’є розподiлу 𝒫 1

𝑥 .
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� За формулами (8.14), (8.3) i (8.8)(︃̂︂
𝒫 1

𝑥
, 𝜙

)︃
=

(︂
𝒫 1

𝑧
, 𝜙

)︂
= lim
𝑁→∞

𝑁w
−𝑁

𝜙(𝑧) − 𝜙(0)

𝑧
d𝑧

= lim
𝑁→∞

𝑁w
−𝑁

d𝑧

𝑧

∞w
−∞

(︀
𝑒𝑖𝑧𝑥 − 1

)︀
𝜙(𝑥)d𝑥.

Змiнивши в останньому iнтегралi порядок iнтегрування, перейшовши до
границi пiд знаком

r
· · · d𝑥 (для 𝜙 ∈ 𝒮 теорема математичного аналiзу

дозволяє це зробити) i записавши
∞w

−∞

𝑒𝑖𝑧𝑥 − 1

𝑧
d𝑧 = 𝑖

∞w
−∞

sin 𝑧𝑥

𝑧
d𝑧 = 𝜋𝑖 sgn𝑥

(перша рiвнiсть випливає з непарностi дiйсної частини пiдiнтегральної
функцiї, друга вiдома як формула Дiрiхле), одержуємо вiдповiдь: ̂︂𝒫 1

𝑥 =
𝜋𝑖 sgn𝑥. �

1. Довести: 𝜙 ∈ 𝒮 ⇐⇒ ∀𝑚 ∈ N ∀𝛽 ∈ Z𝑑+ lim𝑥→∞ |𝑥|𝑚
⃒⃒
𝜕𝛽𝜙(𝑥)

⃒⃒
=

0 ⇐⇒ ∀𝛼,𝛽 ∈ Z𝑑+ lim𝑥→∞
⃒⃒
𝑥𝛼𝜕𝛽𝜙(𝑥)

⃒⃒
= 0.

2. Обчислити добуток 𝑥𝑛𝒫 1

𝑥
, 𝑛 ∈ N.

3. Обчислити добуток 𝑥𝑛𝒫 1

𝑥2
, 𝑛 ∈ N.

4. Довести формулу замiни змiнних для узагальнених функцiй:

(𝑓(𝜉(𝑥)), 𝜙(𝑥)) =

(︂
𝑓(𝜉),

⃒⃒⃒⃒
det

(︂
d𝑥

d𝜉

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑥(𝜉))

)︂
.

Зокрема, розглянути замiну 𝜉 = A𝑥 + 𝑏.
5. Спростити 𝛿(𝛼𝑥).

6. Спростити 𝛿
(︀
𝑥2 − 𝑎2

)︀
, 𝑎 ̸= 0.

7. Узагальнена функцiя 𝑓 задається рiвнiстю 𝑓(𝑥) =
r∞
0

sin𝑥𝑦 cos 𝑦 d𝑦

(у строгому записi: (𝑓, 𝜙) =
r∞
0

cos 𝑦d𝑦
r∞
−∞ 𝜙(𝑥) sin𝑥𝑦d𝑥). Довести, що

𝑓(𝑥) =
1

2

(︂
𝒫 1

𝑥+ 1
+ 𝒫 1

𝑥− 1

)︂
.

8. Знайти 𝛿(𝑛)𝑎 .
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9. Спростити 𝑥𝑛𝛿(𝑛)(𝑥).

Знайти похiдну узагальненої функцiї:

10. sgn𝑥.

11. |𝑥|.
12. 𝑥+.

13. 𝜃(1 − 𝑥2).

14. 𝜃(𝑥) sin𝑥.

15. 𝜃(𝑥) cos𝑥.

16. 𝜃(sin𝑥).

17. (sin𝑥)+.

18. ln |𝑥|.

19. 𝒫 1

𝑥2
.

20.
1

𝑥± 𝑖0
.

21. Довести, що ̂𝑓(𝑥− 𝑎) = 𝑒𝑖𝑘𝑎𝑓(𝑥). Вивести аналогiчну формулу для
оберненого перетворення Фур’є.

Знайти перетвiр Фур’є функцiї:

22. 𝜃(𝑥− 𝑎).
23. sgn𝑥.
24. |𝑥|.

25. 𝑥𝑛𝛿(𝑚)(𝑥).
26. 𝑒𝑎𝑥.
27. sin 𝑎𝑥.

28. cos 𝑎𝑥.

§ 9. Рiвняння дифузiї в R𝑑

Розв’язок задачi Кошi

𝑢𝑡 = 𝑎2Δ𝑢+ 𝑓, (9.1a)
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) (9.1b)

в R𝑑 дається формулою

𝑢(𝑥, 𝑡) =
w

R𝑑

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢0(𝜉)d𝜉 +

𝑡w

0

d𝜏
w

R𝑑

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉, (9.2)

де

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

(2𝑎)𝑑(𝜋𝑡)𝑑/2
𝑒
− |𝑥|2

4𝑎2𝑡 , (9.3)

зокрема при 𝑑 = 1

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑎
√
𝜋𝑡
𝑒
− 𝑥2

4𝑎2𝑡 . (9.4)

Порiвняння останнiх двох рiвностей показує, що

𝐺(𝑥, 𝑡) =

𝑑∏︁
𝑘=1

𝐺(𝑥𝑘, 𝑡). (9.5)
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Перший доданок у правiй частинi (9.2) можна записати ще таким чином:r

R𝑑 𝐺(𝜉, 𝑡)𝑢0(𝑥 − 𝜉)d𝜉. Так само в другому доданку можна записувати пiдiн-
тегральну функцiю ще будь-яким iз трьох способiв: 𝐺(𝜉, 𝜏)𝑓(𝑥 − 𝜉, 𝑡 − 𝜏),
𝐺(𝑥− 𝜉, 𝜏)𝑓(𝜉, 𝑡− 𝜏), 𝐺(𝜉, 𝑡− 𝜏)𝑓(𝑥− 𝜉, 𝜏).

Приклад 9.1
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑐𝑥.

� Перший спосiб. За формулою (9.2)

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞w
−∞

𝐺(𝜉, 𝑡)𝑒𝑐(𝑥−𝜉)d𝜉,

звiдки зважаючи на (9.4)

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑐𝑥

2𝑎
√
𝜋𝑡

∞w
−∞

𝑒−(𝜉2/4𝑎2𝑡+𝑐𝜉)d𝜉. (9.6)

Обчислимо iнтеграл

𝐴(𝑞, 𝑐) =

∞w
−∞

𝑒−(𝑞𝜉2+𝑐𝜉)d𝜉 (𝑞 > 0). (9.7)

Позначивши
𝜂 =

√
𝑞𝜉 +

𝑐

2
√
𝑞

(9.8)

(так що d𝜉 = d𝜂/
√
𝑏) i записавши тотожнiсть

𝑞𝜉2 + 𝑐𝜉 = 𝜂2 − 𝑐2

4𝑞
,

перетворимо (9.7) до вигляду

𝐴(𝑞, 𝑐) =
𝑒𝑐

2/4𝑞

√
𝑞

∞w
−∞

𝑒−𝜂
2

d𝜂. (9.9)

Iнтеграл у правiй частинi рiвностi дорiвнює, як вiдомо з математичного
аналiзу,

√
𝜋. Отже,

∞w
−∞

𝑒−(𝑞𝜉2+𝑐𝜉)d𝜉 =

√︂
𝜋

𝑞
𝑒𝑐

2/4𝑞, (9.10)

що разом iз (9.6) дає вiдповiдь:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑐𝑥+𝑎
2𝑐2𝑡. (9.11)

Другий спосiб, на вiдмiну вiд першого, спирається не на унiверсаль-
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ну формулу (9.2), а на той факт, що в данiй задачi 𝑢0 є власною функцi-
єю диференцiального оператора з правої частини рiвняння. Щоб зро-
бити мiркування придатними ще для деяких прикладiв, запишемо цю
властивiсть у загальному виглядi:

𝑢′′0 = 𝜆𝑢0. (9.12)
Якщо це виконано, то розв’язок задачi (9.3) з 𝑓 = 0 має вигляд

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥)𝑇 (𝑡), (9.13)
де 𝑇 – розв’язок задачi Кошi

𝑇̇ = 𝑎2𝜆𝑇, 𝑇 (0) = 1,

тобто 𝑇 (𝑡) = 𝑒𝑎
2𝜆𝑡. Справдi, така функцiя 𝑢 за побудовою задовольняє

початкову умову (9.19). Пiдставивши (9.13) у (9.12) з 𝑓 = 0, дiстанемо
(𝑇̇ − 𝑎2𝜆𝑇 )𝑢 = 0. А це справджується за вибором 𝑇 . У нашому випадку
𝜆 = 𝑐2, тож рiвнiсть (9.13) є перепозначенням (9.11).

Пiдкреслимо ще раз, що другий спосiб застосовний тiльки за умови
(9.12). �
Зауваження. Якщо в (9.7) число 𝑐 комплексне з ненульовою уявною частиною,
то в (9.9) iнтегрування ведеться не по дiйснiй осi, а по паралельнiй їй прямiй
у комплекснiй площинi. Але з iнтегральної теореми Кошi легко вивести, що
для будь-якого дiйсного числа 𝑏

lim
𝑅→∞

𝑅w

−𝑅

𝑒−𝜂2

d𝜂 = lim
𝑅→∞

𝑅+𝑏𝑖w

−𝑅+𝑏𝑖

𝑒−𝜂2

d𝜂,

тож таке змiщення шляху iнтегрування не змiнює значення iнтеграла. Тому
рiвнiсть (9.9) має мiсце i для комплексного 𝑐.

Приклад 9.2
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = cos 𝑏𝑥.

� Перший спосiб. За формулою (9.2)

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞w
−∞

𝐺(𝜉, 𝑡) cos 𝑏(𝑥− 𝜉)d𝜉. (9.14)

Записавши
cos(𝑏𝑥− 𝑏𝜉) = cos 𝑏𝑥 cos 𝑏𝜉 + sin 𝑏𝑥 sin 𝑏𝜉

i взявши до уваги парнiсть косинуса, непарнiсть синуса i випливаючу з
(9.4) парнiсть 𝐺 по першiй змiннiй, дiстанемо

𝑢(𝑥, 𝑡) = cos 𝑏𝑥

∞w
−∞

𝐺(𝜉, 𝑡) cos 𝑏𝜉d𝜉.
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Звiдси i з (9.4), скориставшись вiдомою формулою

∞w
−∞

𝑒−𝛼𝑥
2

cos 𝑏𝑥d𝑥 =

√︂
𝜋

𝛼
𝑒−𝑏

2/4𝛼 (𝛼 > 0), (9.15)

одержуємо вiдповiдь:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑎
2𝑏2𝑡 cos 𝑏𝑥. (9.16)

Другий спосiб. Функцiя 𝑢0(𝑥) = cos 𝑏𝑥 має властивiсть (9.12) iз 𝜆 =
−𝑏2, а значить розв’язок задачi зображується у виглядi (9.13), де 𝑇 така
сама, як у попередньому прикладi.

Третiй спосiб. Iз формули Ейлера cos𝜑 = (𝑒𝑖𝜑 + 𝑒−𝑖𝜑)/2 i попере-
днього прикладу, замiнивши в ньому 𝑐 на ±𝑏𝑖 (зауваження до прикладу
9.1 дозволяє це зробити), маємо (9.16). �
Приклад 9.3

𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑒−𝑐𝑥
2

(𝑐 > 0).

� За формулами (9.2) i (9.4)

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑎
√
𝜋𝑡
𝐷

(︂
𝑥,

1

4𝑎2𝑡
, 𝑐

)︂
,

де

𝐷(𝑥, 𝑞, 𝑐) =

∞w
−∞

𝑒−𝑞(𝑥−𝜉)
2

𝑒−𝑐𝜉
2

d𝜉

≡ 𝑒−(1−(𝑞+𝑐)−1𝑞)𝑞𝑥2
∞w

−∞
𝑒−(𝑞+𝑐)(𝜉−(𝑞+𝑐)−1𝑞𝑥)

2

d𝜉 =

√︂
𝜋

𝑞 + 𝑐
𝑒−(1−(𝑞+𝑐)−1𝑞)𝑞𝑥2

.

Таким чином,

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1√

1 + 4𝑎2𝑐𝑡
exp

(︂
− 𝑐𝑥2

1 + 4𝑎2𝑐𝑡

)︂
. �

Приклад 9.4
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑡𝑒𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0.

� За формулою (9.2)

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑡w
0

(𝑡− 𝜏)d𝜏

∞w
−∞

𝐺(𝜉, 𝜏)𝑒𝑥−𝜉d𝜉.

Внутрiшнiй iнтеграл як функцiя вiд 𝑥 i 𝜏 являє собою, згiдно з (9.2)
розв’язок задачi прикладу 9.1 з 𝑐 = 1 i, таким чином, дорiвнює 𝑒𝑥+𝑎

2𝜏 .
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Тодi

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥
𝑡w
0

(𝑡− 𝜏)𝑒𝑎
2𝜏d𝜏,

звiдки, проiнтегрувавши частинами (𝑒𝑎
2𝜏d𝜏 = 𝑎−2d𝑒𝑎

2𝜏 ), одержуємо вiд-
повiдь

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎−4
(︁
𝑒𝑎

2𝑡 − 1 − 𝑎2𝑡
)︁
𝑒𝑥. �

Приклад 9.5
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑏𝑢𝑥 + 𝑐𝑢+ 𝑓,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥).

� Оскiльки функцiї 𝑓 i 𝑢0 не конкретизуються, то потрiбно вивести
загальну формулу розв’язку, або, що те саме, побудувати функцiю Грi-
на оператора L = 𝜕𝑡 − 𝑎2𝜕𝑥𝑥 − 𝑏𝜕𝑥 − 𝑐, тобто функцiю 𝐺L таку, що 𝑢
виражається через 𝑢0 i 𝑓 за формулою (9.2) з 𝐺L замiсть 𝐺.

Шукаємо розв’язок у виглядi (пор. з (1.31))

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑡𝑣(𝑥, 𝑡),

пiдбираючи 𝛼 i 𝛽 так, що рiвняння для 𝑣 не мiстило 𝑣𝑥 i 𝑣.
Очевидно,

𝑢𝑡 = 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑡(𝑣𝑡+𝛽𝑣), 𝑢𝑥 = 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑡(𝑣𝑥+𝛼𝑣), 𝑢𝑥𝑥 = 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑡(𝑣𝑥𝑥+2𝛼𝑣𝑥+𝛼2𝑣).

Пiдставивши цi вирази в рiвняння для 𝑢, одержуємо пiсля тотожних
перетворень

𝑣𝑡 = 𝑎2𝑣𝑥𝑥 + (2𝛼𝑎2 + 𝑏)𝑣𝑥 + (𝛼2𝑎2 + 𝛼𝑏+ 𝑐− 𝛽)𝑣 + 𝑒−𝛼𝑥−𝛽𝑡𝑓.

Отже, поклавши

𝛼 = −𝑏/2𝑎2, 𝛽 = 𝛼2𝑎2 + 𝛼𝑏+ 𝑐 ≡ −𝑏2/4𝑎2 + 𝑐, (9.17)
дiстанемо для 𝑣 задачу

𝑣𝑡 = 𝑎2𝑣𝑥𝑥 + 𝑒−𝛼𝑥−𝛽𝑡𝑓,
𝑣(𝑥, 0) = 𝑒−𝛼𝑥𝑢0(𝑥),

розв’язок якої записується за формулою (9.2) з очевидними перепозна-
ченнями:

𝑣(𝑥, 𝑡) =

𝑡w
0

d𝜏

∞w
−∞

𝐺(𝑥−𝜉, 𝑡−𝜏)𝑒−𝛼𝜉−𝛽𝜏𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉+

∞w
−∞

𝐺(𝑥−𝜉, 𝑡)𝑒−𝛼𝜉𝑢0(𝜉)d𝜉.

Помноживши обидвi частини рiвностi на 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑡 i позначивши

𝐺L(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝛼𝑥+𝛽𝑡𝐺(𝑥, 𝑡), (9.18)

дiстанемо для 𝑢 вираз (9.2) з 𝐺L замiсть 𝐺. Це й означає, що 𝐺L –
функцiя Грiна оператора L. Її вираз (9.18) з урахуванням (9.17) i (9.4)
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конкретизується так:

𝐺L(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑎
√
𝜋𝑡

exp

(︂
𝑐𝑡− (𝑥+ 𝑏𝑡)2

4𝑎2𝑡

)︂
. �

Приклад 9.6
𝑢𝑡 = 𝑎2∆2𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑒𝑐𝑥 cos 𝑏𝑦.

� Це задача (9.1) з 𝑑 = 2, 𝑓 = 0, 𝑢0(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑐𝑥 cos 𝑏𝑦. Специфiка
початкової умови полягає в тому, що функцiя 𝑢0 є тензорним добутком2,
що можна в загальному виглядi записати так:

𝑢0(𝑥, 𝑦) = 𝑢01(𝑥)𝑢02(𝑦). (9.19)
Цю ж властивiсть згiдно з (9.5) має 𝐺 як функцiя вiд 𝑥 i 𝑦:

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑡)𝐺(𝑦, 𝑡).

Звiдси, записавши рiвнiсть (9.2) з 𝑓 = 0 в розгорнутому виглядi

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

∞w
−∞

∞w
−∞

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑦 − 𝜂, 𝑡)𝑢0(𝜉, 𝜂)d𝜉d𝜂,

одержуємо

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

∞w
−∞

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢01(𝜉)d𝜉

∞w
−∞

𝐺(𝑦 − 𝜂, 𝑡)𝑢02(𝜂)d𝜂. (9.20)

Таким чином, за умови (9.19) 𝑢 як функцiя просторових змiнних також
виявляється тензорним добутком. Заради цього висновку ми й наводимо
даний приклад. Завершальна ж частина його суто технiчна.

Iнтеграли в правiй частинi рiвностi (9.20) – це розв’язки задач

𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢01(𝑥)

i 𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑦𝑦,
𝑢(𝑦, 0) = 𝑢02(𝑦).

Узявши 𝑢01(𝑥) = 𝑒𝑐𝑥, 𝑢02(𝑦) = cos 𝑏𝑦 i скориставшись результатами пер-
ших двох прикладiв, одержимо вiдповiдь:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒𝑎
2(𝑐2−𝑏2)𝑡+𝑐𝑥 cos 𝑏𝑦. �

Приклад 9.7
𝑢𝑡 = 𝑎2∆2𝑢,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 𝐽𝜈(𝜌) cos 𝜈𝜑.

Тут 𝜈 – дiйсний параметр, 𝐽𝜈 – бесселева функцiя порядку 𝜈; 𝜌 i 𝜑 –
полярнi координати просторової змiнної.
� Пригадавши вираз лапласового оператора в полярних координа-

2Тобто таким добутком, у якому кожний спiвмножник залежить вiд своєї змiнної.
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тах

∆ =
𝜕2

𝜕𝜌2
+

1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
+

1

𝜌2
𝜕2

𝜕𝜑2

i рiвняння Бесселя

𝑍 ′′(𝜌) + 𝜌−1𝑍 ′(𝜌) − 𝜈2𝜌−2𝑍(𝜌) = −𝑍(𝜌),

одним iз розв’язкiв якого є 𝐽𝜈 , бачимо, що функцiя 𝑢0(𝜌, 𝜑) = 𝐽𝜈(𝜌) cos 𝜈𝜑
має властивiсть ∆𝑢0 = −𝑢0, аналогiчну властивостi (9.12) у прикладах
9.1 i 9.2. Звiдси, мiркуючи як у прикладi 9.1, одержуємо

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡) = 𝑢0(𝜌, 𝜑)𝑒−𝑎
2𝑡. �

Приклад 9.8
𝑢𝑡 = 𝑎2∆𝑑𝑢+ 𝐹 (|𝑥|, 𝑡),
𝑢(𝑥, 0) = 𝑈0(|𝑥|). (9.21)

� Спецiальний вигляд вiльного члена i початкової умови дозволяє
понизити кратнiсть iнтегралiв, що входять у (9.2). Обчислення спирає-
ться на наступнi викладки, якi запишемо в автономних позначеннях.

Очевидно, для будь-якої абсолютно iнтегровної функцiї 𝑓 на R𝑑

w
R𝑑

𝑓(𝜉)d𝜉 =

∞w
0

𝜌𝑑−1d𝜌
w

𝑆𝑑−1

𝑓(𝜌𝑞)d𝜎(𝑞), (9.22)

де 𝜌 = |𝜉|, 𝑞 = 𝜉/𝜌 i, нагадаємо, 𝑆𝑑−1 – одинична сфера в R𝑑. Точка
на 𝑆𝑑−1 задається 𝑑 − 1 кутовими координатами. Першу з них, широ-
ту (позначимо її 𝜗), можна вiдраховувати вiд довiльного фiксованого
напряму (далi ми його виберемо належним чином). Припустимо, що 𝑓
залежить вiд точки простору тiльки через її сферичний радiус i широту.
Замiсть широти, яка змiнюється вiд нуля до 𝜋, зручнiше використову-
вати її косинус. Таким чином, зроблене припущення про 𝑓 означає, що
𝑓(𝜌𝑞) = 𝑔(𝜌, 𝜌 cos𝜗), де 𝑔 – деяка функцiя на R+ × R. Тодi

w
𝑆𝑑−1

𝑓(𝜌𝑞)d𝜎(𝑞) =

𝜋w
0

𝑔(𝜌, 𝜌 cos𝜗) sin𝑑−2 𝜗d𝜗
w

𝑆𝑑−2

d𝜎(𝑝),

де внутрiшнiй iнтеграл при 𝑑 > 3 дорiвнює 𝜎𝑑−1 – площi сфери 𝑆𝑑−2, а
при 𝑑 = 2 формально покладаємо 𝜎1 = 2. Звiдси i з (9.22) маємо

w
R𝑑

𝑓(𝜉)d𝜉 = 𝜎𝑑−1

∞w
0

𝜌𝑑−1d𝜌

𝜋w
0

𝑔(𝜌, 𝜌 cos𝜗) sin𝑑−2 𝜗d𝜗. (9.23)

Вернувшись до задачi (9.21), позначимо 𝑟 = |𝑥| i запишемо за фор-
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мулою (9.2) розв’язок у виглядi

𝑢(𝑥, 𝑡) = (2𝑎)
−𝑑

(𝜋𝑡)−𝑑/2𝑒−𝑟
2/4𝑎2𝑡𝐴(𝑥, 𝑡)

+

𝑡w
0

(2𝑎)
−𝑑

(𝜋(𝑡− 𝜏))−𝑑/2𝑒−𝑟
2/4𝑎2(𝑡−𝜏)𝐵(𝑥, 𝑡, 𝜏)d𝜏, (9.24)

де

𝐴(𝑥, 𝑡) =
w
R𝑑

𝑒(−|𝜉|2+2𝑥𝜉)/4𝑎2𝑡𝑈0(|𝜉|)d𝜉,

𝐵(𝑥, 𝑡, 𝜏) =
w
R𝑑

𝑒(−|𝜉|2+2𝑥𝜉)/4𝑎2(𝑡−𝜏)𝐹 (|𝜉|, 𝜏)d𝜉.

Вiдраховуючи широту вiд напряму вектора 𝑥, так що 𝑥𝜉 = 𝑟𝜌 cos𝜗,
одержимо з (9.23)

𝐴(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑑−1

∞w
0

𝜌𝑑−1𝑒−𝜌
2/4𝑎2𝑡𝑈0(𝜌)d𝜌

𝜋w
0

𝑒𝑟𝜌 cos𝜗/2𝑎
2𝑡 sin𝑑−2 𝜗d𝜗.

Вiдомi формули 𝜎𝑛 = 2𝜋𝑛/2/Γ(𝑛/2) i (7.17) дозволяють спростити цей
вираз:

𝐴(𝑥, 𝑡) = 2𝑑−1𝑎𝑑−1𝜋𝑑/2𝑡𝑑/2−1𝑟1−𝑑/2
∞w
0

𝜌𝑑/2𝑒−𝜌
2/4𝑎2𝑡𝐼 𝑑−2

2

(︁ 𝑟𝜌

2𝑎2𝑡

)︁
𝑈0(𝜌)d𝜌.

Вираз 𝐵(𝑥, 𝑡, 𝜏) вiдрiзняється вiд написаного тiльки позначеннями. Пiд-
ставивши обидва вирази в (9.24), одержимо вiдповiдь:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑒−𝑟

2/4𝑎2𝑡

2𝑎2𝑡𝑟𝑑/2−1

∞w
0

𝜌𝑑/2𝑒−𝜌
2/4𝑎2𝑡𝐼 𝑑−2

2

(︁ 𝑟𝜌

2𝑎2𝑡

)︁
𝑈0(𝜌)d𝜌

+
𝑟1−𝑑/2

2𝑎2

𝑡w
0

𝑒
− 𝑟2

4𝑎2(𝑡−𝜏)

𝑡− 𝜏
d𝜏

∞w
0

𝜌𝑑/2𝑒
− 𝜌2

4𝑎2(𝑡−𝜏) 𝐼 𝑑−2
2

(︂
𝑟𝜌

2𝑎2(𝑡− 𝜏)

)︂
𝐹 (𝜌, 𝜏)d𝜌. �

(9.25)

Приклад 9.9
𝑢𝑡 = ∆2𝑢,
𝑢(𝑥, 0) = |𝑥|.

� Це окремий випадок задачi (9.21), тому переходимо до полярних
координат. Але на вiдмiну вiд попереднього прикладу, де ми iнтегрували
спочатку по кутових змiнних, а потiм по радiальнiй (формула (9.23)),
у даному випадку краще iнтегрувати у зворотному порядку.
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З (9.2) i (9.3) маємо

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

4𝜋𝑡

2𝜋w
0

d𝜑

∞w
0

𝜌2 exp

(︂
−𝑟

2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos𝜑

4𝑡

)︂
d𝜌,

де 𝑟 = |𝑥|. Зробивши у внутрiшньому iнтегралi замiну 𝜌 = 2
√
𝑡𝑝, пере-

творимо цю рiвнiсть до вигляду

𝑢(𝑥, 𝑡) =
2
√
𝑡

𝜋
𝑒−

𝑟2

4𝑡

2𝜋w
0

d𝜑

∞w
0

𝑝2𝑒−𝑝
2

𝑒
− 𝑟𝑝 cos𝜑√

𝑡 d𝑝, (9.26)

Нехай 𝑏 i 𝑔 – число i функцiя на R+ такi, що
r∞
0

r 2𝜋
0
𝑒2𝑏𝑝 cos𝜑|𝑔(𝑝)|d𝑝d𝜑 <∞.

Позначимо

𝐼(𝑏) =

2𝜋w
0

d𝜑

∞w
0

𝑒2𝑏𝑝 cos𝜑𝑔(𝑝)d𝑝.

Зважаючи на 2𝜋-перiодичнiсть косинуса вiдрiзок iнтегрування по 𝜑 мо-
жна як завгодно змiщувати. Звiдси i з парностi косинуса маємо

𝐼(𝑏) = 2

𝜋w
0

d𝜑

∞w
0

𝑒2𝑏𝑝 cos𝜑𝑔(𝑝)d𝑝.

Зробивши замiну 𝜑 = 𝜋 − 𝜓, бачимо, що 𝐼(𝑏) = 𝐼(−𝑏).
Продовжимо функцiю 𝑔 на всю пряму парним чином. Тодi, очевидно,

𝐼(−𝑏) = 2

𝜋w
0

d𝜑

0w
−∞

𝑒2𝑏𝑝 cos𝜑𝑔(𝑝)d𝑝.

Отже,

𝐼(±𝑏) =
𝐼(𝑏) + 𝐼(−𝑏)

2
=

𝜋w
0

d𝜑

+∞w
−∞

𝑒2𝑏𝑝 cos𝜑𝑔(𝑝)d𝑝. (9.27)

Позначимо

𝐹 (𝑎, 𝑏) =
2

𝜋

2𝜋w
0

d𝜑

+∞w
0

𝑒−𝑎𝑝
2−2𝑏𝑝 cos𝜑d𝑝

(𝑎 – додатний параметр). Тодi, поклавши в (9.27) 𝑔(𝑝) = 𝑒−𝑎𝑝
2

, дiстанемо

𝐹 (𝑎, 𝑏) =
2

𝜋

𝜋w
0

d𝜑

+∞w
−∞

𝑒−𝑎(𝑝+
𝑏 cos𝜑

𝑎 )
2
+ 𝑏2 cos2 𝜑

𝑎 d𝑝 =
2𝑒

𝑏2

2𝑎√
𝜋𝑎

𝜋w
0

𝑒
𝑏2 cos 2𝜑

2𝑎 d𝜑.

Звiдси, зробивши замiну 𝜑 = 𝜓/2 i скориставшись формулою (7.16),
одержуємо

𝐹 (𝑎, 𝑏) = 2
√︀
𝜋/𝑎 𝑒𝑏

2/2𝑎𝐼0
(︀
𝑏2/2𝑎

)︀
,
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що з урахуванням (7.14) дає

𝜕𝐹

𝜕𝑎
(𝑎, 𝑏) = −

√︂
𝜋

𝑎5
𝑒

𝑏2

2𝑎

[︂
(𝑎+ 𝑏2)𝐼0

(︂
𝑏2

2𝑎

)︂
+ 𝑏2𝐼1

(︂
𝑏2

2𝑎

)︂]︂
.

З iншого боку, як показує вираз 𝐹 ,

𝜕𝐹

𝜕𝑎
(𝑎, 𝑏) = − 1

𝜋

2𝜋w
0

d𝜑

+∞w
0

𝑝2𝑒−𝑎𝑝
2−2𝑏𝑝 cos𝜑d𝑝.

Отже,

2

𝜋

2𝜋w
0

d𝜑

+∞w
0

𝑝2𝑒−𝑝
2−2𝑏𝑝 cos𝜑d𝑝 =

√
𝜋𝑒

𝑏2

2

[︂
(1 + 𝑏2)𝐼0

(︂
𝑏2

2

)︂
+ 𝑏2𝐼1

(︂
𝑏2

2

)︂]︂
.

Поклавши тут 𝑏 = 𝑟/2
√
𝑡, перетворимо рiвнiсть (9.26) до вигляду

𝑢(𝑥, 𝑡) =
√
𝜋𝑡𝑒−

𝑟2

8𝑡

[︂(︂
1 +

𝑟2

4𝑡

)︂
𝐼0

(︂
𝑟2

8𝑡

)︂
+
𝑟2

4𝑡
𝐼1

(︂
𝑟2

8𝑡

)︂]︂
. �

Приклад 9.10
𝑢𝑡 = 𝑎2∆𝑑𝑢+ 𝐹 (𝑏𝑥, 𝑡),
𝑢(𝑥, 0) = 𝑈0(𝑏𝑥)

(9.28)

(𝑏 ∈ R𝑑 – сталий вектор, 𝑏𝑥 – скалярний добуток).
� Це задача (9.1) з 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝐹 (𝑏𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥) = 𝑈0(𝑏𝑥). Як i в прикладi

9.8, спецiальний вигляд вiльного члена i початкової умови дозволяють
понизити кратнiсть кожного з iнтегралiв у формулi (9.2) на 𝑑 − 1 так,
як це було зроблено вище. Але ми виберемо простiший шлях, на якому
кратнi iнтеграли по просторовiй змiннiй узагалi не виникають. А саме,
шукаємо розв’язок у виглядi

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(𝑏𝑥, 𝑡), (9.29)
де 𝑈 – функцiя двох с к а л я р н и х змiнних.

Очевидно, для будь-якої двiчi диференцiйовної функцiї 𝑉 на R
∆𝑣(𝑥) = 𝑏2𝑉 ′′(𝑏𝑥),

де 𝑣(𝑥) = 𝑉 (𝑏𝑥), 𝑏 = |𝑏|. Тому, якщо 𝑈 – розв’язок задачi

𝑈𝑡 = (𝑎𝑏)2𝑈𝑥𝑥 + 𝐹 (𝑥, 𝑡),
𝑈(𝑥, 0) = 𝑈0(𝑥)

(того ж виду, що й (9.28), але, завдяки меншiй розмiрностi простору,
простiшої), то рiвнiсть (9.29) дає розв’язок задачi (9.28). �
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Розв’язати задачу Кошi для одновимiрного рiвняння дифузiї:

1.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑒−𝑐
2𝑥2

cos𝑥.

2. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥2𝑒𝑐𝑥.

3.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑒−𝑐
2𝑥2

sin𝑥.

4. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑐𝑥 cos𝑥.

5.
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑥𝑒−𝑐
2𝑥2

.

6. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑐𝑥 sin𝑥.

7. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥 cos𝑥.

8. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥 sin𝑥.

9. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡𝑒𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0.

10. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑒𝑥+𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 0.

11. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑡 sin𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0.

12. 𝑢𝑡 = 3𝑢𝑥𝑥 + 6𝑢𝑥 − 𝑢,
𝑢(𝑥, 0) = 1.

13. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 2𝑢𝑥 + 𝑢+ (𝑒𝑡 + 1)−1,
𝑢(𝑥, 0) = 0.

Розв’язати задачу Кошi для багатовимiрного рiвняння дифузiї:

14. 𝑢𝑡 = ∆𝑢+ sh 𝑡 cos(𝑥− 𝑦),
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0.

15. 𝑢𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = (𝑥+ 𝑦2)2.

16.
𝑢𝑡 = ∆𝑢,

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑒−(3𝑥+4𝑦)2 .

17. 𝑢𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = sin(𝑥+ 𝑦).

18. 𝑢𝑡 = ∆𝑢− 𝑒−(12𝑥−5𝑦)2 ,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0.

19. 𝑢𝑡 = ∆𝑢+ 𝑒−𝑡𝐼0(𝜌),
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0.

20. 𝑢𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 𝐽0(𝜌).

21. 𝑢𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 𝐼𝜈(𝜌) sin 𝜈𝜑.

22. 𝑢𝑡 = ∆𝑢+ 𝑡𝐽𝜈(𝜌) cos 𝜈𝜑,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 𝜌2 cos2 𝜑.

23.
𝑢𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑦𝑒𝑦𝐽0

(︀√
𝑥2 + 𝑧2

)︀
.

24.
𝑢𝑡 = ∆𝑢,

𝑢(𝑥, 0)= 𝑒2𝑥 cos𝑥𝐼0

(︁√︀
𝑦2 + 𝑧2

)︁
.

25.
𝑢𝑡 = ∆𝑢,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑥 sin𝑥𝐼0

(︁√︀
𝑦2 + 𝑧2

)︁
.

26. 𝑢𝑡 = ∆𝑢+ 𝑧2𝐽0

(︁√︀
𝑥2 + 𝑦2

)︁
,

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0.

27. 𝑢𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = sin(𝑥− 2𝑦 + 2𝑧).

28. 𝑢𝑡 = ∆𝑢+ sin 𝑡 ch(𝑥+ 𝑦 − 5𝑧),
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0.

29. 𝑢𝑡 = 𝑎2∆𝑢
𝑢(𝑟, 𝜃, 𝜑, 0) = 𝑟 cos 𝜃.

30. 𝑢𝑡 = 𝑎2∆𝑢− 2𝑡2𝑟 sin 𝜃 sin𝜑,
𝑢(𝑟, 𝜃, 𝜑, 0) = 0.
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31. 𝑢𝑡 = 𝑎2∆𝑢+ 𝑒−𝑡𝑟 sin 𝜃 cos𝜑,
𝑢(𝑟, 𝜃, 𝜑, 0) = 𝑟2 cos 𝜃 sin 𝜃 cos𝜑.

32.
𝑢𝑡 = ∆2𝑢,

𝑢(𝑥, 0) = |𝑥|−1
𝑒−𝑎|𝑥|

2

(𝑎 > 0).

33.
𝑢𝑡 = ∆3𝑢,

𝑢(𝑥, 0) = |𝑥|−1
sin 𝑐|𝑥|.

34.
𝑢𝑡 = ∆3𝑢,

𝑢(𝑥, 0) = |𝑥|−1
sh 𝑐|𝑥|.

35. 𝑢𝑡 = ∆3𝑢,
𝑢(𝑥, 0) = ch 𝑐|𝑥|.

36. 𝑢𝑡 = ∆3𝑢,
𝑢(𝑥, 0) = cos 𝑐|𝑥|.

37. 𝑢𝑡 = 𝑎2∆𝑑𝑢+ 𝑏∇𝑢+ 𝑐𝑢,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥).

38. 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 2𝑢𝑥 − 4𝑢𝑦 − 𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑥2𝑦.

§ 10. Лiнiйнi диференцiальнi задачi для рiв-
нянь коливань i дифузiї на прямiй, пiв-
прямiй i вiдрiзку

Розв’язок задачi Кошi

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑓, (10.1a)
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (10.1b)
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), (10.1c)

в R дається формулою Даламбера

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑢0(𝑥+ 𝑎𝑡) + 𝑢0(𝑥− 𝑎𝑡)

2
+

1

2𝑎

𝑥+𝑎𝑡w

𝑥−𝑎𝑡

𝑢1(𝜉)d𝜉 +
1

2𝑎

𝑡w

0

d𝜏

𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)w

𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)

𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉.

(10.2)
Останнiй доданок можна записати ще так:

1

2𝑎

𝑡w

0

d𝜏

𝑥+𝑎𝜏w

𝑥−𝑎𝜏

𝑓(𝜉, 𝑡− 𝜏)d𝜉

або так:
1

2𝑎

𝑥+𝑎𝑡w

𝑥−𝑎𝑡

d𝜉

𝑡w

|𝜉−𝑥|/𝑎

𝑓(𝜉, 𝑡− 𝜏)d𝜏.

Рiвнiсть (10.2) можна записати у виглядi

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

∞w

−∞

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢0(𝜉)d𝜉 +

∞w

−∞

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢1(𝜉)d𝜉

+

𝑡w

0

d𝜏

∞w

−∞

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉, (10.3)
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де

𝐺(𝑥, 𝑡) =
𝜃(𝑎𝑡− |𝑥|)

2𝑎
≡ 𝜃(𝑥+ 𝑎𝑡)− 𝜃(𝑥− 𝑎𝑡)

2𝑎
. (10.4)

Якщо в (10.1a) просторова змiнна 𝑥 пробiгає не всю пряму, а промiнь або
вiдрiзок, то до початкових умов (10.1b) i (10.1c) потрiбно приєднати межовi.

Приклад 10.1. Побудувати функцiю Грiна оператора 𝜕2/𝜕𝑡2−
(︀
𝑎2𝜕2/𝜕𝑥2 + 𝜇2

)︀
,

тобто функцiю 𝐻 = 𝐻(𝑥, 𝑡) таку, що розв’язок задачi

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝜇2𝑢, (10.5a)
𝑢(𝑥, 0) = 0, (10.5b)
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥) (10.5c)

в R дається формулою

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞w
−∞

𝐻(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝜓(𝜉)d𝜉

(︃
=

∞w
−∞

𝐻(𝜉, 𝑡)𝜓(𝑥− 𝜉)d𝜉

)︃
. (10.6)

� Перший спосiб. Шукаємо 𝐻 у виглядi

𝐻(𝑥, 𝑡) = 𝜃(𝑎𝑡− |𝑥|)𝑋(𝑎2𝑡2 − 𝑥2), (10.7)
добираючи функцiю𝑋 так, щоб для будь-якої кусково неперервної фун-
кцiї 𝜓 задана рiвнiстю (10.6) функцiя 𝑢 була розв’язком задачi (10.5).

Пiдставивши (10.7) у (10.6), дiстанемо

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑥+𝑎𝑡w
𝑥−𝑎𝑡

𝑋
(︀
𝑎2𝑡2 − (𝑥− 𝜉)2

)︀
𝜓(𝜉)d𝜉, (10.8)

або, рiвносильно,

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑎𝑡w
−𝑎𝑡

𝑋
(︀
𝑎2𝑡2 − 𝜉2

)︀
𝜓(𝑥− 𝜉)d𝜉. (10.9)

Очевидно, 𝑢 задовольняє умову (10.5b).

Продиференцiювавши рiвнiсть (10.9) по 𝑡 раз, а тодi ще раз, дiста-
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немо

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑎𝑋(0) (𝜓(𝑥− 𝑎𝑡) + 𝜓(𝑥+ 𝑎𝑡)) + 2𝑎2𝑡

𝑎𝑡w

−𝑎𝑡

𝑋 ′ (︀𝑎2𝑡2 − 𝜉2
)︀
𝜓(𝑥− 𝜉)d𝜉,

(10.10)

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑎2𝑋(0)
(︀
𝜓′(𝑥− 𝑎𝑡)− 𝜓′(𝑥+ 𝑎𝑡)

)︀
+ 2𝑎2

𝑎𝑡w

−𝑎𝑡

𝑋 ′ (︀𝑎2𝑡2 − 𝜉2
)︀
𝜓(𝑥− 𝜉)d𝜉

+ 2𝑎3𝑡𝑋 ′(0) (𝜓(𝑥− 𝑎𝑡) + 𝜓(𝑥+ 𝑎𝑡)) + 4𝑎4𝑡2
𝑎𝑡w

−𝑎𝑡

𝑋 ′′ (︀𝑎2𝑡2 − 𝜉2
)︀
𝜓(𝑥− 𝜉)d𝜉.

(10.11)

Диференцiювання по 𝑥 рiвностi (10.9) дає

𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑋(0) (𝜓(𝑥+ 𝑎𝑡)− 𝜓(𝑥− 𝑎𝑡))− 2

𝑥+𝑎𝑡w

𝑥−𝑎𝑡

(𝑥− 𝜉)𝑋 ′ (︀𝑎2𝑡2 − (𝑥− 𝜉)2
)︀
𝜓(𝜉)d𝜉,

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑋(0)
(︀
𝜓′(𝑥+ 𝑎𝑡)− 𝜓′(𝑥− 𝑎𝑡)

)︀
+ 2𝑎𝑡𝑋 ′(0) (𝜓(𝑥+ 𝑎𝑡)− 𝜓(𝑥− 𝑎𝑡))

+

𝑥+𝑎𝑡w

𝑥−𝑎𝑡

[︀
4(𝑥− 𝜉)2𝑋 ′′ (︀𝑎2𝑡2 − (𝑥− 𝜉)2

)︀
− 2𝑋 ′ (︀𝑎2𝑡2 − (𝑥− 𝜉)2

)︀]︀
𝜓(𝜉)d𝜉.

Таким чином, пiдпорядкувавши функцiю 𝑋 вимозi
𝑋 ′(0) = 0, (10.12)

матимемо

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑋(0) (𝜓′(𝑥+ 𝑎𝑡) − 𝜓′(𝑥− 𝑎𝑡))

+

𝑎𝑡w
−𝑎𝑡

[︀
4𝜉2𝑋 ′′ (︀𝑎2𝑡2 − 𝜉2

)︀
− 2𝑋 ′ (︀𝑎2𝑡2 − 𝜉2

)︀]︀
𝜓(𝑥− 𝜉)d𝜉,

що разом iз (10.11), (10.12) (ще раз) i (10.9) дає

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) − 𝑎2𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) − 𝜇2𝑢(𝑥, 𝑡) = 4𝑎2
𝑎𝑡w

−𝑎𝑡

[︀
(𝑎2𝑡2 − 𝜉2)𝑋 ′′ (︀𝑎2𝑡2 − 𝜉2

)︀
+ 𝑋 ′ (︀𝑎2𝑡2 − 𝜉2

)︀
− (𝜇/2𝑎)2𝑋

(︀
𝑎2𝑡2 − 𝜉2

)︀]︀
𝜓(𝑥− 𝜉)d𝜉.

Зважаючи на (10.5a) лiва частина рiвностi є тотожний нуль. З огляду
на довiльнiсть 𝜓 це означає, що тотожним нулем є i вираз у квадратних
дужках. Отже, функцiя 𝑋 повинна при додатних значеннях аргументу
задовольняти рiвняння

𝑥𝑋 ′′ +𝑋 ′ − (𝜇/2𝑎)2𝑋 = 0. (10.13)
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Покажемо, що за належного вибору константи 𝛼 одним iз розв’язкiв
його є

𝑋(𝑥) = 𝐼0
(︀
𝛼
√
𝑥
)︀
, (10.14)

де 𝐼𝜈 – модифiкована бесселева функцiя порядку 𝜈.
Позначимо 𝐹 (𝑥) = 𝑥𝐼1(𝑥). Спираючись на формули (7.14) i (7.15),

одержуємо з (10.14)

𝑋 ′(𝑥) =
𝐹 (𝛼

√
𝑥)

2𝑥
,

𝑋 ′′(𝑥) = −𝐹 (𝛼
√
𝑥)

2𝑥2
+
𝛼𝐹 ′ (𝛼

√
𝑥)

4𝑥3/2
= −𝐹 (𝛼

√
𝑥)

2𝑥2
+
𝛼2𝐼0 (𝛼

√
𝑥)

4𝑥

= −𝑋
′(𝑥)

𝑥
+
𝛼2𝑋(𝑥)

4𝑥
.

Отже, треба покласти 𝛼 = 𝜇/𝑎. Взявши ще до уваги лiнiйнiсть i одно-
рiднiсть рiвняння (10.13), доходимо такого висновку: для будь-якого
𝐶 ∈ R функцiя

𝑋(𝑥) = 𝐶𝐼0

(︂
𝜇
√
𝑥

𝑎

)︂
(10.15)

задовольняє рiвняння (10.13). Задовольняє вона й умову (10.12), бо
𝐼1(0) = 0. Поклавши в (10.10) 𝑡 = 0, бачимо, що значення 𝑋(0) = 1/2𝑎
забезпечує виконання умови (10.5c), тож у (10.15) слiд узяти 𝐶 = 1/2𝑎
(нагадаємо, що 𝐼0(0) = 1). Вiдтак, пiдставивши (10.15) у (10.7), одержу-
ємо вiдповiдь:

𝐻(𝑥, 𝑡) =
𝜃(𝑎𝑡− |𝑥|)𝐼0

(︀
𝜇𝑎−1

√
𝑎2𝑡2 − 𝑥2

)︀
2𝑎

. (10.16)

Другий спосiб буде продемонстровано в прикладi 11.9. �
Приклад 10.2. Побудувати функцiю Грiна оператора
𝜕2/𝜕𝑡2 −

(︀
𝑎2𝜕2/𝜕𝑥2 − 𝜇2

)︀
, тобто функцiю 𝐻 таку, що розв’язок задачi

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝜇2𝑢,
𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥)

в R дається формулою (10.6).

� Перший спосiб такий же, як i в попередньому прикладi. Шукає-
мо 𝐻 у виглядi (10.7). Оскiльки порiвняно з прикладом 11.9 змiнився
тiльки знак перед 𝜇2, то тi самi викладки приводять до задачi Кошi

𝑥𝑋 ′′ +𝑋 ′ + (𝜇/2𝑎)2𝑋 = 0,
𝑋(0) = 1/2𝑎, 𝑋 ′(0) = 0.

Спираючись на формули (7.6) i (7.7) пересвiдчуємося, що розв’язок її
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дається формулою

𝑋(𝑥) = (2𝑎)−1𝐽0
(︀
𝛼
√
𝑥
)︀
,

аналогiчною (10.15). Пiдставивши цей вираз у (10.7), одержимо вiдпо-
вiдь:

𝐻(𝑥, 𝑡) =
𝜃(𝑎𝑡− |𝑥|)𝐽0

(︀
𝜇𝑎−1

√
𝑎2𝑡2 − 𝑥2

)︀
2𝑎

.

Другий спосiб. Той самий вираз одержимо замiнивши в умовi попе-
реднього прикладу i вiдповiдi (10.16) до нього 𝜇 на 𝜇𝑖 i скориставшись
випливаючою з (7.13) формулою 𝐼0(𝑖𝑥) = 𝐽0(𝑥). �

Приклад 10.3. Розв’язати крайову задачу в R+

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑓,
𝑢(0, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥).

� Ця задача описує коливання нескiнченної в одну сторону струни
(𝑢(𝑥, 𝑡) – вiдхил точки 𝑥 у момент 𝑡 вiд положення рiвноваги) iз закрi-
пленим кiнцем. Зведемо її до задачi Кошi на R продовживши функцiї
𝑓(·, 𝑡), 𝑢 i 𝑢1 з пiвосi на всю дiйсну вiсь так, щоб розв’язок задачi на
R справджував умову 𝑢(0, 𝑡) = 0. Для цього, очевидно, потрiбно, щоб
у кожнiй точцi −𝑥 < 0 початковий вiдхил 𝑢0(−𝑥), початкова швид-
кiсть 𝑢1(−𝑥) i, в будь-який момент 𝑡, лiнiйна густина зовнiшньої сили
𝑓(−𝑥, 𝑡) були рiвнi за абсолютною величиною i протилежнi за знаком
цим же чинникам у точцi 𝑥. Iнакше кажучи, функцiї 𝑢0, 𝑢1 i 𝑓(·, 𝑡) треба
продовжити на вiд’ємну пiввiсь непарним чином:

𝑢𝑖(−𝑥) = −𝑢𝑖(𝑥), 𝑓(−𝑥, 𝑡) = −𝑓(𝑥, 𝑡). (10.17)
Тодi точка 0 при в i л ь н и х коливаннях нескiнченної в обидвi сторони
струни залишатиметься нерухомою, так наче її закрiплено. Тому при
𝑥 > 0 формула Даламбера даватиме розв’язок поставленої вище кра-
йової задачi на R+. Але це незручна форма запису вiдповiдi, бо в нiй
фiгурують вiдсутнi в постановцi вiд’ємнi значення аргументу функцiй
𝑢0, 𝑢1 i 𝑓(·, 𝑡). Щоб виключити їх, запишемо на пiдставi (10.17)

𝑢0(𝑥−𝑎𝑡) = 𝑢0(|𝑥−𝑎𝑡|) sgn(𝑥−𝑎𝑡),
|𝑥−𝑎𝑡|w
𝑥−𝑎𝑡

𝑢1(𝜉)d𝜉 = 0,

|𝑥−𝑎𝑠|w
𝑥−𝑎𝑠

𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉 = 0,
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у результатi чого рiвнiсть (10.2) набуде вигляду

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑢0(𝑥+ 𝑎𝑡) + 𝑢0(|𝑥− 𝑎𝑡|) sgn(𝑥− 𝑎𝑡)

2

+
1

2𝑎

𝑥+𝑎𝑡w
|𝑥−𝑎𝑡|

𝑢1(𝜉)d𝜉 +
1

2𝑎

𝑡w
0

d𝜏

𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)w
|𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)|

𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉. (10.18)

Останнiй доданок можна ще записати як

1

2𝑎

𝑡w
0

d𝜏

𝑥+𝑎𝜏w
|𝑥−𝑎𝜏 |

𝑓(𝜉, 𝑡− 𝜏)d𝜉. �

Приклад 10.4. а) Виразити функцiю Грiна крайової задачi

𝜕𝑚𝑢

𝜕𝑡𝑚
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑓, (10.19a)

𝜕𝑖𝑢

𝜕𝑡𝑖
(𝑥, 0) = 𝑢𝑖(𝑥), 𝑖 = 0, . . . ,𝑚− 1, (10.19b)

𝑢(0, 𝑡) = 0 (10.20)
на R+ через функцiю Грiна задачi Кошi на R з тими ж рiвнянням i
початковими умовами.

б) Для 𝑚 = 2 записати функцiю Грiна в явному виглядi.
Еквiвалентне формулювання пункту а) таке. Нехай 𝐺 – функцiя Грi-

на задачi Кошi (10.19) на R, тобто функцiя змiнних 𝑥 ∈ R, 𝑡 ∈ R+ така,
що для будь-яких кусково неперервних локально iнтегровних функцiй
𝑢0, . . . , 𝑢𝑚−1, 𝑓 (першi 𝑚 на R, остання на R× R+) розв’язок задачi да-
ється формулою

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝜕𝑚−1−𝑖

𝜕𝑡𝑚−1−𝑖

∞w
−∞

𝐺(𝑥−𝜉, 𝑡)𝑢𝑖(𝜉)d𝜉+
𝑡w
0

d𝜏

∞w
−∞

𝐺(𝑥−𝜉, 𝑡−𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉,

(10.21)
окремим випадком якої є (10.3). Потрiбно виразити через неї функцiю
𝐺1 = 𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡) (iндекс вказує на рiд межової умови) трьох невiд’ємних
змiнних таку, що розв’язок задачi (10.19) & (10.20) дається формулою

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝜕𝑚−1−𝑖

𝜕𝑡𝑚−1−𝑖

∞w
0

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑢𝑖(𝜉)d𝜉+

𝑡w
0

d𝜏

∞w
0

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡−𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉.

(10.22)
Пiдкреслимо, що 𝐺 i 𝐺1 вiд 𝑢0, . . . , 𝑢𝑚−1, 𝑓 не залежать.
� а) Продовжуємо 𝑓(·, 𝑡) i всi 𝑢𝑖 на R так само i з тих же мiркувань,

що й у попередньому прикладi. Тодi задана рiвнiстю (10.21) функцiя 𝑢
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на R× R+ задовольняє не тiльки рiвняння (10.19a) i початковi умови
(10.19b) (цей факт вiд способу продовження не залежить), але й межо-
ву умову (10.20). Справдi, позначивши 𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑢(−𝑥, 𝑡), одержимо з
(10.19) i (10.17) задачу Кошi для 𝑣:

𝜕𝑚𝑣

𝜕𝑡𝑚
= 𝑎2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 𝑓,

𝜕𝑖𝑣

𝜕𝑡𝑖
(𝑥, 0) = −𝑢𝑖(𝑥), 𝑖 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Оскiльки вона лiнiйна, то й розв’язок залежить вiд 𝑢0, . . . , 𝑢𝑚−1, 𝑓 лi-
нiйно, тож 𝑣(𝑥, 𝑡) = −𝑢(𝑥, 𝑡). Поклавши 𝑥 = 0, бачимо, що 𝑢(0, 𝑡) = 0.

Залишається перетворити формулу (10.20) так, щоб змiнна iнтегру-
вання 𝜉 пробiгала тiльки додатнi значення. Записавши

0w
−∞

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢𝑖(𝜉)d𝜉 =

∞w
0

𝐺(𝑥+ 𝜉, 𝑡)𝑢𝑖(−𝜉)d𝜉 (10.23)

i скориставшись непарнiстю 𝑢𝑖, дiстанемо
∞w

−∞
𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢𝑖(𝜉)d𝜉 =

∞w
0

(𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡) −𝐺(𝑥+ 𝜉, 𝑡))𝑢𝑖(𝜉)d𝜉.

Отже, за умови (10.17) рiвнiсть (10.21) рiвносильна (10.22), де
𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡) = 𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡) −𝐺(𝑥+ 𝜉, 𝑡). (10.24)

б) При 𝑚 = 2 для 𝐺1 можна дати три еквiвалентнi вирази. Першi
два випливають безпосередньо з (10.24) i (10.4):

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡) =
𝜃(𝑎𝑡− |𝑥− 𝜉|) − 𝜃(𝑎𝑡− |𝑥+ 𝜉|)

2𝑎
,

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡) =
𝜃(𝑥− 𝜉 + 𝑎𝑡) − 𝜃(𝑥− 𝜉 − 𝑎𝑡) − 𝜃(𝑥+ 𝜉 + 𝑎𝑡) + 𝜃(𝑥+ 𝜉 − 𝑎𝑡)

2𝑎
.

Порiвнявши (10.22) при 𝑚 = 2 з (10.18), бачимо, що

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡) =
𝜃(𝑥+ 𝑎𝑡− 𝜉) − 𝜃(|𝑥− 𝑎𝑡| − 𝜉)

2𝑎
. �

Приклад 10.5. Виразити функцiю Грiна 𝐺2 крайової задачi на R+ з
рiвнянням (10.19a), початковими умовами (10.19b) i однорiдною межо-
вою умовою другого роду

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0 (10.25)
через функцiю Грiна задачi Кошi (10.19) на R.
� Змiни порiвняно з пунктом а) попереднього прикладу очевиднi.

Продовживши 𝑓(·, 𝑡) i всi 𝑢𝑖 на R парним чином, дiстанемо для 𝑣 т у
с а м у задачу Кошi, що й для 𝑢. Отже, 𝑢(−𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡), що тягне за
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собою (10.25).
З (10.23) i парностi 𝑢𝑖 маємо

∞w
−∞

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢𝑖(𝜉)d𝜉 =

∞w
0

𝐺2(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑢𝑖(𝜉)d𝜉, (10.26)

де
𝐺2(𝑥, 𝜉, 𝑡) = 𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡) +𝐺(𝑥+ 𝜉, 𝑡).

Це i є функцiя Грiна крайової задачi (10.19) & (10.25) на R+. Рiвностi
(10.21), (10.26) i аналогiчна останнiй рiвнiсть для 𝑓(·, 𝑡) дозволяють за-
писати розв’язок цiєї задачi у виглядi (10.22), замiнивши, звичайно, 𝐺1
на 𝐺2. �
Приклад 10.6

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥, 𝑥, 𝑡 > 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0,
𝑢(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡).

(10.27)

� Припустимо тимчасово, що функцiя 𝜇 двiчi неперервно диферен-
цiйовна. Тодi

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝜇(𝑡), (10.28)
де 𝑣 – розв’язок крайової задачi

𝑣𝑡𝑡 = 𝑎2𝑣𝑥𝑥 − 𝜇̈, 𝑥, 𝑡 > 0,
𝑣(𝑥, 0) = −𝜇(0),
𝑣𝑡(𝑥, 0) = −𝜇̇(0),
𝑣(0, 𝑡) = 0

з о д н о р i д н о ю межовою умовою. За формулою (10.18)

𝑣(𝑥, 𝑡) = −𝜇(0)
1 + sgn(𝑥− 𝑎𝑡)

2
− 𝜇̇(0)

𝑥+ 𝑎𝑡− |𝑥− 𝑎𝑡|
2𝑎

− 1

2𝑎

𝑡w
0

(𝑥+ 𝑎(𝑡− 𝜏) − |𝑥− 𝑎(𝑡− 𝜏)|)𝜇̈(𝜏)d𝜏.

Очевиднi тотожностi
sgn 𝑏+ 1 = 2𝜃(𝑏), 𝑏+ 𝑐− |𝑏− 𝑐| = 2(𝑏 ∧ 𝑐)

перетворюють цю рiвнiсть до вигляду

𝑣(𝑥, 𝑡) = −𝜇(0)𝜃(𝑥− 𝑎𝑡)− 𝜇̇(0)
(︁𝑥
𝑎
∧ 𝑡
)︁
−

𝑡w
0

(︁𝑥
𝑎
∧ (𝑡− 𝜏)

)︁
𝜇̈(𝜏)d𝜏. (10.29)

Позначимо 𝛼 = 𝑡− 𝑥/𝑎. Очевидно,

𝑥

𝑎
∧ (𝑡− 𝜏) =

{︂
𝑥/𝑎, 𝜏 < 𝛼,
𝑡− 𝜏, 𝜏 > 𝛼,
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звiдки

𝑡w
0

(︁𝑥
𝑎
∧ (𝑡− 𝜏)

)︁
𝜇̈(𝜏)d𝜏 =

𝑥

𝑎

𝛼+w
0

𝜇̈(𝜏)d𝜏 +

𝑡w
𝛼+

(𝑡− 𝜏)𝜇̈(𝜏)d𝜏.

Проiнтегрувавши (у другому доданку — частинами: 𝜇̈(𝜏)d𝜏 = d𝜇̇(𝜏)) i
звiвши подiбнi, одержимо

𝑡w
0

(︁𝑥
𝑎
∧ (𝑡− 𝜏)

)︁
𝜇̈(𝜏)d𝜏 = (𝛼+ − 𝛼)𝜇̇(𝛼+) − 𝑥

𝑎
𝜇̇(0) + 𝜇(𝑡) − 𝜇(𝛼+),

що разом iз (10.29) дає

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝜇(𝛼+)−𝜇(0)𝜃(𝑥−𝑎𝑡)+𝑎−1(𝑥−(𝑥∧𝑎𝑡))𝜇̇(0)−(𝛼+−𝛼)𝜇̇(𝛼+)−𝜇(𝑡).

Звiдси i з очевидних рiвностей
𝜇(𝛼+) − 𝜇(0)𝜃(𝑥− 𝑎𝑡) = 𝜇(𝛼)(1 − 𝜃(𝑥− 𝑎𝑡)),

𝑥− (𝑥 ∧ 𝑎𝑡)
𝑎

=

{︂
0, 𝑥 < 𝑎𝑡,
−𝛼, 𝑥 > 𝑎𝑡,

(𝛼+ − 𝛼)𝜇̇(𝛼+) =

{︂
0, 𝑥 < 𝑎𝑡,
−𝛼𝜇̇(0), 𝑥 > 𝑎𝑡,

маємо
𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝜇(𝛼)(1 − 𝜃(𝑥− 𝑎𝑡)) − 𝜇(𝑡),

що перетворює рiвнiсть (10.28) до вигляду
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜃(𝑡− 𝑥/𝑎)𝜇(𝑡− 𝑥/𝑎). (10.30)

Якщо 𝜇(+0) ̸= 0, то ця формула залишає значення 𝑢(𝑥, 𝑎/𝑥), вони ж
𝑢(𝑎𝑡, 𝑡), невизначеними. Їх i не потрiбно визначати, бо в такому разi 𝑢𝑡𝑡
i 𝑢𝑥𝑥 iснують тiльки як узагальненi функцiї, а тодi й розв’язок треба
шукати в цьому класi. Задана ж рiвнiстю (10.30) узагальнена функцiя
не залежить вiд того, як ми доозначимо її на променi 𝑥 = 𝑎𝑡, та й саме́
це доозначення у випадку 𝜇(+0) ̸= 0 буде чистим волюнтаризмом.

Ми вивели вираз (10.30), припустивши функцiю 𝜇 двiчi неперервно
диференцiйовною. Безпосередньо видно, що так задана функцiя справ-
джує всi спiввiдношення задачi i тодi, коли 𝜇 має цю властивiсть куско-
во, тобто для будь-якого 𝑇 > 0 iснує скiнченна послiдовнiсть 0 = 𝑡0 <
. . . < 𝑡𝑚 така, що 𝑡𝑚 > 𝑇 i на кожному з iнтервалiв ]𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖[ 𝜇 двiчi ди-
ференцiйовна, а 𝜇̈ рiвномiрно неперервна. Таким чином, рiвнiсть (10.30)
дає вiдповiдь i в цьому випадку. �
Приклад 10.7

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥, 𝑥 > 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡).
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� Позначимо 𝑣 = 𝑢𝑥. Продиференцiювавши по 𝑥 рiвняння i початко-
вi (але не межову) умови, дiстанемо для 𝑣 задачу попереднього прикла-
ду з iнакше позначеною невiдомою функцiєю. Тодi за формулою (10.30)

𝑣(𝑥, 𝑡) =

{︂
0, 𝑡 < 𝑥/𝑎,
𝜇(𝑡− 𝑥/𝑎), 𝑡 > 𝑥/𝑎,

звiдки за формулою Ньютона–Лейбнiца

𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(+0, 𝑡) =

𝑥∧𝑎𝑡w
0

𝜇

(︂
𝑡− 𝜉

𝑎

)︂
d𝜉.

Перейшовши до змiнної iнтегрування 𝜏 = 𝑡− 𝜉/𝑎 i взявши до уваги, що
𝑡− (𝑡 ∧ 𝑥/𝑎) = (𝑡− 𝑎/𝑥)+, перетворимо рiвнiсть до вигляду

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎

𝑡w
(𝑡−𝑥/𝑎)+

𝜇(𝜏)d𝜏 + 𝑔(𝑡), (10.31)

де 𝑔(𝑡) = 𝑢(+0, 𝑡). Щоб визначити 𝑔, пiдставимо цей вираз у рiвняння
для 𝑢.

При 𝑥 > 𝑎𝑡 iз (10.31) маємо

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎

𝑡w
0

𝜇(𝜏)d𝜏 + 𝑔(𝑡),

звiдки 𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑢𝑡𝑡 = 𝑎𝜇̇+ 𝑔. Якщо ж 𝑥 < 𝑎𝑡, то згiдно з (10.31)

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎

𝑡w
𝑡−𝑥/𝑎

𝜇(𝜏)d𝜏 + 𝑔(𝑡),

звiдки

𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝜇(𝑡− 𝑥/𝑎), 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑎−1𝜇̇(𝑡− 𝑥/𝑎),

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑎(𝜇(𝑡) − 𝜇(𝑡− 𝑥/𝑎)) + 𝑔̇(𝑡),

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑎(𝜇̇(𝑡) − 𝜇̇(𝑡− 𝑥/𝑎)) + 𝑔(𝑡) ≡ 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑎𝜇̇(𝑡) + 𝑔(𝑡).

В обох випадках рiвняння для 𝑢 рiвносильне рiвностi 𝑔̇ = −𝑎𝜇̇. При цьо-
му за означенням функцiї 𝑔 𝑔(0) = 𝑢(+0, 0), 𝑔̇(0) = 𝑢𝑡(+0, 0). З останнiх
трьох рiвностей i початкових умов для 𝑢 знаходимо 𝑔(𝑡) = −𝑎

r 𝑡
0
𝜇(𝜏)d𝜏 .

Пiдставивши це в (10.31), одержимо вiдповiдь

𝑢(𝑥, 𝑡) = −𝑎
(𝑡−𝑥/𝑎)+w

0

𝜇(𝜏)d𝜏. �
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Приклад 10.8

𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥, 𝑥 > 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝑢(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡).

(10.32)

� Перший спосiб. Виконаємо перетворення Фур’є по змiннiй 𝑥. Нага-
даємо, що для функцiй на пiвпрямiй воно iснує у двох формах: косинус-
i синус-перетворення. У цьому прикладi зручнiшою є друга. Отож, для
довiльної функцiї 𝑔 ∈ L1(R+) позначимо

𝑔(𝜆) =

∞w
0

𝑔(𝑥) sin𝜆𝑥d𝑥. (10.33)

Якщо 𝑔 кусково неперервно диференцiйовна, то в точках неперервностi

𝑔(𝑥) =
2

𝜋

∞w
0

𝑔(𝜆) sin𝜆𝑥d𝑥. (10.34)

Якщо 𝑔 неперервно диференцiйовна, а 𝑔′ кусково неперервно диферен-
цiйовна, обидвi функцiї абсолютно iнтегровнi i прямують до нуля на
нескiнченностi, то, замiнивши в (10.33) 𝑔 на 𝑔′′ i двiчi проiнтегрувавши
частинами, одержимо ̂︁𝑔′′(𝜆) = −𝜆2𝑔(𝜆) + 𝜆𝑔(+0).

Звiдси, припустивши тимчасово, що при кожному 𝑡 𝑢(·, 𝑡) має перелiченi
властивостi, i врахувавши умову задачi (10.32), дiстаємо̂︂𝑢𝑥𝑥(𝜆, 𝑡) = −𝜆2𝑢̂(𝜆, 𝑡) + 𝜆𝜇(𝑡).

Якщо до того ж

𝜕

𝜕𝑡

∞w
0

𝑢(𝑥, 𝑡) sin𝜆𝑥d𝑥 =

∞w
0

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) sin𝜆𝑥d𝑥

i

lim
𝑡→0

∞w
0

𝑢(𝑥, 𝑡) sin𝜆𝑥d𝑥 =

∞w
0

lim
𝑡→0

𝑢(𝑥, 𝑡) sin𝜆𝑥d𝑥,

то задача (10.32) переводиться синус-перетворенням у таку:

𝑢̂𝑡 = −𝑎2𝜆2𝑢̂+ 𝑎2𝜆𝜇,
𝑢̂(𝜆, 0) = 0.

Розв’язок останньої дається, очевидно, формулою

𝑢̂(𝜆, 𝑡) = 𝑎2𝜆

𝑡w
0

𝑒−𝑎
2𝜆2(𝑡−𝜏)𝜇(𝜏)d𝜏.
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З неї, вернувшись до оригiналiв, знаходимо

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑡w
0

𝐾(𝑥, 𝑡− 𝜏)𝜇(𝜏)d𝜏, (10.35)

де 𝐾(·, 𝑡) – така функцiя, що 𝐾̂(𝜆, 𝑡) = 𝑎2𝜆𝑒−𝑎
2𝜆2𝑡. Порiвнявши цю рiв-

нiсть iз (10.33) i (10.34), бачимо, що

𝐾(𝑥, 𝑡) =
2𝑎2

𝜋

∞w
0

𝑒−𝑎
2𝜆2𝑡 sin𝜆𝑥d𝜆 ≡ −2𝑎2

𝜕

𝜕𝑥

1

𝜋

∞w
0

𝑒−𝑎
2𝜆2𝑡 cos𝜆𝑥d𝜆.

Звiдси, записавши на пiдставi (9.15) i (9.4)

1

𝜋

∞w
0

𝑒−𝑎
2𝜆2𝑡 cos𝜆𝑥d𝜆 =

1

2𝑎
√
𝜋𝑡
𝑒−

𝑥2

4𝑎2𝑡 = 𝐺(𝑥, 𝑡),

одержуємо
𝐾 = −2𝑎2𝐺𝑥, (10.36)

що перетворює рiвнiсть (10.35) до вигляду

𝑢(𝑥, 𝑡) = −2𝑎2
𝑡w
0

𝐺𝑥(𝑥, 𝑡− 𝜏)𝜇(𝜏)d𝜏 ≡ −2𝑎2
𝜕

𝜕𝑥

𝑡w
0

𝐺(𝑥, 𝑡− 𝜏)𝜇(𝜏)d𝜏.

(10.37)
Вираз функцiї 𝐺𝑥, як видно з написаного вище виразу 𝐺, такий:

𝐺𝑥(𝑥, 𝑡) = − 𝑥

4𝑎3
√
𝜋𝑡3/2

𝑒−
𝑥2

4𝑎2𝑡 . (10.38)

Зробленi вище припущення про 𝑢 тепер перевiряти не потрiбно, бо
безпосередньо видно, що задана рiвнiстю (10.37) функцiя справджує всi
спiввiдношення задачi (10.32).

Другий спосiб використовує перетворення Лапласа по 𝑡. Позначимо

𝑢̃(𝑥, 𝑝) =

∞w
0

𝑒−𝑝𝑡𝑢(𝑥, 𝑡)d𝑡

(аналогiчно 𝜇̃(𝑝)). Тодi за деяких тимчасових додаткових припущень,
аналогiчних зробленим у першому способi, з (10.32) дiстаємо задачу
Кошi

𝑝𝑢̃ = 𝑎2𝑢̃𝑥𝑥,
𝑢̃(0, 𝑝) = 𝜇̃(𝑝),

в якiй 𝑝 вiдiграє роль параметра. Загальний розв’язок диференцiально-
го рiвняння для 𝑢̃ дається формулою

𝑢̃(𝑥, 𝑝) = 𝐶1(𝑝)𝑒−
√
𝑝𝑥/𝑎 + 𝐶2(𝑝)𝑒

√
𝑝𝑥/𝑎.

Але 𝑒
√
𝑝𝑥/𝑎 як функцiя вiд 𝑝 не належить просторовi перетворiв, тож
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𝐶2(𝑝) = 0, що спiльно з початковою умовою дає

𝑢̃(𝑥, 𝑝) = 𝑒−
√
𝑝𝑥/𝑎𝜇̃(𝑝) (10.39)

i за вiдомою властивiстю перетворення Лапласа (добуток перетворiв є
перетвором згортки) приводить до формули (10.35), у якiй цього разу
𝐾(𝑥, ·) – функцiя така, що

∞w
0

𝑒−𝑝𝑡𝐾(𝑥, 𝑡)d𝑡 = 𝑒−
√
𝑝𝑥/𝑎. (10.40)

Позначивши

𝑈(𝑥, 𝑡) =

𝑡w
0

𝐾(𝑥, 𝜏)d𝜏 (10.41)

i записавши
∞w
0

𝑒−𝑝𝑡d𝑡

𝑡w
0

𝐾(𝑥, 𝜏)d𝜏 =

∞w
0

𝐾(𝑥, 𝜏)d𝜏

∞w
𝜏

𝑒−𝑝𝑡d𝑡,

виводимо з (10.40) i (10.41), що
∞w
0

𝑒−𝑝𝑡𝑈(𝑥, 𝑡)d𝑡 = 𝑝−1𝑒−
√
𝑝𝑥/𝑎.

Права частина цiєї рiвностi є, як видно з (10.39), перетвором розв’язку
задачi (10.32) з 𝜇 = 1, а значить 𝑈 i є сам цей розв’язок. Покажемо, як
знайти його, не використовуючи формулу (10.41), у якiй пiдiнтегральна
функцiя поки що невiдома.

Позначимо

𝐻(𝑥, 𝑡) =

𝑡w
0

𝐺𝑥(𝑥, 𝜏)d𝜏. (10.42)

Узявши до уваги (10.38) i зробивши в iнтегралi замiну 𝜏 = 𝑥2/4𝑎2𝑠,
дiстанемо

𝐻(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝑎2
√
𝜋

∞w
𝑥2/4𝑎2𝑡

𝑠−1/2𝑒−𝑠d𝑠,

звiдки видно, що𝐻𝑡 = 𝑎2𝐻𝑥𝑥,𝐻(𝑥,+0) = 0 i𝐻(+0, 𝑡) = −(2𝑎2
√
𝜋)−1Γ(1/2)

≡ −(2𝑎2)−1.Отже, функцiя −2𝑎2𝐻 – також розв’язок задачi (10.32) з
𝜇 = 1, а значить −2𝑎2𝐻 = 𝑈 , що разом iз (10.41) i (10.42) приводить до
(10.36).
Зауваження. З (10.35) i (10.41) випливає принцип Дюамеля: розв’язок задачi
(10.32) дається формулою

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑡w

0

𝜇(𝑡− 𝜏)𝑈̇(𝑥, 𝜏)d𝜏, (10.43)
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де 𝑈 – розв’язок цiєї ж задачi з 𝜇 = 1. Вiн має мiсце i для хвильового рiвнян-
ня. Справдi, виведена в прикладi 10.6 рiвнiсть (10.30) показує, що розв’язок
задачi (10.27) з 𝜇 = 1 є 𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝜃(𝑡 − 𝑥/𝑎). Для нього 𝑈̇(𝑥, 𝑡) = 𝛿(𝑡 − 𝑥/𝑎) i,
таким чином, рiвнiсть (10.30) рiвносильна (10.43).

Операцiйне числення дає найкоротше, хоч i дещо формальне доведення
цього важливого принципу. Фiзично вмотивоване доведення наведено у [24,
с. 238–240].

Третiй спосiб. Припустивши тимчасово неперервну диференцiйов-
нiсть 𝜇, шукаємо розв’язок задачi (10.32) у виглядi

𝑢 = 𝑣 + 𝜇. (10.44)
Тодi 𝑣 повинна бути розв’язком задачi

𝑣𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝜇̇,
𝑣(𝑥, 0) = −𝜇(0),
𝑣(0, 𝑡) = 0.

За формулою (10.22)

𝑣(𝑥, 𝑡) = −𝜇(0)

∞w
0

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡)d𝜉 −
∞w
0

d𝜉

𝑡w
0

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝜇̇(𝜏)d𝜏. (10.45)

Записавши
∞w
0

d𝜉

𝑡w
0

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝜇̇(𝜏)d𝜏 = lim
𝜀→+0

∞w
0

d𝜉

𝑡−𝜀w
0

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝜇̇(𝜏)d𝜏,

𝑡−𝜀w
0

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝜇̇(𝜏)d𝜏 = 𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝜀)𝜇(𝑡− 𝜀) −𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝜇(0)

−
𝑡−𝜀w
0

𝜇(𝜏)
𝜕𝐺1

𝜕𝜏
(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏))d𝜏

(𝜀 вводиться для того, щоб не оперувати з 𝐺1(𝑥, 𝜉, 0) = 𝛿(𝑥 − 𝜉)) i вра-
хувавши, що в останньому доданку 𝜕𝐺1/𝜕𝜏 = −𝜕𝐺1/𝜕𝑡, перетворимо
(10.45) до вигляду

𝑣(𝑥, 𝑡) = −𝜇(𝑡) lim
𝜀→+0

∞w
0

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝜀)d𝜉− lim
𝜀→+0

𝑡−𝜀w
0

𝜇(𝜏)d𝜏

∞w
0

𝜕𝐺1

𝜕𝑡
(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)d𝜉.

(10.46)
Розв’язком задачi (10.19) & (10.20) з 𝑚 = 1, 𝑓 = 0, 𝑢0 = 1 є, згiдно
з формулою (10.22), функцiя

r∞
0
𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝑡)d𝜉. Тодi з початкової умови

(10.19b) (𝑖 = 0) маємо

lim
𝜀→+0

∞w
0

𝐺1(𝑥, 𝜉, 𝜀)d𝜉 = 1.
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Це разом iз рiвнiстю

𝜕𝐺1

𝜕𝑡
= 𝑎2

𝜕2𝐺1

𝜕𝑥2
, 𝑡 > 0,

(функцiя Грiна крайової задачi при додатних значеннях часового ар-
гументу задовольняє однорiдне диференцiальне рiвняння цiєї задачi)
перетворює (10.46) до вигляду

𝑣(𝑥, 𝑡) = −𝜇(𝑡) − 𝑎2 lim
𝜀→+0

𝑡−𝜀w
0

𝜇(𝜏)d𝜏

∞w
0

𝜕2𝐺1

𝜕𝜉2
(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)d𝜉. (10.47)

Зважаючи на (9.4) i (9.15) при 𝑠 > 0

lim
𝜉→∞

𝜕𝐺1

𝜕𝜉
(𝑥, 𝜉, 𝑠) = 0.

Тодi за формулою Ньютона–Лейбнiца
∞w
0

𝜕2𝐺1

𝜕𝜉2
(𝑥, 𝜉, 𝑠)d𝜉 = −𝜕𝐺1

𝜕𝜉
(𝑥, 0, 𝑠),

що разом iз (10.47) i (10.44) дає

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎2
𝑡w
0

𝜕𝐺1

𝜕𝜉
(𝑥, 0, 𝑡− 𝜏)𝜇(𝜏)d𝜏.

Щоб звести цю вiдповiдь до вигляду (10.35), зауважимо, що згiдно з
(10.24)

𝜕𝐺1

𝜕𝜉
(𝑥, 𝜉, 𝑡) = −𝜕𝐺

𝜕𝑥
(𝑥− 𝜉, 𝑡) − 𝜕𝐺

𝜕𝑥
(𝑥+ 𝜉, 𝑡),

так що 𝜕𝐺1

𝜕𝜉 (𝑥, 0, 𝑡) = −2𝜕𝐺𝜕𝑥 (𝑥, 𝑡). �
Приклад 10.9

𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥, 𝑥 > 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝑢𝑥(0, 𝑡) − ℎ𝑢(0, 𝑡) = −ℎ𝜇(𝑡).

� Перейшовши, як у другому способi попереднього прикладу, до
лапласових перетворiв, дiстанемо задачу

𝑝𝑢̃ = 𝑎2𝑢̃𝑥𝑥,
𝑢̃𝑥(0, 𝑝) − ℎ𝑢̃(0, 𝑝) = −ℎ𝜇̃(𝑝),

з якої знаходимо

𝑢̃(𝑥, 𝑝) =
𝑎ℎ

𝑎ℎ+
√
𝑝
𝑒−

√
𝑝𝑥/𝑎𝜇̃(𝑝).
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Записавши
𝑎

𝑎ℎ+
√
𝑝

=

∞w
0

𝑒−(ℎ+
√
𝑝/𝑎)𝜉d𝜉,

перетворюємо цю рiвнiсть до вигляду

𝑢̃(𝑥, 𝑝) = ℎ

∞w
0

𝑒−ℎ𝜉𝑒−(𝑥+𝜉)
√
𝑝/𝑎d𝜉 𝜇̃(𝑝). (10.48)

Зважаючи на (10.40) i (10.36)

𝑒−
√
𝑝𝑥/𝑎 = −2𝑎2

∞w
0

𝑒−𝑝𝑡𝐺′(𝑥, 𝑡)d𝑡

(штрих означає диференцiювання по просторовiй змiннiй), так що

ℎ

∞w
0

𝑒−ℎ𝜉𝑒−(𝑥+𝜉)
√
𝑝/𝑎d𝜉 =

∞w
0

𝑒−𝑝𝑡𝑅(𝑥, 𝑡)d𝑡,

де

𝑅(𝑥, 𝑡) = −2𝑎2
∞w
0

𝑒−ℎ𝜉𝐺′(𝑥+ 𝜉, 𝑡)d𝜉.

Тодi з (10.48) маємо

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑡w
0

𝑅(𝑥, 𝑡− 𝜏)𝜇(𝜏)d𝜏. �

Приклад 10.10
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑓, 0 < 𝑥 < 𝑙,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),
𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0.

(10.49)

Хвильове рiвняння на вiдрiзку ми вже розв’язували в § 3 методом вiд-
окремлення змiнних. Розв’яжемо його тепер методом бiжучої хвилi, ма-
тематично еквiвалентним застосуванню формули Даламбера до фун-
кцiй, заданих початково на вiдрiзку i продовжених спецiальним чином
на всю пряму.
� У прикладi 10.4, маючи тiльки першу з межових умов (10.49), ми

продовжували функцiї 𝑢0, 𝑢1 i 𝑓(·, 𝑡) через лiвий (i єдиний) кiнець про-
меня непарним чином, тобто так, щоб початок координат був центром
симетрiї їхнiх графiкiв. Тепер же, маючи двi межовi умови, обидвi пер-
шого роду, продовжуємо функцiї так, щоб центрами симетрiї графiкiв
були обидва кiнцi вiдрiзка [0, 𝑙] на осi абсцис. Аналiтично ця властивiсть
довiльної функцiї 𝜙 на R виражається рiвностями

𝜙(−𝑥) = −𝜙(𝑥), 𝜙(𝑙 − 𝑥) = −𝜙(𝑙 + 𝑥), (10.50)
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з яких випливає 2𝑙-перiодичнiсть (𝜙(𝑥 − 𝑙) = −𝜙(𝑙 − 𝑥) = 𝜙(𝑥 + 𝑙)).
За такого продовження при вiльних коливаннях необмеженої струни
кiнцi вiдрiзка [0, 𝑙] залишатимуться нерухомими, тож при 0 < 𝑥 < 𝑙
формула Даламбера даватиме розв’язок поставленої крайової задачi.
Залишається, як i в прикладi 10.4, виключити тi значення аргументiв
функцiй, якi не входять у постановку.

Зафiксуємо в мiркуваннях цього абзацу iнтегровну на кожному се-
гментi функцiю 𝜙 i позначимо

r 𝑐
𝑏

=
r 𝑐
𝑏
𝜙(𝜉)d𝜉. Припустимо, що 𝜙 непар-

на i 2𝑙-перiодична. Тодi для будь-якого 𝛼 ∈ R
r 𝛼+2𝑙

𝛼
= 0, а значить для

будь-яких 𝑏, 𝑐 ∈ R, 𝑚,𝑛 ∈ Z
𝑐w
𝑏

=

𝑐−2𝑛𝑙w
𝑏−2𝑚𝑙

≡
𝑙w

𝑏−2𝑚𝑙

−
𝑙w

𝑐−2𝑛𝑙

.

Вибравши 𝑚 i 𝑛 так, щоб нижнi межi в останнiх двох iнтегралах були
меншi за 𝑙 i не бiльшi за −𝑙, i скориставшись випливаючою з непарностi
𝜙 рiвнiстю

r |𝛼|
𝛼

= 0, одержимо

𝑐w
𝑏

=

𝑙w
|𝑏−2𝑚𝑙|

−
𝑙w

|𝑐−2𝑛𝑙|

≡
|𝑐−2𝑛𝑙|w
|𝑏−2𝑚𝑙|

(10.51)

(нижня межа може бути бiльшою за верхню). Сформульоване вище пра-
вило вибору числа 𝑚 виражається нерiвностями

−𝑙 6 𝑏− 2𝑚𝑙 < 𝑙.

Записавши їх у формi
2𝑚𝑙 6 𝑏+ 𝑙 < 2(𝑚+ 1)𝑙,

бачимо, що 𝑚 = [𝑏/2𝑙 + 1/2], де [𝛼] – цiла частина 𝛼 (а {𝛼} нижче –
дробова частина 𝛼). Звiдси, позначивши

𝜒(𝛼) = 2𝑙{𝛼/2𝑙 + 1/2} − 𝑙, (10.52)
(графiк цiєї функцiї зображено на рис. 1), одержуємо

𝑏− 2𝑚𝑙 ≡ 2𝑙(𝑏/2𝑙 + 1/2 −𝑚− 1/2) = 𝜒(𝑏) (10.53)
i, аналогiчно, 𝑐− 2𝑛𝑙 = 𝜒(𝑐), що перетворює рiвнiсть (10.51) до вигляду

𝑐w
𝑏

=

|𝜒(𝑐)|w
|𝜒(𝑏)|

. (10.54)

Також iз (10.53) i 2𝑙-перiодичностi 𝜙 маємо
𝜙(𝑏) = 𝜙(𝜒(𝑏)), (10.55)
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а з непарностi 𝜙 i 𝜒 –

𝜙(𝜒(𝑏)) = 𝜙(|𝜒(𝑏)|)(−1)[𝑏/𝑙]. (10.56)

0

l

−l

−3l −2l −l l 2l 3l

Рис. 1. Графiк функцiї 𝜒.

Рiвностi (10.54) – (10.56) перетворюють формулу Даламбера з не-
парними 2𝑙-перiодичними функцiями 𝑢0, 𝑢1 i 𝑓(·, 𝑡− 𝜏) до вигляду

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑢0(|𝜒(𝑥+ 𝑎𝑡)|)(−1)[(𝑥+𝑎𝑡)/𝑙] + 𝑢0(|𝜒(𝑥− 𝑎𝑡)|)(−1)[(𝑥−𝑎𝑡)/𝑙]

2

+
1

2𝑎

|𝜒(𝑥+𝑎𝑡)|w
|𝜒(𝑥−𝑎𝑡)|

𝑢1(𝜉)d𝜉 +
1

2𝑎

𝑡w
0

d𝜏

|𝜒(𝑥+𝑎𝜏)|w
|𝜒(𝑥−𝑎𝜏)|

𝑓(𝜉, 𝑡− 𝜏)d𝜉.

Ця рiвнiсть спiльно з (10.52) (або рис. 2) дає вiдповiдь. �

0

l

−4l −3l −2l −l l 2l 3l 4l

Рис. 2. Графiк функцiї |𝜒|.

Приклад 10.11. Виразити функцiю Грiна рiвняння дифузiї або коли-
вань на вiдрiзку [0, 𝑙] з межовою умовою першого роду на лiвому кiнцi i
другого на правому через функцiю Грiна цього ж рiвняння на прямiй.

У деталях це звучить так (формулюємо окремо для кожного з двох
рiвнянь).

1. Нехай 𝐺 = 𝐺(𝑥, 𝑡) – функцiя на R×R+ така, що розв’язок задачi
(9.1) на прямiй дається формулою (9.2) з 𝑑 = 1. Виразити через неї
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функцiю 𝐺12 = 𝐺12(𝑥, 𝜉, 𝑡) на [0, 𝑙]2 × R+ таку, що розв’язок задачi

𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑓,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),
𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0

(10.57)

на [0, 𝑙] дається формулою

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑙w
0

𝐺12(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑢0(𝜉)d𝜉 +

𝑡w
0

d𝜏

𝑙w
0

𝐺12(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉. (10.58)

2. Нехай 𝐺 – функцiя на R×R+ така, що розв’язок задачi (10.1) на
прямiй дається формулою (10.3). Виразити через неї функцiю 𝐺12 на
[0, 𝑙]2 × R+ таку, що розв’язок задачi

𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑓,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),
𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0

(10.59)

на [0, 𝑙] дається формулою

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

𝑙w
0

𝐺12(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑢0(𝜉)d𝜉 +

𝑙w
0

𝐺12(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑢1(𝜉)d𝜉

+

𝑡w
0

d𝜏

𝑙w
0

𝐺12(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉. (10.60)

� Продовжимо функцiї 𝑢0, 𝑓(·, 𝑡) i (в задачi (10.59)) 𝑢1 на всю пряму
непарним чином через лiвий кiнець вiдрiзка i парним через правий, тоб-
то так, щоб для їхнiх графiкiв початок координат був центром симетрiї,
а вертикальна пряма 𝑥 = 𝑙 — вiссю симетрiї. Аналiтично ця властивiсть
довiльної функцiї 𝜙 на R виражається рiвностями (пор. з (10.50))

𝜙(−𝑥) = −𝜙(𝑥), 𝜙(𝑙 − 𝑥) = 𝜙(𝑙 + 𝑥). (10.61)
Iз першої з них маємо 𝜙(0) = 0, а з другої за умови диференцiйовностi
𝜙 в точцi 𝑙

𝜙′(𝑙) = lim
ℎ→0

𝜙(𝑙 + ℎ) − 𝜙(𝑙 − ℎ)

2ℎ
= 0.

Тому розв’язок задачi (9.1) або ж (10.1) на всiй прямiй з так продовже-
ним 𝑢𝑗 i 𝑓(·, 𝑡) автоматично задовольняє межовi умови задачi (10.57) i
(10.59).

Також iз рiвностей (10.61) маємо 𝜙(𝑥+ 2𝑙) ≡ 𝜙(𝑙+ 𝑙+ 𝑥) = 𝜙(𝑙− (𝑙+
𝑥)) = −𝜙(𝑥), звiдки 𝜙(𝑥 + 2𝑘𝑙) = (−1)𝑘𝜙(𝑥). Це дозволяє перетворити
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перший доданок у (9.2) так:
∞w

−∞
𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢0(𝜉)d𝜉 =

∞∑︁
𝑘=−∞

(2𝑘+1)𝑙w
(2𝑘−1)𝑙

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢0(𝜉)d𝜉

=

∞∑︁
𝑘=−∞

𝑙w
−𝑙

𝐺(𝑥− 𝜉 − 2𝑘𝑙, 𝑡)𝑢0(𝜉 + 2𝑘𝑙)d𝜉

=

∞∑︁
𝑘=−∞

(−1)𝑘

⎡⎣ 0w
−𝑙

𝐺(𝑥− 𝜉 − 2𝑘𝑙, 𝑡)𝑢0(𝜉)d𝜉 +

𝑙w
0

𝐺(𝑥− 𝜉 − 2𝑘𝑙, 𝑡)𝑢0(𝜉)d𝜉

⎤⎦ .
Аналогiчно перетворюється другий доданок у (9.2) i всi три в (10.3).
Тепер зробивши в

r 0
−𝑙 замiну 𝜉 = −𝜉′ i скориставшись непарнiстю про-

довжень, записуємо розв’язки задач (10.57) i (10.59) у формах (10.58) i
(10.60) вiдповiдно, де, в обох випадках,

𝐺12(𝑥, 𝜉, 𝑡) =

∞∑︁
𝑘=−∞

(−1)𝑘 [𝐺(𝑥− 𝜉 − 2𝑘𝑙, 𝑡) −𝐺(𝑥+ 𝜉 − 2𝑘𝑙, 𝑡)] . �
(10.62)

Зауваження. Виводячи вираз функцiї 𝐺12, ми внесли нескiнченну суму пiд
знак iнтеграла. Для хвильового рiвняння це обгрунтовується тим, що, як ви-
дно з (10.4), сума в (10.62) мiстить тiльки скiнченне число ненульових додан-
кiв. Для рiвняння дифузiї рiвнiсть (9.4) показує, що при всiх 𝑥 i 𝑡 ряд

∞∑︁
𝑘=−∞

(−1)𝑘 [𝐺(𝑥− 𝜉 − 2𝑘𝑙, 𝑡)−𝐺(𝑥+ 𝜉 − 2𝑘𝑙, 𝑡)]𝑢0(𝜉)

за мажорантною ознакою Вейєрштраса збiгається рiвномiрно по 𝜉 ∈ [0, 𝑙], а
значить його можна, за вiдомою теоремою математичного аналiзу, почленно
iнтегрувати.

Розв’язати задачу Кошi:

1. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜃(𝑥)𝑒−𝑥.

2.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜃(𝜋 − |𝑥|) sin𝑥.

3. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑒−|𝑥|,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

4. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 2𝑒−|𝑥| cos 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

5. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝜃(𝑥),
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

6. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝜃(1 − |𝑥|),
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

7. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑏𝑡),
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.
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Розв’язати крайову задачу на пiвпрямiй:

8.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡).

9.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑓,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),
𝑢𝑥(0, 𝑡) − ℎ𝑢(0, 𝑡) = 0.

10.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0,
𝑢𝑥(0, 𝑡) − ℎ𝑢(0, 𝑡) = −ℎ𝜇(𝑡).

11.

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑓,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),
𝑢𝑥(0, 𝑡) − ℎ𝑢(0, 𝑡) = 0.

Розв’язати крайову задачу на вiдрiзку:

12.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0,
𝑢(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡).

13.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡).

14.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0,
𝑢(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡).

15.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡).

16. Виразити функцiю Грiна 𝐺11 рiвняння дифузiї або коливань на вiд-
рiзку [0, 𝑙] з межовою умовою першого роду на обох кiнцях через фун-
кцiю Грiна цього ж рiвняння на прямiй.
17. Виразити функцiю Грiна 𝐺21 рiвняння дифузiї або коливань на вiд-
рiзку [0, 𝑙] з межовою умовою другого роду на лiвому кiнцi i першого
на правому через функцiю Грiна цього ж рiвняння на прямiй.
18. Виразити функцiю Грiна 𝐺22 рiвняння дифузiї або коливань на вiд-
рiзку [0, 𝑙] з межовою умовою другого роду на обох кiнцях через фун-
кцiю Грiна цього ж рiвняння на прямiй.

Виразити через функцiю Грiна 𝐺𝑖𝑗 розв’язок крайової задачi на [0, 𝑙]:

19.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝑢(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡).

20.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡).

21.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝑢(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡).

22.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡).

Знайти функцiю Грiна рiвняння на прямiй:
23. 𝑢𝑡𝑡 + 𝛾𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 (рiвняння згасаючих хвиль).

24. 𝑢𝑡𝑡 + 𝛾𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑐𝑢 (телеграфне рiвняння).
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25. 𝑖𝑢𝑡 = −𝑎2𝑢𝑥𝑥 (рiвняння Шредiнгера для вiльної частинки).

26. 𝑖𝑢𝑡 = −𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝑏𝑥𝑢 (рiвняння Шредiнгера для частинки в однорi-
дному полi).

27. 𝑖𝑢𝑡 = −𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 1
2𝜔

2𝑥2𝑢 (рiвняння Шредiнгера для осцилятора).

Розв’язати задачу Кошi:

28. 𝑖𝑢𝑡 = −𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝑏𝑥𝑢,
𝑢(𝑥, 0) = exp

(︀
−𝑥2 + 𝑖𝑘𝑥

)︀
.

29. 𝑖𝑢𝑡 = −𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 1
2𝜔

2𝑥2𝑢,
𝑢(𝑥, 0) = exp

(︀
−𝑥2 + 𝑖𝑘𝑥

)︀
.

§ 11. Хвильове рiвняння в R𝑑

Розв’язок задачi Кошi

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2Δ𝑑𝑢+ 𝑓,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)

(11.1)

в R𝑑 дається: при 𝑑 = 3 – формулою Кiрхгофа

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

4𝜋𝑎2

⎡⎣1

𝑡

w

|𝜉|=𝑎𝑡

𝑢1(𝑥− 𝜉)d𝜎(𝜉) +
𝜕

𝜕𝑡

1

𝑡

w

|𝜉|=𝑎𝑡

𝑢0(𝑥− 𝜉)d𝜎(𝜉)

+
w

|𝜉|6𝑎𝑡

𝑓 (𝑥− 𝜉, 𝑡− |𝜉|/𝑎)
|𝜉| d𝜉

⎤⎦ , (11.2)

при 𝑑 = 2 – формулою Пуассона

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋𝑎

⎡⎣ w

|𝜉|6𝑎𝑡

𝑢1(𝑥− 𝜉)√︀
𝑎2𝑡2 − |𝜉|2

d𝜉 +
𝜕

𝜕𝑡

w

|𝜉|6𝑎𝑡

𝑢0(𝑥− 𝜉)√︀
𝑎2𝑡2 − |𝜉|2

d𝜉

+

𝑡w

0

d𝜏
w

|𝜉|6𝑎𝜏

𝑓(𝑥− 𝜉, 𝑡− 𝜏)√︀
𝑎2𝜏2 − |𝜉|2

d𝜉

⎤⎦ , (11.3)

при 𝑑 = 1 – формулою Даламбера (10.2).
Очевиднi рiвностi

w

|𝜉|6𝑅

𝑃 (𝜉)𝑄(𝑥− 𝜉)d𝜉 =
w

|𝜉−𝑥|6𝑅

𝑃 (𝑥− 𝜉)𝑄(𝜉)d𝜉,

w

|𝜉|=𝑅

𝑃 (𝜉)𝑄(𝑥− 𝜉)d𝜎(𝜉) =
w

|𝜉−𝑥|=𝑅

𝑃 (𝑥− 𝜉)𝑄(𝜉)d𝜎(𝜉)
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дають еквiвалентнi форми запису iнтегралiв у (11.2) i (11.3), чим ми далi
користуватимемось без пояснень.

Рiвностi (11.2) i (11.3) є, як i (10.2), окремими випадками загальної фор-
мули

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

w

R𝑑

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢0(𝜉)d𝜉 +
w

R𝑑

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡)𝑢1(𝜉)d𝜉

+

𝑡w

0

d𝜏
w

R𝑑

𝐺(𝑥− 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉, (11.4)

яка дає розв’язок задачi Кошi (11.1) в просторi R𝑑 довiльної розмiрностi (у
§ 10 ми записували її для випадку 𝑑 = 1). Функцiя 𝐺 називається функцiєю
Грiна оператора �𝑑 = 𝜕/𝜕𝑡− 𝑎2Δ𝑑.

Приклад 11.1
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆𝑑𝑢+ 𝐹 (𝑏𝑥, 𝑡),
𝑢(𝑥, 0) = 𝑈0(𝑏𝑥),
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑈1(𝑏𝑥)

(𝑏 – сталий вектор).
� Як i в аналогiчному прикладi 9.10, шукаємо розв’язок задачi у

виглядi
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(𝑏𝑥, 𝑡), (11.5)

де 𝑈 – розв’язок задачi

𝑈𝑡𝑡 = (𝑏𝑎)2𝑈𝑥𝑥 + 𝐹 (𝑥, 𝑡),
𝑈(𝑥, 0) = 𝑈0(𝑥),
𝑈𝑡(𝑥, 0) = 𝑈1(𝑥)

(нагадаємо позначення 𝑏 = |𝑏|). Записавши 𝑈 за формулою Даламбера,
одержимо з урахуванням (11.5) вiдповiдь

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑈0(𝑏𝑥 + 𝑏𝑎𝑡) + 𝑈0(𝑏𝑥− 𝑏𝑎𝑡)

2

+
1

2𝑏𝑎

𝑏𝑥+𝑏𝑎𝑡w
𝑏𝑥−𝑏𝑎𝑡

𝑈1(𝜉)d𝜉 +
1

2𝑏𝑎

𝑡w
0

d𝜏

𝑏𝑥+𝑏𝑎𝜏w
𝑏𝑥−𝑏𝑎𝜏

𝐹 (𝜉, 𝑡− 𝜏)d𝜉. � (11.6)

Приклад 11.2
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆𝑢+ 𝑡𝑒𝑏𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

� Перший спосiб. За формулою Кiрхгофа

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑏𝑥

4𝜋𝑎2

w
|𝜉|6𝑎𝑡

(𝑡− |𝜉|/𝑎) 𝑒−𝑏𝜉

|𝜉| d𝜉.
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Перейдемо в цьому iнтегралi до сферичних координат, мiряючи широту
𝜗 вiд напрямку вектора 𝑏, так що 𝑏𝜉 = 𝑏𝜌 cos𝜗, де 𝜌 = |𝜉|. Оскiльки
пiдiнтегральна функцiя вiд довготи 𝜑 не залежить, то iнтегрування по
𝜑 рiвносильне множенню iнтеграла на 2𝜋, тож

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑏𝑥

2𝑎3

𝑎𝑡w
0

(𝑎𝑡− 𝜌)𝜌d𝜌

𝜋w
0

𝑒−𝑏𝜌 cos𝜗 sin𝜗d𝜗 =
𝑒𝑏𝑥

𝑏𝑎3

𝑎𝑡w
0

(𝑎𝑡− 𝜌) sh 𝑏𝜌d𝜌.

Проiнтегрувавши частинами (sh 𝑏𝜌d𝜌 = 𝑏−1d ch 𝑏𝜌), одержуємо вiдповiдь

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑒𝑏𝑥

(𝑏𝑎)2

(︂
sh 𝑏𝑎𝑡

𝑏𝑎
− 𝑡

)︂
. (11.7)

Другий спосiб. Цей приклад є конкретизацiєю попереднього: 𝑈0 =
𝑈1 = 0, 𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝑡𝑒𝑥. Пiдставивши цi вирази в (11.6), дiстанемо

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑏𝑎

𝑡w
0

(𝑡− 𝜏)d𝜏

𝑏𝑥+𝑏𝑎𝜏w
𝑏𝑥−𝑏𝑎𝜏

𝑒−𝑏𝜉d𝜉 =
𝑒𝑏𝑥

𝑏𝑎

𝑡w
0

(𝑡− 𝜏) sh 𝑏𝑎𝜏d𝜏,

що через iнтегрування частинами приводить до (11.7).
Третiй спосiб (пор. з прикладами 9.1–9.3 i 9.6). Застосування опе-

ратора ∆3 до функцiї 𝑒𝑏𝑥 рiвносильне множенню її на число 𝑏2. Тому
можна шукати розв’язок у виглядi

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑒𝑏𝑥. (11.8)

Пiдставивши цей вираз у рiвняння i скоротивши на 𝑒𝑏𝑥, дiстанемо рiв-
няння для 𝑇 :

𝑇 = (𝑏𝑎)2𝑇 + 𝑡.
Приєднуємо до нього нульовi, як i для 𝑢, початковi умови i записуємо
розв’язок

𝑇 (𝑡) =
1

𝑏𝑎

𝑡w
0

(𝑡− 𝜏) sh 𝑏𝑎𝜏d𝜏

(iнтеграл той самий, що в попередньому способi) отриманої задачi Кошi,
пiсля чого рiвнiсть (11.8) перетворюється на (11.7). �
Приклад 11.3

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0,
𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑥2𝑦𝑧.

� За формулою Кiрхгофа

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1

4𝜋𝑎2𝑡

x
Σ

(𝑥− 𝜉)2(𝑦 − 𝜂)(𝑧 − 𝜁)d𝜎(𝜉, 𝜂, 𝜁), (11.9)

де Σ =
{︀

(𝜉, 𝜂, 𝜁) : 𝜉2 + 𝜂2 + 𝜁2 = 𝑎2𝑡2
}︀

= {𝜉 : |𝜉| = 𝑎𝑡}. Очевидно, якщо
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хоча б одне з цiлих невiд’ємних чисел 𝑘, 𝑙,𝑚 непарне, то

s
Σ

𝜉𝑘𝜂𝑙𝜁𝑚d𝜎 = 0.

Тому пiсля розкриття дужок рiвнiсть (11.9) набуває вигляду

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1

4𝜋𝑎2𝑡

(︃
4𝜋𝑎2𝑡2𝑥2𝑦𝑧 + 𝑦𝑧

x
Σ

𝜉2d𝜎

)︃
(множник при 𝑥2𝑦𝑧 у першому доданку — площа сфери Σ). Звiдси,
записавши очевиднi рiвностi
x
Σ

𝜉2d𝜎=
x
Σ

𝜂2d𝜎=
x
Σ

𝜁2d𝜎=
1

3

x
Σ

(𝜉2+𝜂2+𝜁2)d𝜎=
𝑎2𝑡2

3

x
Σ

d𝜎=
4𝜋𝑎4𝑡4

3
,

одержуємо вiдповiдь: 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑡𝑥2𝑦𝑧 + 𝑎2𝑡3𝑦𝑧/3. �
Приклад 11.4

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆3𝑢+ 𝐹 (|𝑥|, 𝑡),
𝑢(𝑥, 0) = 𝑈0(|𝑥|),
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑈1(|𝑥|).

� Шукаємо розв’язок у виглядi
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑈(|𝑥|, 𝑡). (11.10)

Пригадавши вираз

∆3 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2
∆𝜗𝜑

оператора ∆3 через його радiальну i кутову частини, бачимо, що фун-
кцiя 𝑈 змiнних 𝑟 i 𝑡 повинна задовольняти рiвняння

𝑈𝑡𝑡 = 𝑎2
(︀
𝑈𝑟𝑟 + 2𝑟−1𝑈𝑟

)︀
+ 𝐹 (𝑟, 𝑡), (11.11)

i початковi умови
𝑈(𝑟, 0) = 𝑈0(𝑟), 𝑈𝑡(𝑟, 0) = 𝑈1(𝑟). (11.12)

Крiм того, поклавши у (11.2) 𝑢𝑗(𝑥) = 𝑈𝑗(|𝑥|), 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝐹 (|𝑥|, 𝑡), бачимо,
що для будь-яких додатних 𝑡, 𝑅 sup|𝑥|<𝑅 |𝑢(𝑥, 𝑡)| <∞, а значить i

sup
𝑟<𝑅

|𝑈(𝑟, 𝑡)| <∞. (11.13)

Введемо нову функцiю 𝑉 (𝑟, 𝑡) = 𝑟𝑈(𝑟, 𝑡). Тодi 𝑈 = 𝑟−1𝑉 , 𝑈𝑟 =
𝑟−1𝑉𝑟 − 𝑟−2𝑉 , 𝑈𝑟𝑟 = 𝑟−1𝑉𝑟𝑟 − 2𝑟−2𝑉𝑟 + 2𝑟−3𝑉 , тож iз (11.11) – (11.13)
маємо крайову задачу для 𝑉

𝑉𝑡𝑡 = 𝑎2𝑉𝑟𝑟 + 𝑟𝐹 (𝑟, 𝑡), 𝑟 > 0,
𝑉 (𝑟, 0) = 𝑟𝑈0(𝑟), 𝑉𝑡(𝑟, 0) = 𝑟𝑈1(𝑟),
𝑉 (0, 𝑡) = 0,

розв’язок якої записуємо за формулою (10.18) з очевидними перепозна-
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ченнями i з урахуванням тотожностi |𝑥| sgn𝑥 = 𝑥:

𝑉 (𝑟, 𝑡) =
(𝑟 + 𝑎𝑡)𝑈0(𝑟 + 𝑎𝑡) + (𝑟 − 𝑎𝑡)𝑈0(|𝑟 − 𝑎𝑡|)

2

+
1

2𝑎

𝑟+𝑎𝑡w
|𝑟−𝑎𝑡|

𝜌𝑈1(𝜌)d𝜌+
1

2𝑎

𝑡w
0

d𝜏

𝑟+𝑎𝜏w
|𝑟−𝑎𝜏 |

𝜌𝐹 (𝜌, 𝑡− 𝜏)d𝜌.

Подiливши обидвi частини рiвностi на 𝑟, дiстанемо вираз 𝑈(𝑟, 𝑡). Вiдтак,
перепозначивши 𝑟 на |𝑥| i взявши до уваги (11.10), одержимо вiдповiдь:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
(|𝑥| + 𝑎𝑡)𝑈0(|𝑥| + 𝑎𝑡) + (|𝑥| − 𝑎𝑡)𝑈0(||𝑥| − 𝑎𝑡|)

2|𝑥|

+
1

2𝑎|𝑥|

|𝑥|+𝑎𝑡w
||𝑥|−𝑎𝑡|

𝜌𝑈1(𝜌)d𝜌+
1

2𝑎|𝑥|

𝑡w
0

d𝜏

|𝑥|+𝑎𝜏w
||𝑥|−𝑎𝜏 |

𝜌𝐹 (𝜌, 𝑡− 𝜏)d𝜌. � (11.14)

Приклад 11.5
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆3𝑢,
𝑢(𝑥, 0) = |𝑥|−1,
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

� Перший спосiб. За формулою Кiрхгофа
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑔𝑡(𝑥, 𝑡), (11.15)

де

𝑔(𝑥, 𝑡) =
1

4𝜋𝑎2𝑡

w
Σ

𝑑𝜎(𝜉)

|𝜉 − 𝑥| ,

Σ – сфера радiуса 𝑎𝑡 з центром у нулi. Перейдемо в iнтегралi до сфе-
ричних координат, вiдраховуючи широту 𝜗 вiд напряму вектора 𝑥, i
позначимо 𝑟 = |𝑥|. Тодi 𝑑𝜎(𝜉) = 𝑎2𝑡2 sin𝜗d𝜗d𝜑, звiдки

𝑔(𝑥, 𝑡) =
𝑡

2

𝜋w
0

(︀
𝑟2 − 2𝑎𝑡𝑟 cos𝜗+ 𝑎2𝑡2

)︀−1/2
sin𝜗d𝜗

=
1

2𝑎𝑟

√︀
𝑟2 − 2𝑎𝑡𝑟 cos𝜗+ 𝑎2𝑡2

⃒⃒⃒𝜋
0

=
𝑟 + 𝑎𝑡− |𝑟 − 𝑎𝑡|

2𝑎𝑟
,

тобто
𝑔(𝑥, 𝑡) =

|𝑥| ∧ 𝑎𝑡
𝑎|𝑥| .

Звiдси i з (11.15), записавши

𝜕

𝜕𝑡
(|𝑥| ∧ 𝑎𝑡) =

{︂
𝑎, 𝑡 < |𝑥|/𝑎,
0, 𝑡 > |𝑥|/𝑎,
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знаходимо

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜃(|𝑥| − 𝑎𝑡)

|𝑥| .

Другий спосiб. Даний приклад є конкретизацiєю попереднього: 𝑈1 =
𝐹 = 0, 𝑈0(𝜌) = 𝜌−1. Тому за формулою (11.14)

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1 + |𝑥|−𝑎𝑡

||𝑥|−𝑎𝑡|

2|𝑥| ≡ 𝜃(|𝑥| − 𝑎𝑡)

|𝑥| . �

Приклад 11.6

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆𝑢+ 𝑥2−3𝑦2+2𝑧2+𝑥𝑦
𝑡2+1 ,

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0.

� Функцiя 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 − 3𝑦2 + 2𝑧2 + 𝑥𝑦 гармонiчна: ∆3𝑃 = 0.
Тому (пор. з третiм способом у прикладi 11.1) можна шукати розв’язок
задачi у виглядi

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧). (11.16)
Пiдставивши цей вираз у рiвняння для 𝑢 i початковi умови, дiстанемо

𝑇 (𝑡) = (𝑡2 + 1)−1, 𝑇 (0) = 𝑇̇ (0) = 0.

Звiдси за формулою Тейлора з iнтегральним залишковим членом

𝑇 (𝑡) =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑇 (𝑘)(𝑡0)

𝑘!
(𝑡− 𝑡0)𝑘 +

1

(𝑛− 1)!

𝑡w
𝑡0

(𝑡− 𝜏)𝑛−1𝑇 (𝑛)(𝜏)d𝜏

(функцiя вiдновлюється за похiдною 𝑛-го порядку о д н о р а з о в и м
iнтегруванням) знаходимо

𝑇 (𝑡) =

𝑡w
0

𝑡− 𝜏

𝜏2 + 1
d𝜏 = 𝑡 arctg 𝑡− 1

2
ln(𝑡2 + 1),

пiсля чого рiвнiсть (11.16) стає вiдповiддю. �
Приклад 11.7

𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0,

𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑥2

𝑥2+𝑦2 .

� Перший спосiб. За формулою Пуассона

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

2𝜋

x
𝜉2+𝜂26𝑡2

(𝑥− 𝜉)2d𝜉d𝜂√︀
𝑡2 − 𝜉2 − 𝜂2 ((𝑥− 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2)

.

У полярних координатах 𝜉 = 𝜌 cos𝜑, 𝜂 = 𝜌 sin𝜑 iнтеграл набуває вигля-
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ду

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

𝑡w
0

𝜌d𝜌√︀
𝑡2 − 𝜌2

(︃
1

2𝜋

2𝜋w
0

(𝑥− 𝜌 cos𝜑)2d𝜑

(𝑥− 𝜌 cos𝜑)2 + (𝑦 − 𝜌 sin𝜑)2

)︃
.

Внутрiшнiй iнтеграл обчислюємо за допомогою теорiї лишкiв, перехо-
дячи до контурного iнтеграла по змiннiй 𝑧 = 𝑒𝑖𝜑:

1

2𝜋

2𝜋w
0

(𝑥− 𝜌 cos𝜑)2d𝜑

(𝑥− 𝜌 cos𝜑)2 + (𝑦 − 𝜌 sin𝜑)2
=

1

2𝜋𝑖

∮︁
|𝑧|=1

𝑓(𝑧)d𝑧,

де

𝑓(𝑧) =

(︁
𝑥− 𝜌 𝑧+1/𝑧

2

)︁2
𝑧−1(︁

𝑥− 𝜌 𝑧+1/𝑧
2

)︁2
+
(︁
𝑦 − 𝜌 𝑧−1/𝑧

2𝑖

)︁2 ≡ (𝜌𝑧2 − 2𝑥𝑧 + 𝜌)2

4𝑧2((𝑥− 𝑖𝑦)𝑧 − 𝜌)(𝑥+ 𝑖𝑦 − 𝜌𝑧)
.

В одиничному крузi функцiя 𝑓 має два полюси:

𝑧1 = 0, 𝑧2 =

{︂
𝜌/(𝑥− 𝑖𝑦), 𝜌 < 𝑟,
(𝑥+ 𝑖𝑦)/𝜌, 𝜌 > 𝑟,

де 𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2. Додавши лишки в цих точках, дiстанемо

1

2𝜋

2𝜋w
0

(𝑥− 𝜌 cos𝜑)2d𝜑

(𝑥− 𝜌 cos𝜑)2 + (𝑦 − 𝜌 sin𝜑)2
=

1

2
+
𝑥2 − 𝑦2

2𝑟2

(︂
1 − 𝜌2

𝑟2

)︂
+

.

Отже,

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

𝑡w
0

(︃
1

2
+
𝑥2 − 𝑦2

2𝑟2

(︂
1 − 𝜌2

𝑟2

)︂
+

)︃
𝜌d𝜌√︀
𝑡2 − 𝜌2

.

Рацiоналiзуюча пiдстановка 𝑡2 − 𝜌2 = 𝑡2𝑠2 спрощує цей iнтеграл до ви-
гляду

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑡

1w
0

(︃
1

2
+
𝑥2 − 𝑦2

2𝑟2

(︂
1 − 𝑡2

𝑟2
(1 − 𝑠2)

)︂
+

)︃
d𝑠

≡ 𝑡

2
+ 𝑡

𝑥2 − 𝑦2

2𝑟2

1w
√

(1−𝑟2/𝑡2)+

(︂
1 − 𝑡2

𝑟2
(1 − 𝑠2)

)︂
d𝑠.

Пiсля рутинних перетворень одержимо вiдповiдь:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝑡𝑥2

𝑥2 + 𝑦2
+

𝑦2 − 𝑥2

3(𝑥2 + 𝑦2)2

(︁
𝑡3 −

(︀
𝑡2 − 𝑥2 − 𝑦2

)︀3/2
+

)︁
.
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Другий спосiб. Записавши в позначеннях попереднього способу

𝑥2

𝑥2 + 𝑦2
= cos2 𝜑 ≡ 1

2
+

1

2
cos 2𝜑,

бачимо, що в рядi Фур’є функцiї 𝑢(𝑟, ·, 𝑡) присутнi тiльки двi гармонiки:
𝑢(𝑟, 𝜑, 𝑡) = 𝑈(𝑟, 𝑡) + 𝑉 (𝑟, 𝑡) cos 2𝜑.

Пiдставивши цей вираз у рiвняння i додатковi умови, одержимо стан-
дартним чином, як у § 5, крайовi задачi

𝑟2𝑈𝑡𝑡 = 𝑟2𝑈𝑟𝑟 + 𝑟𝑈𝑟,
𝑈(𝑟, 0) = 0, 𝑈𝑡(𝑟, 0) = 1/2,
𝑈(·, 𝑡) ∈ C1(R+);

𝑟2𝑉𝑡𝑡 = 𝑟2𝑉𝑟𝑟 + 𝑟𝑉𝑟 − 4𝑉,
𝑉 (𝑟, 0) = 0, 𝑉𝑡(𝑟, 0) = 1/2,
𝑉 (·, 𝑡) ∈ C1(R+).

Розв’язок першої очевидний: 𝑈(𝑟, 𝑡) = 𝑡/2. Розв’язок другої шукаємо
у виглядi 𝑉 (𝑟, 𝑡) = 𝑟𝑄(𝑡/𝑟). Записавши 𝑉𝑡𝑡(𝑟, 𝑡) = 𝑟−1𝑄′′(𝑡/𝑟), 𝑉𝑟(𝑟, 𝑡) =
−𝑟−1𝑄′(𝑡/𝑟)+𝑄(𝑡/𝑟), 𝑉𝑟𝑟(𝑟, 𝑡) = 𝑟−3𝑄′′(𝑡/𝑟), бачимо, що 𝑄 повинна бути
розв’язком задачi

(1 − 𝑠2)𝑄′′ + 𝑠𝑄′ + 3𝑄 = 0,
𝑄(0) = 0, 𝑄′(0) = 1/2,
sup𝑠>0 |𝑄(𝑠)| <∞.

(11.17)

Рiвняння для 𝑄 разом iз початковими умовами не можна розглядати
як задачу Кошi на R+, бо коефiцiєнт при 𝑄′′ перетворюється в нуль
у точцi 𝑠 = 1 i функцiя (1 − 𝑠2)−1 неiнтегровна в околi одиницi. Тому
обмежений на R+ розв’язок треба “зшивати” з розв’язку задачi Кошi на
[0, 1[ i обмеженого на ]1,∞[ розв’язку рiвняння.

Рiвняння для 𝑄 визначає гiперсферичнi многочлени (полiноми Ге-
генбауера [1, 3, 14]). У позначеннях задачi 2.17 𝑎 = −3/2, 𝑚 = 0, 𝑛 = 3.
Отже, одним iз розв’язкiв є

𝑄1(𝑠) = (𝑠2 − 1)3/2
d3

d𝑠3
(𝑠2 − 1)3−3/2 ≡ 3𝑠(2𝑠2 − 3),

у чому можна пересвiдчитись i безпосередньо. Функцiя −𝑄1/18 задо-
вольняє, очевидно, початковi умови для 𝑄. Ще один розв’язок рiвнян-
ня знаходимо за формулою Абеля: 𝑄2(𝑠) =

⃒⃒
𝑠2 − 1

⃒⃒3/2. Тепер розв’язок
задачi (11.17) шукаємо у виглядi

𝑄(𝑠) =

{︂
−𝑄1(𝑠)/18, 𝑠 < 1,
𝐴𝑄1(𝑠) +𝐵𝑄2(𝑠), 𝑠 > 1,

(11.18)

пiдбираючи сталi 𝐴 i 𝐵 так, щоб 𝑄 задовольняла всi накладенi на неї
умови. Умова зшивання 𝑄(1 + 0) = 𝑄(1 − 0), дає 𝐴 = −1/18, а з умови
обмеженостi на нескiнченностi маємо 𝐵 = −6𝐴 = 1/3. Пiдставивши
знайденi 𝐴 i 𝐵 у вираз (11.18) i переписавши останнiй у компактнiй



120 § 11. Хвильове рiвняння в R𝑑

формi, дiстанемо

𝑄(𝑠) =
𝑠

2
− 𝑠3

3
+

1

3

(︀
𝑠2 − 1

)︀3/2
+

.

Вернувшись до декартових змiнних, одержимо ту саму вiдповiдь, що й
у першому способi. �
Приклад 11.8

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆𝑢+ 𝐼𝜈(𝜌) sin 𝜈𝜑 cos𝜔𝑡,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 𝑢𝑡(𝜌, 𝜑, 0) = 0

(𝜔 ̸= 0; 𝐼𝜈 – модифiкована бесселева функцiя порядку 𝜈).
� Позначимо 𝑔(𝜌, 𝜑) = 𝐼𝜈(𝜌) sin 𝜈𝜑. Пригадавши вираз оператора ∆

в полярних координатах, бачимо, що

∆𝑔(𝜌, 𝜑) = 𝜌−2
(︀
𝜌2𝐼 ′′𝜈 (𝜌) + 𝜌𝐼 ′𝜈(𝜌) − 𝜈2𝐼𝜈(𝜌)

)︀
sin 𝜈𝜑.

Але за означенням функцiї 𝐼𝜈 вона задовольняє модифiковане рiвняння
Бесселя

𝜌2𝐼 ′′𝜈 + 𝜌𝐼 ′𝜈 − 𝜈2𝐼𝜈 = 𝜌2𝐼𝜈 .
Отже, ∆𝑔 = 𝑔, що дозволяє шукати розв’язок задачi у виглядi

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑔(𝜌, 𝜑). (11.19)
Очевидно, така функцiя задовольнятиме рiвняння i початковi умови
задачi, якщо

𝑇 = 𝑎2𝑇 + cos𝜔𝑡, 𝑇 (0) = 𝑇̇ (0) = 0.
Розв’язавши стандартним чином цю задачу Кошi, знаходимо 𝑇 (𝑡) =
ch 𝑎𝑡−cos𝜔𝑡
𝑎2+𝜔2 , пiсля чого рiвнiсть (11.19) стає вiдповiддю. �

Приклад 11.9 (продовження прикладу 10.1). Побудувати функцiю Грi-
на оператора 𝜕2/𝜕𝑡2 − 𝑎2𝜕2/𝜕𝑥2 − 𝜇2, тобто функцiю 𝐻 = 𝐻(𝑥, 𝑡) таку,
що розв’язок задачi (10.5) дається формулою (10.6).
� Перший спосiб побудови дано в прикладi 10.1.
Другий спосiб [28]. Введемо, збiльшивши число просторових змiн-

них, новi функцiї 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒𝛼𝑦𝑢(𝑥, 𝑡), Ψ(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝛼𝑦𝜓(𝑥), де, як i в
першому способi, 𝛼 = 𝜇/𝑎. Записавши 𝑣𝑥𝑥 = 𝑒𝛼𝑦𝑢𝑥𝑥, 𝑣𝑦𝑦 = 𝛼2𝑒𝛼𝑦𝑢, зво-
димо (10.5) до задачi Кошi для 𝑣

𝑣𝑡𝑡 = 𝑎2∆𝑣,
𝑣(𝑥, 𝑦, 0) = 0,
𝑣𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = Ψ(𝑥, 𝑦),

розв’язок якої записуємо за формулою Пуассона

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

2𝜋𝑎

x
𝜉2+𝜂26𝑎2𝑡2

Ψ(𝑥− 𝜉, 𝑦 − 𝜂)√︀
𝑎2𝑡2 − 𝜉2 − 𝜂2

d𝜉d𝜂.



121
Помноживши обидвi частини рiвностi на 𝑒−𝛼𝑦, перетворимо її до вигля-
ду

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋𝑎

x
𝜉2+𝜂26𝑎2𝑡2

𝑒−𝛼𝜂𝜓(𝑥− 𝜉)√︀
𝑎2𝑡2 − 𝜉2 − 𝜂2

d𝜉d𝜂.

Записавши подвiйний iнтеграл як повторний
r
· · · d𝜉

r
· · · d𝜂 i зробивши

у внутрiшньому iнтегралi замiну 𝜂 =
√︀
𝑎2𝑡2 − 𝜉2 cos𝜑, так що змiнi 𝜂

вiд −
√︀
𝑎2𝑡2 − 𝜉2 до

√︀
𝑎2𝑡2 − 𝜉2 вiдповiдає змiна 𝜑 вiд 𝜋 до 0 (на цьому

промiжку sin𝜑 =
√︀

1 − cos2 𝜑), дiстанемо

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋𝑎

𝑎𝑡w
−𝑎𝑡

𝜓(𝑥− 𝜉)d𝜉

𝜋w
0

𝑒−𝛼
√
𝑎2𝑡2−𝜉2 cos𝜑d𝜑,

звiдки за формулою (7.16)

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑎

𝑎𝑡w
−𝑎𝑡

𝐼0

(︁
𝛼
√︀
𝑎2𝑡2 − 𝜉2

)︁
𝜓(𝑥− 𝜉)d𝜉.

А це i є рiвнiсть (10.6) iз знайденою в прикладi 10.1 𝐻. �

Розв’язати задачу Кошi для хвильового рiвняння:

1.

𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑒𝑐𝑡,
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2−

2𝑥2𝑦 + 𝑦3 + 3𝑥2𝑧 − 𝑦𝑧2 − 𝑧3,
𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0.

2. 𝑢𝑡𝑡 = ∆3𝑢,
𝑢(𝑥, 0) = sin 𝑏𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

3. 𝑢𝑡𝑡 = ∆3𝑢+ 𝑡𝑧,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑒𝑏𝑥.

4.
𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑡𝑥𝑦𝑧2,
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = sin(𝑥− 2𝑦 + 2𝑧),
𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0.

5.
𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑒−𝑡𝑥2𝑦,
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 1

1+(2𝑥−𝑦−2𝑧)2 ,

𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0.

6.
𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑, 0) = 0,
𝑢𝑡(𝑟, 𝜗, 𝜑, 0) = 𝑟 sin𝜗 sin𝜑.

7. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆𝑢+ 𝑡
(𝑡+1)2 𝑟

2 sin 2𝜗 cos𝜑,

𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑟, 𝜗, 𝜑, 0) = 0.

8.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆𝑢,

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑥𝐽0

(︁√︀
𝑦2 + 𝑧2

)︁
,

𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0.

9. 𝑢𝑡𝑡=∆𝑢+ 4𝑒𝑦𝐽0
(︀√
𝑥2 + 𝑧2

)︀
cos 2𝑡,

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0.

10.
𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0,

𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0)=𝐼0

(︁√︀
𝑥2 + 𝑦2

)︁
sin 𝑧.

11. 𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑒𝑦

(𝑡+1)2 𝐽0
(︀√
𝑥2 + 𝑧2

)︀
,

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0.

12. 𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑒𝑥𝑦2𝑧2 sin 𝑡,
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0.

13. 𝑢𝑡𝑡 = ∆3𝑢,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = |𝑥|.
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14. 𝑢𝑡𝑡 = ∆3𝑢+ 𝑒𝑡+𝑏𝑥,
𝑢(𝑥, 0) = |𝑥|2, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

15.
𝑢𝑡𝑡 = ∆3𝑢+ cos(𝑡+ 𝑏𝑥),
𝑢(𝑥, 0) = (1 + |𝑥|2)−1/2,
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

16.
𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑡

(︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

)︀−1/2
,

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0,
𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = (𝑥+ 𝑦 − 𝑧)2.

17. 𝑢𝑡𝑡 = ∆3𝑢+ (|𝑥| + 𝑡)−1,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

18. 𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑥4−6𝑥2𝑦2+𝑦4

𝑡+1 ,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 0.

19. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 0.

20. 𝑢𝑡𝑡 = 210∆𝑢+ 6𝑡𝑥2𝑦2,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 0.

21.
𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 15

√
𝑡,

𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 𝐼𝜈(𝜌) cos 𝜈𝜑− 1,
𝑢𝑡(𝜌, 𝜑, 0) = 0.

22. 𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 2𝐼0(𝜌) ch 𝑡,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝜌, 𝜑, 0) = 0.

23. 𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑥

𝑦2+1 .

24. 𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑒𝑥𝑦2.

25. 𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑡𝑥2 cos 𝑦,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 0.

26. 𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑡(6𝑥+ 8𝑦)2,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑥𝑦2.

27. 𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑡𝑥𝑦𝑒𝑦,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑥3𝑦.

28. 𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑥𝑒𝑡𝑦,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 0.

29. 𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢+ 𝑡𝑦
𝑥2+1 ,

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 0.

30.
𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0)= 𝑥 cos 𝑦

𝑥2+1 .

31.
𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0)= 𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2 .

32.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2∆𝑑𝑢+ 𝑔(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑏𝑡),
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.
Розглянути випадки 𝑑 = 1, 2, 3.

33. Побудувати функцiю Грiна оператора 𝜕2/𝜕𝑡2 − 𝑎2∆2 − 𝜇2.

34. Побудувати функцiю Грiна оператора 𝜕2/𝜕𝑡2 − 𝑎2∆2 + 𝜇2.

§ 12. Рiвняння елiптичного типу в R𝑑

У цьому параграфi використовуємо такi позначення: 𝑟 = |𝑥|, 𝜌 = |𝜉|, 𝑛 =

𝑥/𝑟, 𝜈 = 𝜉/𝜌, cos𝜗 = 𝑛𝜈, 𝜎𝑑 = 2𝜋𝑑/2/Γ(𝑑/2) – площа сфери 𝑆𝑑−1.

Розв’язок рiвняння елiптичного типу в областi 𝐷 з межовою умовою пер-
шого роду

L𝑢 = 𝑓,
𝑢|𝜕𝐷 = 𝜙, (12.1)

де L = ∇ · (𝑝∇)− 𝑞, дається формулою

𝑢(𝑥) =
w

𝐷

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑓(𝜉)d𝜉 +
w

𝜕𝐷

𝐻(𝑥, 𝜉)𝜙(𝜉)d𝜎(𝜉), (12.2)
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де

𝐻(𝑥, 𝜉) =
𝜕𝐺(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑛𝜉
, (12.3)

а 𝐺 – розв’язок крайової задачi

L𝑥𝐺(𝑥, 𝜉) = 𝛿(𝑥− 𝜉), 𝑥, 𝜉 ∈ 𝐷,
𝐺(𝑥, 𝜉)|𝑥∈𝜕𝐷 = 0. (12.4)

Функцiю 𝐺 називають функцiєю Грiна задачi (12.1), а 𝐻 — функцiєю впливу
межових умов або поверхневою функцiєю Грiна. Для випадку межових умов
другого або третього роду формула (12.2) залишається в силi, змiнюється
тiльки вираз 𝐻. Зокрема, для межових умов другого роду

𝐻 = 𝐺, (12.5)

а межова умова в задачi (12.4) змiнюється на таку3:

𝜕𝐺(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑛𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥∈𝜕𝐷

= 0. (12.6)

У випадку оператора Лапласа в R𝑑 функцiя Грiна має вигляд 𝐺(𝑥, 𝜉) =
𝐺𝑑(|𝑥− 𝜉|), де

𝐺𝑑(𝑟) = − 1

𝜎𝑑

⎧⎪⎨⎪⎩
ln

1

𝑟
, 𝑑 = 2,

1

(𝑑− 2)𝑟𝑑−2
, 𝑑 > 3.

(12.7)

Щоб побудувати функцiю Грiна, потрiбно або розв’язати задачу для самої
функцiї Грiна або знайти розв’язок крайової задачi з невизначеними правими
частинами. Якщо вiдома функцiя Грiна ширшої областi 𝐷̃ ⊃ 𝐷, то функцiю
Грiна областi 𝐷 можна шукати у виглядi

𝐺 = 𝐺̃+ 𝑔, (12.8)

де 𝑔 – розв’язок крайової задачi

L𝑥𝑔(𝑥, 𝜉) = 0,

𝑔(𝑥, 𝜉)|𝑥∈𝜕𝐷 = −𝐺̃(𝑥, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝑥∈𝜕𝐷

(12.9)

(i аналогiчно для межових умов iншого роду).
До задач з високою симетрiєю застосовний спецiальний метод, який умов-

но називають методом зображень. Нехай множина розв’язкiв рiвняння L𝑢 =
0 iнварiантна вiдносно деякого перетворення 𝑥 ↦→ 𝑥*, тобто якщо 𝑢(𝑥) –
розв’язок, то 𝐴(𝑥)𝑢(𝑥*(𝑥)) – також розв’язок, причому множина нерухомих
точок перетворення є межею деякої областi 𝐷 ⊂ R𝑑, i 𝐴(𝑥) = 1 при 𝑥 ∈ 𝜕𝐷.
Тодi, якщо 𝐺(𝑥, 𝜉) – функцiя Грiна R𝑑, то

𝐺̃(𝑥, 𝜉) = 𝐺(𝑥, 𝜉)−𝐴(𝑥)𝐺(𝑥*, 𝜉)

3У деяких випадках крайова задача з межовими умовами другого роду має
розв’язок не для будь-якої правої частини. Тодi функцiя Грiна визначається iнакше
(див. приклад 12.7).
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буде функцiєю Грiна областi 𝐷 (а також її доповнення до R𝑑) з межовими
умовами першого роду. Наприклад, якщо iнварiантним перетворенням є вiд-
дзеркалення в гiперплощинi i 𝐴 ≡ 1, то

𝐺̃(𝑥, 𝜉) = 𝐺(𝑥, 𝜉)∓𝐺(𝑥*, 𝜉) (12.10)

буде функцiєю Грiна пiвпростору з межовими умовами першого (верхнiй
знак) i другого (нижнiй знак) роду (це чи не єдиний приклад, коли метод
застосовний до задачi з межовими умовами другого роду). Зауважимо, що у
випадку, коли 𝐺(𝑥, 𝜉) = 𝐺 (|𝑥− 𝜉|), у формулi (12.10) маємо

𝐺 (|𝑥*(𝑥)− 𝜉|) = 𝐺 (|𝑥*(𝑥*(𝑥))− 𝑥*(𝜉)|) = 𝐺 (|𝑥− 𝑥*(𝜉)|) ,

а тому другий доданок у (12.10) можна iнтерпретувати як потенцiал заря-
да, розташованого симетрично вiдносно гiперплощини — звiдси назва методу.
Наведена схема легко узагальнюється на випадок кiлькох гiперплощин (при-
клади 12.1 – 12.3).

Функцiю Грiна оператора Лапласа у двовимiрнiй областi з межовою умо-
вою першого роду можна будувати методом конформних вiдображень. Для
цього точки площини ототожнюють iз комплексними числами. В основi мето-
ду лежить таке твердження: нехай 𝐺 – функцiя Грiна областi 𝐷 i 𝑤 – функцiя
конформного вiдображення областi 𝐷′ на область 𝐷, тодi

𝐺′(𝑧, 𝜁) = 𝐺(𝑤(𝑧), 𝑤(𝜁)) (12.11)

– функцiя Грiна областi 𝐷′. За 𝐺 можна взяти вiдому функцiю Грiна пiвпло-
щини:

𝐺(𝑧, 𝜁) =
1

2𝜋
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝜁

𝑧 − 𝜁

⃒⃒⃒⃒
.

До задач елiптичного типу зводяться i задачi Кошi для рiвнянь коливань
i дифузiї в результатi застосування перетворення Лапласа по часовiй змiннiй.

У випадку хвильового рiвняння крiм задачi Кошi

𝑐−2𝑢𝑡𝑡 − L𝑢 = 𝑓, 𝑡 ∈ R+,𝑥 ∈ 𝐷,
𝛼 𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ 𝛽𝑢 = 𝜙, 𝑥 ∈ 𝜕𝐷,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)
(12.12)

у фiзичних застосуваннях виникають задачi без початкових умов

𝑐−2𝑢𝑡𝑡 − L𝑢 = 𝑓, 𝑡 ∈ R,𝑥 ∈ 𝐷,
𝛼 𝜕𝑢

𝜕𝑛
+ 𝛽𝑢 = 𝜙, 𝑥 ∈ 𝜕𝐷,

𝑢 не залежить вiд значень 𝑓 i 𝜙 в майбутнi моменти часу.
(12.13)

Остання умова називається умовою причинностi, а розв’язки всiєї задачi на-
зивають причинними або вiдстаючими4. Їх можна iнтерпретувати, як асим-
птотичний при 𝑡→ +∞ розв’язок задачi Кошi, в якому, очевидно, втрачається

4Антонiм до слова випереджаючi.



125
iнформацiя про початковi умови. Розв’язки обох задач можна записати через
о д н у функцiю Грiна таким чином:

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑡w

−∞

d𝜏
w

𝐷

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝑓(𝜉, 𝜏)d𝜉+

𝑡w

−∞

d𝜏
w

𝜕𝐷

𝐻(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝜙(𝜉, 𝜏)d𝜎(𝜉)

+
𝜕

𝜕𝑡

w

𝐷

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑢0(𝜉)d𝜉 +
w

𝐷

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑢1(𝜉)d𝜉, (12.14)

причому для задачi Кошi треба обнулити 𝑓 i 𝜙 при вiд’ємних значеннях часо-
вого аргументу, а для задачi з умовою причинностi слiд покласти 𝑢0 = 𝑢1 = 0.

Перетворення Лапласа незастосовне до задачi (12.13), оскiльки часова
змiнна пробiгає всю числову вiсь. У цьому випадку використовують пере-
творення Фур’є, скориставшись тим, що у (12.14) значення функцiй 𝐺 i 𝐻
при вiд’ємних значеннях часового аргументу не використовуються. Поклав-
ши його нульовим5, можна iнтеграли по часовiй змiннiй у (12.14) записати у
виглядi згортки, пiсля чого перетвiр Фур’є формули (12.14) матиме вигляд:

𝑢̂(𝑥, 𝜔) =
w

𝐷

𝐺̂(𝑥, 𝜉, 𝜔)
[︁
𝑖𝜔𝑢0(𝜉) + 𝑢1(𝜉) + 𝑓(𝜉, 𝜔)

]︁
d𝜉+

w

𝜕𝐷

𝐻̂(𝑥, 𝜉, 𝜔)𝜙(𝜉, 𝜔)d𝜎(𝜉),

де 𝐺̂(·, 𝜔) =
r∞
0
𝐺(·, 𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡d𝑡. Функцiя 𝐺̂ має кiлька очевидних i водночас ва-

жливих властивостей: 1) 𝐺̂ аналiтична у верхнiй пiвплощинi; 2) 𝐺̂(·, 𝜔) → 0

при Im𝜔 → +∞ (показниково); 3) 𝐺̂(·,−𝜔) = 𝐺̂(·, 𝜔); 4) 2Re 𝐺̂ – перетвiр
Фур’є фундаментального ров’язку. Перейшовши до перетворiв Фур’є в задачi
(12.13), одержимо

L𝑢̂+ 𝑘2𝑢̂ = −𝑓, 𝑥 ∈ 𝐷,
𝛼 𝜕𝑢̂

𝜕𝑛
+ 𝛽𝑢̂ = 𝜙, 𝑥 ∈ 𝜕𝐷,

𝑢̂(·, 𝜔) → 0 при Im𝜔 → +∞,
(12.15)

де 𝑘 = 𝜔/𝑐, а умова причинностi для перетвору випливає з властивостей 𝐺̂
i обмеженостi функцiй 𝑓 i 𝜙. Обернене перетворення Фур’є здiйснюється за
формулою

𝐹 (𝑡) =
1

2𝜋

∞+𝑖0w

−∞+𝑖0

𝐹 (𝜔)𝑒−𝑖𝜔𝑡d𝜔.

Насамкiнець зауважимо, що використання формули (12.2) для розв’язання
задачi (12.1) при наперед вiдомiй функцiї Грiна недоцiльне у випадках, коли
функцiї 𝑓 i 𝜙 мають високу симетрiю (приклад 12.8, фактично ж, майже в
усiх випадках, коли iнтеграл (12.2) береться явно, задачу можна розв’язати
простiшими методами).

Приклад 12.1. Знайти функцiю Грiна частини простору R𝑑, обмеженої
двома гiперплощинами, що перетинаються пiд кутом 𝜋/3 (двогранний
кут). Розглянути випадки межових умов першого i другого роду.

5Так доозначену функцiю Грiна iнодi називають причинною. Якщо ж зробити
парне продовження, то одержимо фундаментальний розв’язок хвильового рiвняння.
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b

b

b

⊗

⊗

⊗
c3

c23

σy

c3σy

c23σy

Рис. 3. Розташування фiктив-
них зарядiв.

� Зорiєнтуємо систему координат
так, щоб область задавалась нерiвнi-
стю 0 < 𝑦 <

√
3𝑥. Вiддзеркалення в

гiперплощинах дають два перетворе-
ння, заданi матрицями

𝜎𝑦 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
, 𝜎′ =

(︂
−1/2

√
3/2√

3/2 1/2

)︂
.

Рiвняння Лапласа iнварiантне, оче-
видно, i вiдносно будь-яких ком-
бiнацiй цих перетворень, множина
яких утворює шестиелементну гру-
пу6: {1, 𝑐3, 𝑐

2
3, 𝜎𝑦, 𝑐3𝜎𝑦, 𝑐

2
3𝜎𝑦}, де

𝑐3 =

(︂
−1/2 −

√
3/2√

3/2 −1/2

)︂
≡ 𝜎′𝜎𝑦

– матриця повороту на кут 2𝜋/3. Умовно кажучи, потрiбно розташу-
вати п’ять фiктивних зарядiв у точках, одержаних дiєю перетворень
симетрiї на точку 𝑥 (рис. 3). Величини зарядiв одиничнi для межових
умов другого роду, а у випадку межових умов першого роду потрiбно
помiняти знаки зарядiв у точках, одержаних невласним перетворенням
(непарна кiлькiсть вiддзеркалень). Отже,

𝐺(𝑥, 𝜉) =

2∑︁
𝑘=0

[︀
𝐺𝑑
(︀⃒⃒
𝑐𝑘3𝑥− 𝜉

⃒⃒)︀
∓𝐺𝑑

(︀⃒⃒
𝑐𝑘3𝜎𝑦𝑥− 𝜉

⃒⃒)︀]︀
, (12.16)

де 𝐺𝑑 дається формулою (12.7), верхнiй знак вiдповiдає випадку межо-
вих умов першого роду на обох площинах, а нижнiй знак — другого.
Перевiряємо межовi умови: на першiй площинi 𝜎𝑦𝑥 ≡ 𝑥, тодi аргумен-
ти в обох доданках суми (12.16) стають однаковими, а значить межовi
умови задовольняються. На другiй 𝜎𝑦𝑥 ≡ 𝑐−1

3 𝑥, i пiсля перегрупува-
ння доданкiв у правiй частинi суми (12.16) також одержимо ствердну
вiдповiдь.

Для задачi з межовими умовами першого роду на однiй iз площин
i другого на iншiй, як неважко переконатися, неможливо узгоджено
пiдiбрати розташування фiктивних зарядiв. У цьому випадку, а також
у випадку межових умов третього роду задача розв’язується методом
вiдокремлення змiнних (див. приклад [5, с. 47] про клин). �
Приклад 12.2. Знайти функцiю Грiна частини тривимiрного простору,
обмеженої трьома площинами, що перетинаються в однiй точцi так, що
двогранний кут мiж кожними двома дорiвнює 𝜋/3 (тригранний кут).
Розглянути випадки межових умов першого i другого роду.
� Зорiєнтуємо систему координат так, щоб нормалi площин були

6Група 𝐷3, iзоморфна точковiй групi 𝐶3𝑣 .
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напрямленi вздовж [011], [101] i [110], тобто область задавалась нерiв-
ностями: 𝑦+ 𝑧 > 0, 𝑧+ 𝑥 > 0, 𝑥+ 𝑦 > 0. Маємо три базовi перетворення
симетрiї:

𝜎𝑦𝑧 =

(︃
1 0 0
0 0 −1
0 −1 0

)︃
, 𝜎𝑧𝑥 =

(︃
0 0 −1
0 1 0
−1 0 0

)︃
, 𝜎𝑥𝑦 =

(︃
0 −1 0
−1 0 0
0 0 1

)︃
.

Вони породжують 24-елементну групу симетрiй тетраедра 𝑇𝑑 (елементи
теорiї груп викладено в [13], теорiю симетрiй — у [26]). Отже,

𝐺(𝑥, 𝜉) = − 1

4𝜋

∑︁
𝑔∈𝑇𝑑

(∓1)𝑃 (𝑔)

|𝑔𝑥− 𝜉| ,

де 𝑃 (𝑔) = 0 для власних перетворень (обертань) i 1 для невласних (вiд-
дзеркалень), а верхнiй i нижнiй знаки вiдповiдають межовим умовам
першого i другого роду вiдповiдно. �
Приклад 12.3. Знайти функцiю Грiна частини простору R𝑑, обмеженої
трьома гiперплощинами, якi в перерiзi перпендикулярною до них пло-
щиною утворюють правильний трикутник зi стороною 𝑎. Розглянути
випадки межових умов першого i другого роду.

b

b

b

⊗

⊗

⊗

~e1

~e2

Рис. 4. Розташування фiктив-
них зарядiв.

� Зорiєнтуємо систему координат
як у прикладi 12.1. Геометричнi по-
будови показують, що вiддзеркалення
в трьох площинах i всiлякi комбiна-
цiї їх (група 𝑃3𝑚1), застосованi до за-
даної точки, породжують двовимiрну
ґратку з примiтивною комiркою, зо-
браженою на рис. 4. Елементарнi ве-
ктори трансляцiї (базис гратки) та-
кi: 𝑒1 = (𝑎3/2,−𝑎

√
3/2, 0, . . .), 𝑒2 =

(𝑎3/2, 𝑎
√

3/2, 0, . . .). Отже, формально
в позначеннях попереднього прикладу

𝐺(𝑥, 𝜉) =
∑︁

𝑔∈𝑃3𝑚1

(∓1)𝑃 (𝑔)𝐺𝑑 (|𝑔𝑥− 𝜉|) .

Видiливши окремо суму по примiтивнiй комiрцi, одержимо

𝐺(𝑥, 𝜉) =
∑︁
𝑛,𝑚∈Z

𝐺̃ (𝑥 + 𝑛𝑒1 +𝑚𝑒2, 𝜉) ,

де 𝐺̃ – функцiя Грiна (12.16) (збiжнiсть ряду випливає з iнтегровностi
функцiї 𝐺𝑑). �
Приклад 12.4 (метод конформних вiдображень). Знайти функцiю Грi-
на кута 𝜋/𝛼 на площинi.
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� Вiдображення 𝑧 ↦→ 𝑧𝛼 переводить кут у пiвплощину, отже за фор-
мулою (12.11)

𝐺(𝑧, 𝜁) =
1

2𝜋
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝛼 − 𝜁𝛼

𝑧𝛼 − 𝜁𝛼

⃒⃒⃒⃒
,

або в полярних координатах

𝐺(𝑟, 𝜑; 𝜌, 𝜓) =
1

4𝜋
ln
𝑟2𝛼 + 𝜌2𝛼 − 2𝑟𝛼𝜌𝛼 cos𝛼(𝜑− 𝜓)

𝑟2𝛼 + 𝜌2𝛼 − 2𝑟𝛼𝜌𝛼 cos𝛼(𝜑+ 𝜓)
.

Щоб обчислити функцiю впливу межових умов зауважимо, що нор-
мальна похiдна на обох сторонах кута — це кутова компонента градiєн-
та. Тому

𝐻1(𝑟, 𝜑; 𝜌) = −1

𝜌

𝜕𝐺

𝜕𝜓

⃒⃒⃒⃒
𝜓=0

i 𝐻2(𝑟, 𝜑; 𝜌) =
1

𝜌

𝜕𝐺

𝜕𝜓

⃒⃒⃒⃒
𝜓=𝜋/𝛼

на нижньому i верхньому променях вiдповiдно. �

Приклад 12.5 (гiперсферичнi функцiї). Розв’язати спектральну зада-
чу для оператора Лапласа на сферi 𝑆𝑑−1.

� Позначимо 𝑛 = 𝑑− 2 i запишемо спектральну задачу у виглядi
∆𝑛𝑌 + 𝑙(𝑙 + 𝑛)𝑌 = 0,

де ∆𝑛 – оператор Лапласа на сферi в R𝑛+2. Введемо гiперсферичнi ко-
ординати (𝑟, 𝜗𝑛 ≡ 𝜗, 𝜗𝑛−1, . . . , 𝜗1, 𝜗0 ≡ 𝜑), 𝜗𝑘 ∈ [0, 𝜋], 𝑘 > 1, 𝜑 ∈ [0, 2𝜋],
за формулами:

𝑥𝑘 = 𝑟 cos𝜗𝑘−2

𝑛∏︁
𝑚=𝑘−1

sin𝜗𝑚, 𝑘 > 2, 𝑥1 = 𝑟

𝑛∏︁
𝑚=0

sin𝜗𝑚.

Оператор Лапласа можна записати в рекурентнiй формi:

∆𝑛 =
1

sin𝑛 𝜃𝑛

𝜕

𝜕𝜃𝑛

(︂
sin𝑛 𝜃𝑛

𝜕

𝜕𝜃𝑛

)︂
+

∆𝑛−1

sin2 𝜃𝑛
,

(︂
∆0 =

𝜕2

𝜕𝜑2

)︂
,

з якої видно, що змiннi повнiстю вiдокремлюються в порядку 𝜗0 → 𝜗1 →
𝜗2 → . . ., а значить власнi функцiї можна записати у виглядi

𝑌𝑛(𝜗𝑛, 𝜗𝑛−1, . . . , 𝜗1, 𝜑) = 𝑋(𝜗𝑛)𝑌𝑛−1(𝜗𝑛−1, . . . , 𝜗1, 𝜑).

Дiємо за iндукцiєю. Нехай ∆𝑛−1𝑌𝑛−1 = −𝑙𝑛−1(𝑙𝑛−1 + 𝑛 − 1)𝑌𝑛−1, де
𝑙𝑛−1 ∈ Z+ (в R3 це справджується). Тодi для 𝑋 одержимо сингулярну
задачу ШЛ

1

sin𝑛 𝜗

d

d𝜗

(︂
sin𝑛 𝜗

d𝑋

d𝜗

)︂
+

(︂
𝑙(𝑙 + 𝑛) − 𝑙𝑛−1(𝑙𝑛−1 + 𝑛− 1)

sin2 𝜗

)︂
𝑋 = 0,
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власними елементами якої (див. задачу 2.17) є

𝑙 ≡ 𝑙𝑛 = 𝑙𝑛−1 + 𝑘, 𝑘 ∈ Z+, 𝑋(𝜗) = 𝑃
𝑙𝑛−1,

𝑛−1
2

𝑙𝑛
(cos𝜗),

де 𝑃𝑚,𝑎𝑛 – гiперсферичнi квазiполiноми (полiноми вiд cos𝜗 i sin𝜗):

𝑃𝑚,𝑎𝑛 (𝑥) =
(︀
1 − 𝑥2

)︀𝑚/2 d𝑚𝑃 0,𝑎
𝑛 (𝑥)

d𝑥𝑚
,

𝑃 0,𝑎
𝑛 (𝑥) =

(2𝑎+ 1)𝑛
(𝑎+ 1)𝑛

1

2𝑛𝑛!

(︀
𝑥2 − 1

)︀−𝑎 d𝑛

d𝑥𝑛
(𝑥2 − 1)𝑛+𝑎.

Отже, ∆𝑛𝑌 + 𝑙𝑛(𝑙𝑛 + 𝑛)𝑌 = 0, де 𝑙𝑛 ∈ Z+, що й треба було довести.

Пiдсумуємо сказане. Власнi функцiї оператора Лапласа на сферi,
вiдповiдаючi власним значенням ∆𝑌 = −𝑙(𝑙 + 𝑑 − 2)𝑌 , називаються
гiперсферичними функцiями порядку 𝑙. Є всього (2𝑙+𝑑−2)(𝑙+𝑑−3)!

𝑙!(𝑑−2)! гiпер-
сферичних функцiй порядку 𝑙, якi переводяться одна в одну поворота-
ми системи координат. Позначатимемо їх 𝑌𝜆, де 𝜆 – сукупнiсть iндексiв
(включаючи 𝑙), нумеруючих гiперсферичнi функцiї. Конкретний вибiр
останнiх неоднозначний. Зокрема, в прикладi ми одержали гiперсфери-
чнi функцiї в такому виглядi:

𝑌𝜆(𝑛) = 𝑌𝑙𝑑−2...𝑙1𝑚(𝜗𝑑−2, . . . , 𝜗1, 𝜑) = Φ𝑚(𝜑)

𝑑−2∏︁
𝑘=1

𝑃
𝑙𝑘−1,

𝑘−1
2

𝑙𝑘
(cos𝜗𝑘),

де 𝑙𝑑−2 ≡ 𝑙, 𝑙0 ≡ |𝑚|, iндекси 𝑙𝑑−2 > . . . > 𝑙1 > |𝑚| > 0 – цiлi числа, а Φ𝑚
– тригонометричний базис (у формi 𝑒𝑖𝑚𝜑 або (5.4)). Функцiя

𝑌𝑙(𝑛) ≡ 𝑌𝑙0...0(𝑛) = 𝑃
0, 𝑑−3

2

𝑙 (cos𝜗𝑑−2)

називається старшою гiперсферичною функцiєю порядку 𝑙. Зауважимо,
що 𝑃 0, 𝑑−3

2

𝑙 є не що iнше як полiном Гегенбауера 𝐶
𝑑−2
2

𝑙 [1, 3, 14]. �
Приклад 12.6. Знайти функцiю Грiна оператора Лапласа в гiперкулi
радiуса 𝑎 з межовими умовами першого роду.

� Розв’язки рiвняння Лапласа iнварiантнi вiдносно iнверсiї в кулi з
𝑥* = (𝑎/𝑟)2𝑥 i 𝐴(𝑥) = (𝑎/𝑟)𝑑−2. Отже,

𝐺(𝑥, 𝜉) = 𝐺𝑑(|𝑥− 𝜉|) −
(︁𝑎
𝑟

)︁𝑑−2

𝐺𝑑

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑎2

𝑟2
𝑥− 𝜉

⃒⃒⃒⃒)︂
,

де 𝐺𝑑 дається формулою (12.7). Знайдемо поверхневу функцiю Грiна:

𝜕𝐺(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑛𝜉

⃒⃒⃒⃒
|𝜉|=𝑎

=
1

𝜎𝑑

𝜉

|𝜉|

[︃
− 𝑥− 𝜉

|𝑥− 𝜉|𝑑
+
(︁𝑎
𝑟

)︁𝑑−2 𝑎2

𝑟2 𝑥− 𝜉⃒⃒
𝑎2

𝑟2 𝑥− 𝜉
⃒⃒𝑑
]︃
|𝜉|=𝑎

.
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Використовуючи тотожнiсть⃒⃒⃒⃒
𝑎2

𝑟2
𝑥− 𝜉

⃒⃒⃒⃒
≡ 𝑎

𝑟
|𝑥− 𝜉| при |𝜉| = 𝑎,

приведемо цей вираз до остаточного вигляду:

𝜕𝐺(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑛𝜉

⃒⃒⃒⃒
|𝜉|=𝑎

=
1

𝜎𝑑𝑎

𝑎2 − 𝑟2

|𝑥− 𝜉|𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒
|𝜉|=𝑎

. �

Приклад 12.7. Знайти функцiю Грiна для оператора Лапласа в гiпер-
кулi радiуса 𝑎 з межовими умовами другого роду.

� Почнемо iз зауваження. Регулярна крайова задача
∆𝑑𝑢 = 𝑓,
𝜕𝑢
𝜕𝑛

⃒⃒
𝜕𝐷

= 𝜙,

не завжди має розв’язок, а тiльки за очевидної умовиw
𝜕𝐷

𝜙d𝜎 =
w
𝐷

𝑓d𝑉. (12.17)

До того ж, розв’язок її визначений з точнiстю до адитивної константи.
Тому рiвняння (12.4) з межовою умовою (12.6) не має розв’язкiв. Щоб
знайти таки функцiю Грiна, врахуємо, що вона визначена з точнiстю
до доданка, який є розв’язком крайової задачi з нульовими правими
частинами, в даному разi — довiльної сталої 𝐶. Виберемо її так, щоб
задовольнити умову (12.17):

r
𝜕𝐷

𝐶d𝜎 = 𝐶𝜎(𝜕𝐷) =
r
𝐷
𝛿(𝑥 − 𝜉)d𝑉 = 1.

Отже, межову умову (12.6) слiд замiнити на таку:

𝜕𝐺(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑛𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥∈𝜕𝐷

=
1

𝜎(𝜕𝐷)
.

Вертаючись до нашої задачi, бачимо, що метод зображень у його
звичнiй формi незастосовний, тому скористаємося методом вiдокрем-
лення змiнних, шукаючи функцiю Грiна у виглядi суми (12.8). Для 𝑔
одержимо крайову задачу

∆𝑥𝑔(𝑥, 𝜉) = 0,

𝜕𝑔(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑛𝑥

⃒⃒⃒⃒
|𝑥|=𝑎

=
1

𝜎𝑑𝑎𝑑−1
−𝜕𝐺𝑑(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑛𝑥

⃒⃒⃒⃒
|𝑥|=𝑎

≡ 1

𝜎𝑑𝑎𝑑−1

(︃
1 − 𝑎𝑑−2 𝑎

2 − 𝑥𝜉

|𝑥− 𝜉|𝑑

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
|𝑥|=𝑎

.

Спрямуємо полярну вiсь гiперсферичних координат уздовж вектора 𝜉.
Тодi 𝑥𝜉 = 𝑟𝜌 cos𝜗, а |𝑥− 𝜉| =

√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos𝜗. Як бачимо, пра-

ва частина межової умови залежить тiльки вiд кута 𝜗, тому розв’язок
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можна шукати у виглядi

𝑔(𝑥, ·) =
∞∑︁
𝑙=0

𝑔𝑙(𝑟)𝑃
0, 𝑑−3

2

𝑙 (cos𝜗),

де 𝑔𝑙 задовольняє рiвняння
1

𝑟𝑑−1

d

d𝑟

(︂
𝑟𝑑−1 d𝑔𝑙

d𝑟

)︂
− 𝑙(𝑙 + 𝑑− 2)

𝑟2
𝑔𝑙 = 0.

Його загальний обмежений в околi нуля розв’язок – 𝑔𝑙(𝑟) = 𝐴𝑙𝑟
𝑙. Щоб

розкласти праву частину межової умови

1 − 𝑎𝑑−2 𝑎
2 − 𝑥𝜉

|𝑥− 𝜉|𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒
|𝑥|=𝑎

= 1 − 1 − 𝑡𝑠

(1 − 2𝑡𝑠+ 𝑡2)
𝑑/2

,

де 𝑡 = 𝜌/𝑎, 𝑠 = cos𝜗, скористаємось тим, що 𝑞(𝑡) =
(︀
1 − 2𝑡𝑠+ 𝑡2

)︀−𝑛−1/2

– твiрна функцiя полiномiв Гегенбауера [1, 3, 14], тобто

𝑞(𝑡) =

∞∑︁
𝑙=0

𝑃 0,𝑛
𝑙 (𝑠)𝑡𝑙, |𝑡| < 1. (12.18)

У такому виглядi формула непридатна для розкладу. Тотожними пере-
твореннями досягаємо бажаного результату:

1 − 𝑡𝑠

(1 − 2𝑡𝑠+ 𝑡2)
𝑛+3/2

≡ 𝑞(𝑡) +
𝑡

2𝑛+ 1

d𝑞

d𝑡
=

∞∑︁
𝑙=0

𝑃 0,𝑛
𝑙 (𝑠)

2𝑛+ 1 + 𝑙

2𝑛+ 1
𝑡𝑙.

Пiдставляючи 𝑛 = (𝑑− 3)/2, одержимо

d𝑔𝑙
d𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

=
1

𝜎𝑑𝑎𝑑−1

[︂
𝛿𝑙0 −

𝑑− 2 + 𝑙

𝑑− 2

(︁𝜌
𝑎

)︁𝑙]︂
.

Звiдси

𝑔(𝑥, 𝜉) = − 1

𝜎𝑑𝑎𝑑−2

∞∑︁
𝑙=1

𝑑− 2 + 𝑙

𝑙(𝑑− 2)

(︁𝑟𝜌
𝑎2

)︁𝑙
𝑃

0, 𝑑−3
2

𝑙 (cos𝜗).

Ряд можна пiдсумувати, розклавши 𝑑−2+𝑙
𝑙(𝑑−2) = 1

𝑑−2+ 1
𝑙 . Тодi 𝑔 = 𝑔1−𝑐0+𝑔2,

де

𝑔1(𝑥, 𝜉) =
−1

𝜎𝑑𝑎𝑑−2(𝑑− 2)

∞∑︁
𝑙=0

(︁𝑟𝜌
𝑎2

)︁𝑙
𝑃

0, 𝑑−3
2

𝑙 (cos𝜗) ≡
(︁𝑎
𝑟

)︁𝑑−2

𝐺𝑑

(︂⃒⃒⃒⃒
𝑎2

𝑟2
𝑥− 𝜉

⃒⃒⃒⃒)︂
,

𝑔2(𝑟𝑛, 𝜉) = (𝑑− 2)

𝑟w
0

𝑔1(𝑟′𝑛, 𝜉) − 𝑐0
𝑟′

d𝑟′, 𝑐0 = − 1

𝜎𝑑𝑎𝑑−2(𝑑− 2)
,
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причому iнтеграл береться в елементарних функцiях. �
Приклад 12.8. Розв’язати тривимiрне рiвняння Пуассона ∆𝑢 = 𝑓(𝑟).
� Перший спосiб. За формулою (12.2)

𝑢(𝑥) = − 1

4𝜋

w
R3

𝑓(𝜌)

|𝑥− 𝜉|d𝜉.

Перейшовши в iнтегралi до сферичних координат, перетворимо цю рiв-
нiсть до вигляду

𝑢(𝑥) = − 1

4𝜋

2𝜋w
0

d𝜑

∞w
0

𝑓(𝜌)𝜌2d𝜌

𝜋w
0

sin𝜗d𝜗√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos𝜗

.

Iнтеграл по 𝜗 зводиться до такого:
1w

−1

d𝑠√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌𝑠

=
2

𝑟 ∨ 𝜌 .

Отже,

𝑢(𝑥) = −
∞w
0

𝑓(𝜌)

𝑟 ∨ 𝜌𝜌
2d𝜌 = −1

𝑟

𝑟w
0

𝑓(𝜌)𝜌2d𝜌−
∞w
𝑟

𝑓(𝜌)𝜌d𝜌. (12.19)

Другий спосiб. Оскiльки задача сферично симетрична, то 𝑢(𝑥) =
𝑈(𝑟). Пiдставивши в рiвняння, дiстанемо:

1

𝑟2
d

d𝑟

(︂
𝑟2

d𝑈

d𝑟

)︂
= 𝑓(𝑟).

Розв’язки однорiдного рiвняння 1 i 𝑟−1 з вронскiаном 𝑊1,𝑟−1 = −𝑟−2

задовольняють лiву (обмеженiсть в околi нуля) i праву (прямування
до нуля при 𝑟 → ∞) межову умову вiдповiдно. Тодi, формула (4.16)
приводить до (12.19). �
Приклад 12.9. Знайти функцiю Грiна нескiнченного цилiндра одини-
чного радiуса з межовими умовами першого роду.
� Розв’язуємо крайову задачу

∆𝑢 = 𝑓(𝜌, 𝜑, 𝑧),
𝑢(1, 𝜑, 𝑧) = 0

методом вiдокремлення змiнних. Вiдокремлюємо в порядку 𝜑→ 𝜌→ 𝑧,
оскiльки по змiннiй 𝑧 неможливо записати задачу ШЛ. Розкладаємо
розв’язок по власних функцiях вiдповiдних задач ШЛ:

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) =
∑︁

𝑚∈N,𝑛∈Z
𝑢𝑛𝑚(𝑧)𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝜌)Φ𝑛(𝜑),
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де 𝑗𝑛,𝑚 – нулi функцiї 𝐽𝑛. Для коефiцiєнтiв розкладу одержимо крайову
задачу

𝑢′′𝑛𝑚 − 𝑗2𝑛,𝑚𝑢𝑛𝑚 = 𝑓𝑛𝑚,
де

𝑓𝑛𝑚(𝑧) = ‖𝑅𝑛𝑚‖−2 ‖Φ𝑛‖−2
1w
0

𝜌d𝜌

2𝜋w
0

𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝜌)Φ𝑛(𝜑)𝑓(𝜌, 𝜑, 𝑧)d𝜑,

тут ‖𝑅𝑛𝑚‖2 =
r 1
0
𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝜌)2𝜌d𝜌 = 𝐽 ′

𝑛(𝑗𝑛,𝑚)2/2. Розв’язки 𝑒𝑗𝑛,𝑚𝑧 i 𝑒−𝑗𝑛,𝑚𝑧

з вронскiаном −2𝑗𝑛,𝑚 задовольняють лiву i праву межовi умови, вiдпо-
вiдно, тому за формулою (4.16)

𝑢𝑛𝑚(𝑧) = − 1

2𝑗𝑛,𝑚
𝑒−𝑗𝑛,𝑚𝑧

𝑧w
−∞

𝑒𝑗𝑛,𝑚𝑧
′
𝑓𝑛𝑚(𝑧′)d𝑧′

− 1

2𝑗𝑛,𝑚
𝑒𝑗𝑛,𝑚𝑧

∞w
𝑧

𝑒−𝑗𝑛,𝑚𝑧
′
𝑓𝑛𝑚(𝑧′)d𝑧′ ≡ − 1

2𝑗𝑛,𝑚

∞w
−∞

𝑒−𝑗𝑛,𝑚|𝑧−𝑧′|𝑓𝑛𝑚(𝑧′)d𝑧′.

Отже,

𝐺(𝜌, 𝜑, 𝑧; 𝜌′, 𝜑′, 𝑧′) = −
∑︁

𝑚∈N,𝑛∈Z

𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝜌)Φ𝑛(𝜑)𝑒−𝑗𝑛,𝑚|𝑧−𝑧′|𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝜌
′)Φ𝑛(𝜑′)

𝑗𝑛,𝑚𝐽 ′
𝑛(𝑗𝑛,𝑚)2 ‖Φ𝑛‖2

,

звiдки за формулою додавання тригонометричних функцiй

𝐺(𝜌, 𝜑, 𝑧; 𝜌′, 𝜑′, 𝑧′) = −
∑︁

𝑚∈N,𝑛∈Z+

𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝜌)𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝜌
′) cos𝑛(𝜑− 𝜑′)𝑒−𝑗𝑛,𝑚|𝑧−𝑧′|

𝜋 (1 + 𝛿𝑛0) 𝑗𝑛,𝑚𝐽 ′
𝑛(𝑗𝑛,𝑚)2

.�

Приклад 12.10. Розв’язати рiвняння Гельмгольца ∆𝑢+ 𝑘2𝑢 = 𝑓 в R𝑑
(𝑘 > 0).

� Розглядана крайова задача має ту особливiсть, що при 𝑘2 > 0
стандартнi межовi умови обмеженостi на нескiнченностi не забезпечу-
ють єдиностi розв’язку. Справдi, рiвняння Гельмгольца в гiперсфери-
чних координатах має вигляд

1

𝑟𝑑−1

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟𝑑−1 𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
+

∆̃𝑢

𝑟2
+ 𝑘2𝑢 = 𝑓,

де ∆̃ – оператор Лапласа на сферi 𝑆𝑑−1. Розклавши 𝑢 в ряд по гiпер-
сферичних функцiях, дiстанемо

𝑢(𝑥) =
∑︁
𝜆

𝑅𝜆(𝑟)𝑌𝜆(𝑛), (12.20)
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де
𝑓𝜆(𝑟) = ‖𝑌𝜆‖−2

w
𝑆𝑑−1

𝑌𝜆 (𝑛)𝑓 (𝑟𝑛) d𝜎 (𝑛) . (12.21)

Функцiї 𝑅𝜆 задовольняють рiвняння

𝑅′′
𝜆 +

𝑑− 1

𝑟
𝑅′
𝜆 +

(︂
𝑘2 − 𝑙(𝑙 + 𝑑− 2)

𝑟2

)︂
𝑅𝜆 = 𝑓𝜆, (12.22)

де 𝑙 – порядок 𝑌𝜆. Загальним розв’язком вiдповiдного однорiдного рiв-
няння є, як неважко переконатися, функцiї

𝑟1−𝑑/2𝑍𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝑟), (12.23)

де 𝑍𝜈 – цилiндрична функцiя. Оскiльки будь-яка функцiя 𝑍𝜈(𝑥) дiй-
сного iндексу на нескiнченностi має асимптотику 𝑂

(︀
𝑥−1/2

)︀
, то умова

обмеженостi або будь-яка умова, фiксуюча порядок спадання на нескiн-
ченностi, не визначають цилiндричну функцiю з точнiстю до сталого
множника.

На практицi рiвняння Гельмгольца з 𝑘2 > 0 виникає як перетвiр
Фур’є по часовiй змiннiй хвильового рiвняння. Тодi згiдно з (12.15)
його треба доповнити умовою причинностi: 𝑢 → 0 при Im 𝑘 → +∞.
Єдиною функцiєю виду (12.23), яка задовольняє цю умову, є функцiя
𝑟1−𝑑/2𝐻+

𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝑟), де 𝐻+
𝜈 = 𝐽𝜈 + 𝑖𝑁𝜈 – функцiя Ганкеля першого роду.

Згiдно з (4.16) другий розв’язок треба взяти у виглядi 𝑟1−𝑑/2𝐽𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝑟)
— вiн задовольняє умову обмеженостi в околi нуля. Вронскiан цiєї пари
такий: 𝑊𝐽𝐻(𝑟) = (2𝑖/𝜋)𝑟1−𝑑. Пiдставивши в (4.16), одержимо

𝑅𝜆(𝑟) = 𝑟1−𝑑/2𝐽𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝑟)
𝜋

2𝑖

∞w
𝑟

𝜌𝑑/2𝐻+
𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝜌)𝑓𝜆(𝜌)d𝜌

+ 𝑟1−𝑑/2𝐻+
𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝑟)

𝜋

2𝑖

𝑟w
0

𝜌𝑑/2𝐽𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝜌)𝑓𝜆(𝜌)d𝜌,

що разом iз (12.20) i (12.21) дає вiдповiдь.
Знаючи загальний розв’язок однорiдного рiвняння Гельмгольца, умо-

ву причинностi можна замiнити наочнiшою умовою: у вiльнiй вiд дже-
рел поля областi при |𝑥| → ∞

𝑢(𝑥) ∼ 𝐴(𝑛)𝑟1/2−𝑑/2𝑒𝑖𝑘𝑟 + 𝑢ext(𝑥), (12.24)
де перший доданок у контекстi хвильового рiвняння означає наявнiсть
на нескiнченностi тiльки йдучої назовнi хвилi, а другий — задане зов-
нiшнє поле. Функцiя кутових змiнних 𝐴 (в задачi розсiювання її нази-
вають амплiтудою розсiювання) однозначно визначається функцiями 𝑓
i 𝑢ext. �
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Приклад 12.11. Знайти функцiю Грiна оператора Гельмгольца ∆+𝑘2

в R𝑑 (𝑘 > 0) з умовою причинностi.

� Розв’язуємо рiвняння (12.4). Оскiльки задача iзотропна i однорi-
дна, шукаємо функцiю Грiна у виглядi 𝐺 (|𝑥− 𝜉|). Одержимо рiвняння
виду (12.22) з 𝑙 = 0:

𝐺′′ +
𝑑− 1

𝑟
𝐺′ + 𝑘2𝐺 = 𝛿 (𝑟𝑛) .

Його розв’язок (12.23), який задовольняє умову причинностi, має ви-
гляд 𝐺(𝑟) = 𝑐𝑟1−𝑑/2𝐻+

𝑑/2−1(𝑘𝑟). Сталу 𝑐 можна визначити з рiвностir
𝑟<𝜀

(︀
∆𝐺+ 𝑘2𝐺

)︀
d𝑥 = 1, де 𝜀 – як завгодно мале додатне число. Тому

замiсть 𝐺 можна скористатись еквiвалентною в околi нуля функцiєю:

𝐺(𝑟) ∼ 𝑐𝑟1−𝑑/2𝑖𝑁𝑑/2−1(𝑘𝑟) ∼ − 𝑖

𝜋

(︂
𝑘

2

)︂1−𝑑/2

Γ

(︂
𝑑

2
− 1

)︂
𝑟2−𝑑.

Отже,
w
𝑟<𝜀

(︀
∆𝐺+ 𝑘2𝐺

)︀
d𝑥 = −

w
𝑟=𝜀

∇𝐺d𝜎 (𝑥) + 𝑘2
w
𝐺d𝑥 = 𝑐 4𝑖

(︂
𝑘

2𝜋

)︂1−𝑑/2

= 1.

Вiдповiдь:

𝐺(𝑟) =
1

4𝑖

(︂
𝑘

2𝜋𝑟

)︂𝑑/2−1

𝐻+
𝑑/2−1(𝑘𝑟).

Порiвняння одержаної в попередньому прикладi вiдповiдi з розв’язком,
записаним через функцiю Грiна, дає розбиття останньої (𝑟 > 𝜌):

𝐺 (|𝑥− 𝜉|) =
∑︁
𝜆

𝜋

2𝑖
‖𝑌𝜆‖−2

𝑟1−𝑑/2𝐻+
𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝑟)𝑌𝜆(𝑛)

× 𝜌1−𝑑/2𝐽𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝜌)𝑌𝜆(𝜈), (12.25)
в якому лiва частина виразу пiд сумою залежить тiльки вiд 𝑥, а пра-
ва тiльки вiд 𝜉. Подiбнi розбиття у фiзицi є основою мультипольних
розкладiв (приклад 12.13).

У деяких задачах (див. приклад 6.3) виникає необхiднiсть розкласти
вираз 𝐺

(︁√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos𝜗

)︁
в ряд по старших гiперсферичних фун-

кцiях. Щоб зробити це, скористаємося формулою (12.25), зорiєнтувавши
систему координат таким чином, щоб полярна вiсь гiперсферичних ко-
ординат була напрямлена вздовж 𝜉. Тодi при фiксованому 𝑙 усi функцiї
𝑌𝜆(𝜈) обнулюються, крiм старшої 𝑌𝑙0...0 = 𝑌𝑙 (нагадаємо, що вона зале-
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жить тiльки вiд полярного кута 𝜗). У результатi (12.25) спрощується:

𝐺
(︁√︀

𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos𝜗
)︁

=
𝜋

2𝑖

∞∑︁
𝑙=0

𝑟1−𝑑/2𝐻+
𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝑟)𝜌

1−𝑑/2𝐽𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝜌)
𝑌𝑙(𝜗)𝑌𝑙(0)

‖𝑌𝑙‖2
(𝑟 > 𝜌).

Пiдставивши явний вираз 𝑌𝑙, одержимо остаточно

𝐺
(︁√︀

𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos𝜗
)︁

=
Γ(𝑑/2 − 1)

8𝑖𝜋𝑑/2−1

×
∞∑︁
𝑙=0

(𝑑−2+2𝑙)𝑟1−𝑑/2𝐻+
𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝑟)𝜌

1−𝑑/2𝐽𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝜌)𝑃
0, 𝑑−3

2

𝑙 (cos𝜗) (𝑟 > 𝜌).

Це одна з так званих формул додавання цилiндричних функцiй, а (6.20)
i (12.18) – граничнi випадки її. �
Приклад 12.12. Методом функцiї впливу знайти причиннi розв’язки
хвильового рiвняння 𝑐−2𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 = 𝑓 в R𝑑 × R.
� За формулою (12.14) в еквiвалентному формулюваннi

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞w
0

d𝜏
w
R𝑑

𝐺𝑑(𝜉, 𝜏)𝑓(𝑥− 𝜉, 𝑡− 𝜏)d𝜉. (12.26)

Перетвiр Фур’є функцiї Грiна оператора Даламбера спiвпадає з точнi-
стю до знака зi знайденою в прикладi 12.11 функцiєю Грiна оператора
Гельмгольца:

𝐺̂𝑑(𝑟, 𝜔) ≡ −𝐺Helm
𝑑 (𝑟) = − 1

4𝑖

(︁ 𝜔

2𝜋𝑐𝑟

)︁𝑑/2−1

𝐻+
𝑑/2−1

(︁𝜔𝑟
𝑐

)︁
.

Оскiльки 𝐺̂𝑑(𝑟, 𝜔) ∼ 𝜔𝑑/2 при 𝜔 → ∞, то за винятком одно- i двовимiр-
ного випадкiв функцiя 𝐺𝑑 буде узагальненою. Насправдi нас цiкавить
не сама функцiя Грiна, а формула (12.26), де вона стоїть у згортцi. Тому
скористаємось iдеями розмiрної регуляризацiї, якi часто використову-
ються у фiзицi: побудуємо 𝐺𝑑 для нижчих розмiрностей, а результат у
формi (12.26) узагальнимо для всiх 𝑑.

Основою для цього служить рекурентне спiввiдношення

𝐺̂𝑑+2𝑛(𝑟, 𝜔) =
1

(2𝜋)𝑛

(︂
− d

𝑟d𝑟

)︂𝑛
𝐺̂𝑑(𝑟, 𝜔), (12.27)

яке неважко вивести з формули диференцiювання цилiндричних фун-
кцiй, записанiй у формi

𝑧−𝜈−𝑛𝑍𝜈+𝑛 =

(︂
− d

𝑧d𝑧

)︂𝑛
𝑧−𝜈𝑍𝜈 .
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Сама формула (12.27) на 𝐺𝑑 не переноситься, але до часової згортки,
очевидно, застосовна:

𝐺𝑑+2𝑛 * 𝜙 =
1

(2𝜋)𝑛

(︂
− d

𝑟d𝑟

)︂𝑛
𝐺𝑑 * 𝜙. (12.28)

Функцiю 𝐺𝑑 для нижчих розмiрностей можна одержати використовую-
чи табличний iнтеграл [14, с. 441]

∞w
𝑎

𝑒𝑖𝜔𝑡d𝑡

(𝑡2 − 𝑎2)
𝜈+1/2

= 𝑖

√
𝜋

2
Γ

(︂
1

2
− 𝜈

)︂(︂
2𝜔

𝑎

)︂𝜈
𝐻+
𝜈 (𝜔𝑎), −1

2
6 Re 𝜈 <

1

2
,

який є перетвором Фур’є функцiї 𝜃(𝑡− 𝑎)
(︀
𝑡2 − 𝑎2

)︀−𝜈−1/2. Звiдси

𝐺𝑑(𝑟, 𝑡) =
𝑐

2𝜋
𝑑−1
2 Γ

(︀
3−𝑑
2

)︀ 𝜃(𝑐𝑡− 𝑟)

(𝑐2𝑡2 − 𝑟2)
𝑑−1
2

, 1 6 𝑑 < 3. (12.29)

Отже, 𝐺𝑑 виражається за рекурентним спiввiдношенням (12.28) через
𝐺1 для непарних розмiрностей або через 𝐺2 для парних, де

𝐺1(𝑟, 𝑡) =
𝑐

2
𝜃(𝑐𝑡− 𝑟), 𝐺2(𝑟, 𝑡) =

𝑐

2𝜋

𝜃(𝑐𝑡− 𝑟)√
𝑐2𝑡2 − 𝑟2

.

У першому випадку (12.26) конкретизується так:

(𝐺1 * 𝜙) (𝑡) =

∞w
−∞

𝐺1(𝑟, 𝜏)𝜙(𝜏)d𝜏 =
𝑐

2

∞w
𝑟/𝑐

𝜙(𝑡− 𝜏)d𝜏,

(𝐺3 * 𝜙) (𝑡) =
1

2𝜋

(︂
− d

𝑟d𝑟

)︂
(𝐺1 * 𝜙) (𝑡) =

1

4𝜋

𝜙 (𝑡− 𝑟/𝑐)

𝑟
,

(𝐺3+2𝑛 * 𝜙) (𝑡) =

(︂
− d

2𝜋𝑟d𝑟

)︂𝑛
(𝐺3 * 𝜙) (𝑡) =

1

2(2𝜋)𝑛+1

(︂
− d

𝑟d𝑟

)︂𝑛
𝜙 (𝑡− 𝑟/𝑐)

𝑟
.

Отже, для 𝑑 = 3 + 2𝑛

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2(2𝜋)𝑛+1

w
R𝑑

(︂
− d

𝜌d𝜌

)︂𝑛
𝑓 (𝑥− 𝜉, 𝑡− 𝜌/𝑐)

𝜌
d𝜉,

де пiсля диференцiювання слiд пiдставити 𝜌 = |𝜉|.
Для парних розмiрностей

(𝐺2 * 𝜙) (𝑡) =
𝑐

2𝜋

∞w
𝑟/𝑐

𝜙(𝑡− 𝜏)d𝜏√
𝑐2𝜏2 − 𝑟2

,

(𝐺2+2𝑛 * 𝜙) (𝑡) =
𝑐

(2𝜋)𝑛+1

(︂
− d

𝑟d𝑟

)︂𝑛 ∞w
𝑟/𝑐

𝜙(𝑡− 𝜏)d𝜏√
𝑐2𝜏2 − 𝑟2

.
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У практичних застосуваннях, коли iнтеграл в останньому виразi не об-
числюється явно, одержана формула незручна, оскiльки пiдiнтеграль-
ний вираз недиференцiйовний по 𝑟. Тому перепишемо її в iншому ви-
глядi, скориставшись тотожнiстю

𝐼 =

∞w
𝑟/𝑐

𝜙d𝜏√
𝑐2𝜏2 − 𝑟2

≡ − 1

𝑟2

∞w
𝑟/𝑐

√︀
𝑐2𝜏2 − 𝑟2

(︂
𝜏

d𝜙

d𝜏
+ 2𝜙

)︂
d𝜏.

Продиференцiювавши праву частину, дiстанемо(︂
− d

𝑟d𝑟

)︂
𝐼 =

1

𝑟2

∞w
𝑟/𝑐

1√
𝑐2𝜏2 − 𝑟2

(︂
−𝜏 d𝜙

d𝜏

)︂
d𝜏,

звiдки

(𝐺2+2𝑛 * 𝜙) (𝑡) =
𝑐

(2𝜋)𝑛+1

1

𝑟2𝑛

∞w
𝑟/𝑐

1√
𝑐2𝜏2 − 𝑟2

(︂
− 𝜏d

d𝜏

)︂𝑛
𝜙(𝑡− 𝜏)d𝜏.

Отже, для 𝑑 = 2 + 2𝑛

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑐

(2𝜋)𝑛+1

∞w
0

d𝜏
w

|𝜉|6𝑐𝜏

(︀
− 𝜏d

d𝜏

)︀𝑛
𝑓 (𝑥− 𝜉, 𝑡− 𝜏)

|𝜉|2𝑛
√︀
𝑐2𝜏2 − |𝜉|2

d𝜉. �

Приклад 12.13. Побудувати мультипольний розклад причинного роз-
в’язку рiвняння Даламбера в R𝑑 × R.

Мультипольний розклад використовується в тих випадках, коли потрiбно
знайти розв’язок крайової задачi (12.1) у вiльнiй вiд джерел поля пiдобластi
𝐷′ ⊂ 𝐷 (тобто 𝑓(𝑥) = 0 при 𝑥 ∈ 𝐷′). Iдея його така: якщо функцiю Грiна
можна подати у виглядi

𝐺(𝑥, 𝜉) =
∑︁
𝜆

𝑢𝜆(𝑥)𝑣𝜆(𝜉),

де 𝑢𝜆 задовольняють однорiдне рiвняння L𝑢 = 0 в 𝐷′, то шуканий розв’язок
виглядає так:

𝑢(𝑥) =
∑︁
𝜆

𝑢𝜆(𝑥)𝑄𝜆, 𝑥 ∈ 𝐷′, (12.30)

де

𝑄𝜆 =
w

𝐷

𝑣𝜆(𝜉)𝑓(𝜉)d𝜉 +
w

𝜕𝐷

𝜕𝑣𝜆(𝜉)

𝜕𝑛
𝜙(𝜉)d𝜎(𝜉). (12.31)

Для iнших межових умов формули аналогiчнi. Практична цiннiсть формули
(12.30) полягає в тому, що числовi iнтеграли (12.31) значно легше обчислити,
нiж параметричний iнтеграл (12.2). Для хвильового рiвняння мультипольний
розклад будують для перетворiв Фур’є, при цьому у формулi (12.30) замiсть
добутку буде згортка.
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� Перейшовши у хвильовому рiвняннi 𝑐−2𝑢𝑡𝑡−∆𝑢 = 𝑓 до перетворiв

Фур’є, одержимо рiвняння Гельмгольца: ∆𝑢̂ + 𝑘2𝑢̂ = −𝑓 , де 𝑘 = 𝜔/𝑐.
Необхiдне розбиття функцiї Грiна оператора Гельмгольца дається фор-
мулою (12.25). Узявши до уваги, що 𝐺̂(𝑟, 𝜔) ≡ −𝐺Helm(𝑟), i згрупувавши
належним чином множники у (12.25), матимемо мультипольний роз-
клад виду (12.30):

𝑢̂(𝑥, 𝜔) =
∑︁
𝜆

ℎ̂+(𝑟, 𝜔)𝑌𝜆(𝑛)𝑄̂𝜆(𝜔),

де

ℎ̂+(𝑟, 𝜔) =
𝑖

4

(︂
𝑘

2𝜋

)︂𝑑/2−1+𝑙

𝑟1−𝑑/2𝐻+
𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝑟) ≡ 𝑟𝑙𝐺̂𝑑+2𝑙(𝑟, 𝜔),

𝑄̂𝜆(𝜔) = 2𝜋

(︂
2𝜋

𝑘

)︂𝑑/2−1+𝑙

‖𝑌𝜆‖−2
w
R𝑑

𝜌1−𝑑/2𝐽𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝜌)𝑌𝜆(𝜈)𝑓(𝜉, 𝜔)d𝜉.

Функцiя ℎ+𝑌𝜆 – потенцiал 𝜆-ї компоненти мультиполя порядку 𝑙 (неза-
лежних компонент стiльки, скiльки гiперсферичних функцiй порядку
𝑙), 𝑄𝜆 – її заряд.

У випадку, коли розмiри областi з джерелами поля набагато меншi за
довжину хвилi, функцiю 𝐽𝑑/2−1+𝑙(𝑘𝜌) розкладають у ряд7, що дозволяє
в явнiй формi обернути перетвори 𝑄̂𝜆:

𝑄̂𝜆(𝜔) =

∞∑︁
𝑛=0

(︂−𝑖𝜔
𝑐

)︂2𝑛

𝑄̂𝜆𝑛(𝜔), або ж 𝑄𝜆(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

1

𝑐2𝑛
d2𝑛𝑄𝜆𝑛(𝑡)

d𝑡2𝑛
,

де

𝑄𝜆𝑛(𝑡) =
𝜋𝑑/2+𝑙

22𝑛−1𝑛!Γ(𝑑/2 + 𝑙 + 𝑛)
‖𝑌𝜆‖−2

w
R𝑑

𝜌𝑙+2𝑛𝑌𝜆(𝜈)𝑓(𝜉, 𝑡)d𝜉.

Вираз 𝑢 спрощується в так званiй хвильовiй зонi: 𝑘𝑟 ≫ 1. Тодi

ℎ̂+(𝑟, 𝜔) ∼ 1

2(2𝜋)
𝑑−1
2 +𝑙

𝑟
1−𝑑
2

(︂−𝑖𝜔
𝑐

)︂ 𝑑−3
2 +𝑙

𝑒𝑖𝑘𝑟,

а значить

𝑢̂(𝑥, 𝜔) = 𝑟
1−𝑑
2 𝑒𝑖𝑘𝑟

∑︁
𝜆𝑛

1

2(2𝜋)
𝑑−1
2 +𝑙

(︂−𝑖𝜔
𝑐

)︂ 𝑑−3
2 +𝑙+2𝑛

𝑌𝜆(𝑛)𝑄̂𝜆𝑛(𝜔),

7Утворений при цьому ряд для 𝑄̂𝜆 буде степеневим рядом по 𝑘𝑎, де 𝑎 – розмiри
системи.
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що для непарних розмiрностей дає

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑟
1−𝑑
2

∑︁
𝜆𝑛

1

2(2𝜋𝑐)
𝑑−1
2 +𝑙

𝑌𝜆(𝑛)

(︂
d

𝑐d𝑡

)︂ 𝑑−3
2 +𝑙+2𝑛

𝑄𝜆𝑛

(︁
𝑡− 𝑟

𝑐

)︁
. �

Методом зображень знайти функцiю Грiна оператора Лапласа заданої
областi в R3. Де можливо, розглянути межовi умови першого i другого
роду. Для простих областей записати поверхневу функцiю Грiна:

1. Пiвпростiр: 𝑧 > 0.

2. Двогранний кут: 𝑥 > 0, 𝑦 > 0.

3. Двогранний кут 2𝜋/𝑛.

4. Октант: 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0.

5. Двогранний кут 2𝜋/𝑛 з третьою
площиною, перпендикулярною до
перших двох.

6. Чотиригранний кут, що прохо-
дить з центра куба через ребра.

7. П’ятигранний кут з двогранни-
ми кутами 2𝜋/5.
8. Пiвкуля: 𝑟 < 𝑏, 𝑧 > 0.
9. 𝑟 > 𝑎, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0.
10. 𝑟 < 𝑏, 𝑥 + 𝑦 > 0, 𝑦 + 𝑧 > 0,
𝑧 + 𝑥 > 0.
11. Плоский шар: 0 < 𝑧 < 1.
12. 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < 𝑏.
13. Куб з довжиною ребра 𝑎.

Методом вiдокремлення змiнних побудувати функцiю Грiна оператора
Лапласа заданої областi з межовими умовами першого роду:

14. Пiвпростiр в R3: 𝑧 > 0.

15. Сферичний шар: 𝑎 < 𝑟 < 𝑏.

16. Пiвцилiндр: 𝑧 > 0, 𝜌 < 1.

17. Гiперкуб в R𝑑 з довжиною ре-
бра 𝑎.

Методом конформних вiдображень побудувати функцiю Грiна операто-
ра Лапласа заданої областi на площинi з межовими умовами першого
роду. Для простих областей записати поверхневу функцiю Грiна:

18. Пiвкруг: 𝑦 > 0, 𝑥2 + 𝑦2 < 1.
19. Смуга: 0 < 𝑦 < 𝜋.

20. Пiвсмуга: 0 < 𝑦 < 𝜋, 𝑥 > 0.
21. Прямокутник: |𝑥| < 𝑎, 0 < 𝑦 < 𝑏.
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Методом конформних вiдображень розв’язати рiвняння Лапласа:

22.
∆𝑢 = 0 (0 < 𝑥 < 𝜋, 𝑦 < 0),
𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝜋, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 1.

23.
∆𝑢 = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 1 при 𝑥 < −𝑎,
𝑢(𝑥, 0) = 0 при 𝑥 > 𝑎.

24.
∆𝑢 = 0 (𝑥2/𝑎2 + 𝑦2/𝑏2 < 1),
𝑢(𝑥, 𝑦) = 1 на верхнiй пiвдузi,
𝑢(𝑥, 𝑦) = 0 на нижнiй пiвдузi.

25.
∆𝑢 = 0 (|𝑥| < 𝑎, 0 < 𝑦 < 𝑏),
𝑢(±𝑎, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 1, 𝑢(𝑥, 𝑏) = 0.

26. Знайти функцiю Грiна оператора Гельмгольца ∆−κ2 в R𝑑 (κ > 0).

27. Знайти функцiю Грiна рiвняння ∆3 −κ2 в пiвпросторi. Розглянути
межовi умови першого i другого роду. Записати поверхневу функцiю
Грiна.

28. Показати, що розв’язок рiвняння ∆𝑢− κ2𝑢 = 𝑓 (𝑏1𝑥, . . . , 𝑏𝑛𝑥) в R𝑑
(𝑛 < 𝑑) виражається через функцiю Грiна оператора Гельмгольца в R𝑛.
29. Оцiнити зверху розв’язок тривимiрного рiвняння Пуассона ∆𝑢 = 𝑓 ,
якщо 𝑓(𝑟𝑛) 6 𝑒−𝛼𝑟.

30. Оцiнити зверху розв’язок крайової задачi для рiвняння Пуассона
∆𝑢 = 𝑓, 𝑧 > 0,
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝜓(𝑥, 𝑦),

якщо 𝑒−𝛼
′𝑟 6 𝑓(𝑟𝑛) 6 𝑒−𝛼𝑟 i 𝜓(𝑟, 𝜑) 6 𝑒−𝛽𝑟.

Розв’язати крайову задачу, перейшовши до параболiчних координат за
формулами 𝑥 = (𝜉2 − 𝜂2)/2, 𝑦 = 𝜉𝜂, 𝜉 ∈ R+, 𝜂 ∈ R:

31. ∆𝑢 = 𝑢,
𝑢(𝑥,±0) = 𝜓±(𝑥), 𝑥 6 0. 32. ∆𝑢− κ2𝑢 = 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑒κ𝑥, 𝑥 6 0.

Розв’язати крайову задачу, перейшовши до елiптичних координат за
формулами 𝑥 = 𝑎 ch 𝜉 cos 𝜂, 𝑦 = 𝑎 sh 𝜉 sin 𝜂, 𝜉 ∈ R+, 𝜂 ∈ ]0, 2𝜋[:

33. ∆𝑢− κ2𝑢 = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), |𝑥| 6 𝑎.

34. Розв’язати спектральну задачу ∆𝑢 + 𝜆𝑢 = 0 в 𝑑-вимiрнiй гiперкулi
з межовими умовами першого роду.

35. Розв’язати задачу розсiювання (дифракцiї) на сферi:

∆3𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0 (𝑟 > 𝑎),
𝑢(𝑥) = 0, при 𝑟 = 𝑎,
𝑢(𝑥) ∼ 𝑒𝑖𝑘𝑧 +𝐴(𝑛)𝑒𝑖𝑘𝑟/𝑟, при 𝑟 → ∞.
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36. Розв’язати задачу розсiювання (дифракцiї) на пiвплощинi:

∆2𝑢+ 𝑘2𝑢 = 0,
𝑢(𝑥) = 0, при 𝑦 = 0, 𝑥 > 0,
𝑢(𝑥) ∼ 𝑒𝑖𝑘𝑦 +𝐴(𝑛)𝑒𝑖𝑘𝑟/

√︀
(𝑟), при 𝑟 → ∞.

37. Одержати мультипольний розклад розв’язку тривимiрного рiвнян-
ня Пуассона на нескiнченностi.
38. Одержати мультипольний розклад розв’язку тривимiрного рiвнян-
ня Пуассона в околi нуля.

Розв’язати рiвняння Лапласа:

39.

∆𝑢 = 0 (𝑦 > 0, 𝑟 < 1),
𝑢(𝑥, 0) = 0,
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦3 − 3𝑥2𝑦,

при 𝑥2 + 𝑦2 = 1.

40.

∆𝑢 = 0 (𝑧 > 0, 𝑟 < 1),
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0,
𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥𝑦)𝑧,

при 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1.

41.
∆𝑢 = 0 (𝑦 > 0, 𝑥2 + 𝑦2 < 1),
𝑢(𝑥, 0) = 1,
𝑢(𝑥, 𝑦) = 0 при 𝑥2 + 𝑦2 = 1.

42. ∆𝑢 = 0 (𝑦, 𝑧 > 0),
𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 0, 𝑧) = 1.



Вiдповiдi до задач
Позначення:

• Φ𝑚, 𝑚 ∈ Z – дiйсний (5.4) або комплексний (𝑒𝑖𝑚𝜑) тригонометричний
базис.

1.4. 𝑢𝜉𝜂 − (𝑢𝜉 − 𝑢𝜂)/16 = 0, 𝜉 = 𝑥− 𝑦, 𝜂 = 3𝑥+ 𝑦.
1.5. 𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂 + 𝑢𝜉 = 0, 𝜉 = 𝑥, 𝜂 = 3𝑥+ 𝑦.
1.6. 𝑢𝜂𝜂 + 𝑢𝜉 = 0, 𝜉 = 𝑥− 2𝑦, 𝜂 = 𝑥.
1.7. 𝑢𝜉𝜉 − 𝑢𝜂𝜂 + 2𝑥−𝑦

2(𝑥−𝑦)2
(𝑢𝜉 − 𝑢𝜂) = 0, 𝜉 = 𝑦 − 2𝑥+ 𝑦𝑥−2, 𝜂 = 𝑦 − 2𝑥− 𝑦𝑥−2.

1.8. 𝑢𝜉𝜉−𝑢𝜂𝜂− 𝑥+𝑦
(𝑥−𝑦)2

(𝑢𝜉−𝑢𝜂) = 0, 𝜉 = 𝑥+𝑦+𝑥2/2+𝑦2/2, 𝜂 = 𝑥+𝑦−𝑥2/2−𝑦2/2.
1.9. 𝑢𝜂𝜂 +

(︀
𝑒𝑦 + 𝑒2𝑦−𝑥

)︀
𝑢𝜉 = 0, 𝜉 = 𝑒𝑥 + 𝑒𝑦, 𝜂 = 𝑦.

1.10. 𝑢𝜉𝜉+𝑢𝜂𝜂+2𝑢𝜂 = 0, 𝜉 = 1
2
ln(𝑦+𝑥)− 1

2
ln(𝑦−𝑥), 𝜂 = − 1

2
ln(𝑦+𝑥)− 1

2
ln(𝑦−𝑥).

1.11. 𝑢𝜉𝜉 − 𝑢𝜂𝜂 − 2𝑥𝑦(𝑥+2𝑦)

(𝑥2−𝑦2)2
(𝑢𝜉 − 𝑢𝜂) = 0, 𝜉 = 𝑥/2 + 𝑦 − 𝑥3/6 + 𝑦3/3, 𝜂 = 𝑥/2 +

𝑦 + 𝑥3/6− 𝑦3/3.
1.12. 𝑢𝜉𝜉 − 𝑢𝜂𝜂 − 3+𝑥4

8𝑥𝑦
𝑢𝜉 +

3−𝑥4

8𝑥𝑦
𝑢𝜂 = 0, 𝜉 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑥−3, 𝜂 = 𝑥𝑦 − 𝑦𝑥−3.

1.13. 𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂 + 5(𝑥2−𝑦2)

4𝑥2𝑦2 𝑢𝜉 +
5

2𝑥2 𝑢𝜂 = 0, 𝜉 = 𝑦2/2− 𝑥2/10, 𝜂 = 𝑥2/5.

1.14. 𝑢𝜂𝜂 + 4𝑥2−8𝑥𝑦−4𝑦2

(𝑥−𝑦)2
𝑢𝜉 = 0, 𝜉 = −𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2, 𝜂 = 𝑦.

1.15. 𝑢𝜉𝜉 − 𝑢𝜂𝜂 +
𝑢𝜂−𝑢𝜉 cos 𝑥

1+sin 2𝑥
= 0, 𝜉 = 𝑦 − ln tg(𝑥/2), 𝜂 = 𝑥+ ln sin𝑥.

1.16. 𝑢𝜂𝜂 +
𝑢𝜉√
𝑥2+𝑦2

= 0, 𝜉 = 𝑥+
√︀
𝑥2 + 𝑦2, 𝜂 = 𝑦.

2.1. 𝜈𝑛 = 𝜋𝑛/𝑙, 𝑋𝑛(𝑥) = sin 𝜈𝑛𝑥, ‖𝑋𝑛‖2 = 𝑙/2, 𝑛 ∈ N.
2.2. 𝜈𝑛 = 𝜋(𝑛+ 1/2)/𝑙, 𝑋𝑛(𝑥) = sin 𝜈𝑛𝑥, ‖𝑋𝑛‖2 = 𝑙/2, 𝑛 ∈ Z+.
2.3. 𝜈𝑛 = 𝜋(𝑛+ 1/2)/𝑙, 𝑋𝑛(𝑥) = cos 𝜈𝑛𝑥, ‖𝑋𝑛‖2 = 𝑙/2, 𝑛 ∈ Z+.
2.4. 𝜈𝑛 = 𝜋𝑛/𝑙, 𝑋𝑛(𝑥) = cos 𝜈𝑛𝑥, ‖𝑋0‖2 = 𝑙, ‖𝑋𝑛‖2 = 𝑙/2, 𝑛 ∈ Z+.
2.5. 𝜈𝑛 = 𝜋𝑛/𝑙,𝑋𝑛(𝑥) = cos 𝜈𝑛(𝑥−𝑎), ‖𝑋0‖2 = 𝑙, ‖𝑋𝑛‖2 = 𝑙/2, 𝑛 ∈ Z+ (𝑙 = 𝑏−𝑎).
2.6. 𝜈𝑛 = 𝜋𝑛/2𝑎, 𝑋𝑛(𝑥) = sin 𝜈𝑛(𝑥+ 𝑎), ‖𝑋𝑛‖2 = 𝑎, 𝑛 ∈ N.
2.7. 𝜈𝑛𝑙 = 𝜋𝑛− arctg(𝜈𝑛/ℎ), 𝑋𝑛(𝑥) = sin 𝜈𝑛𝑥, 𝑛 ∈ N.
2.8. 𝜈𝑛𝑙 = 𝜋(𝑛+ 1/2)− arctg(𝜈𝑛/ℎ), 𝑋𝑛(𝑥) = cos 𝜈𝑛(𝑥− 𝑙), 𝑛 ∈ Z+.
2.9. Тут 𝑝 = 𝜌 = 𝑒𝑥, 𝑞 = 0. Маємо 𝜈𝑛 = 𝑛2 + 1/4, 𝑋𝑛(𝑥) = 𝑒−𝑥/2 sin𝑛𝑥, 𝑛 ∈ N.
2.10. Тут 𝑝 = 𝜌 = 𝑒−2𝑥, 𝑞 = 0. Маємо 𝜈𝑛 = κ2

𝑛 + 1, де κ𝑛 = 𝜋(𝑛 + 1/2) −
arctg(κ𝑛/2), 𝑋𝑛(𝑥) = 𝑒𝑥 cosκ𝑛𝑥, 𝑛 ∈ Z+.

2.11. (𝑝 = 𝑥, 𝑞 = 0, 𝜌 = 1/𝑥) 𝜈𝑛 = 𝜋(𝑛+ 1/2), 𝑋𝑛(𝑥) = sin(𝜈𝑛 ln𝑥), 𝑛 ∈ Z+.
2.12. (𝑝 = 𝑥, 𝑞 = 0, 𝜌 = 1/𝑥) 𝜈𝑛 = 𝜋𝑛/2 ln 𝑎, 𝑋𝑛(𝑥) = sin(𝜈𝑛 ln 𝑎𝑥), 𝑛 ∈ N.
2.13. 𝜆𝑛 = 𝜈2𝑛, 𝑋𝑛(𝑥) = sin 𝜈𝑛𝑥, де 𝜈𝑛 – 𝑛-й у порядку зростання додатний ко-

рiнь рiвняння tg 𝑙𝜈 = 𝜈/ℎ; при ℎ𝑙 > 1 є ще власне значення 𝜆0 = −𝜈20 i власна
функцiя 𝑋0(𝑥) = sh 𝜈0𝑥, де 𝜈0 – додатний корiнь рiвняння th 𝑙𝜈 = 𝜈/ℎ. Це
не задача ШЛ, бо в умовi коефiцiєнти при 𝑋(𝑙) i 𝑋 ′(𝑙) мають протилежнi
знаки (межовi умови не є додатно визначеними).
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2.14. 𝜆𝑛 = 𝑛(𝑛+𝛼−1), 𝑛 ∈ Z+, 𝑋𝑛(𝑥) = 𝑃 𝑎,𝑏
𝑛 (𝑥) (полiноми Якобi [1, 3, 14, 18]),

де 𝑎 = (𝛼+ 𝛽)/2− 1, 𝑏 = (𝛼− 𝛽)/2− 1.
2.15. 𝜆 = 𝜈(𝜈 + 1), 𝑋𝜈 = 𝑃−𝜇

𝜈 (𝑥) (приєднанi функцiї Лежандра [1, 2, 14, 18]),
𝜈 визначається з рiвняння 𝑃−𝜇

𝜈 (𝑎) = 0, множина розв’язкiв якого злiченна
i така, що 𝜈 > 𝜇 > 0. Вказiвка: фундаментальною системою розв’язкiв є
пара функцiй (𝑃−𝜇

𝜈 , 𝑄−𝜇
𝜈 ), перша з яких обмежена в околi одиницi (в цьому

можна переконатися з представлення 𝑃−𝜇
𝜈 через гiпергеометричну функцiю

при 𝜇 > 0). Обчисливши вронскiан, бачимо, що друга функцiя необмежена.
2.16. 𝜆 = (𝜇+𝑘)(𝜇+𝑘+1), 𝑋𝑘 = 𝑃−𝜇

𝑘+𝜇(𝑥) ∝ (1−𝑥2)−𝜇/2 d𝑘

d𝑥𝑘 (1−𝑥2)𝜇+𝑘, 𝑘 ∈ Z+,
2.17. 𝜆 = 𝑛(𝑛+ 2𝑎+ 1), 𝑛 > 𝑚, 𝑋𝑛(𝑥) = 𝑃𝑚,𝑎

𝑛 – гiперсферичнi квазiполiноми:
𝑃𝑚,𝑎
𝑛 (𝑥) = (1− 𝑥2)𝑚/2 d𝑚

d𝑥𝑚𝑃
0,𝑎
𝑛 (𝑥), де 𝑃 0,𝑎

𝑛 (𝑥) = (2𝑎+1)𝑛
(𝑎+1)𝑛

1
2𝑛𝑛!

d𝑛

d𝑥𝑛 (𝑥
2 − 1)𝑛+𝑎 –

полiноми Гегенбауера [1, 3, 14, 18] (пор. з прикладом 2.5).
2.18. 𝜆𝑛 = 𝑛, 𝑋𝑛(𝑥) = 𝐿𝑎

𝑛(𝑥) – полiноми Лагера [1, 3, 14, 18], 𝑛 ∈ Z+.
2.19. 𝜆𝑛 = 𝑛, 𝑋𝑛(𝑥) = 𝐻𝑛(𝑥) – полiноми Ермiта [1, 3, 14, 18], 𝑛 ∈ Z+.
2.20. 𝑋𝑛(𝑥) = 𝐻𝑛(𝑥)𝑒

−𝑥2/2, 𝜆𝑛 = 2𝑛+ 1, ‖𝑋𝑛‖2 = 2𝑛𝑛!
√
𝜋, 𝑛 ∈ Z+.

2.21. Залишаємо тiльки парнi функцiї з 2.20 (тобто парнi 𝑛).
2.22. Див. [5, с. 69].

3.1. 𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑒−𝑡 − 1 + 𝑡) sin𝑥+
∑︀∞

𝑘=1
8𝑘

𝜋(4𝑘2−1)
𝑒−4𝑘2𝑡 sin 2𝑘𝑥.

3.2. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑙2

𝜋2

(︁
𝑒−𝑡𝜋2/𝑙2 − 1

)︁
sin 𝜋𝑥

2𝑙
− 𝑙2

9𝜋2

(︁
𝑒−9𝑡𝜋2/𝑙2 − 1

)︁
sin 3𝜋𝑥

2𝑙

+
∑︀∞

𝑛=0
4

𝜋(2𝑛+1)
𝑒−(2𝑛+1)2𝑡𝜋2/𝑙2 sin 𝜋(𝑛+1/2)𝑥

𝑙
.

3.3. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
3

(︁
1− 𝑒−9𝑡/4

)︁
cos 𝑥

2
+ 1

81

(︁
1− 𝑒−81𝑡/4

)︁
cos 3𝑥

2

+
∑︀∞

𝑛=0
4(2𝜋𝑛(−1)𝑛+𝜋(−1)𝑛−2)

𝜋(2𝑛+1)2
𝑒−9(2𝑛+1)2𝑡/4 cos

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑥.

3.4. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2
(1+𝑡)+ sin 4

8
(1−𝑡)+

∑︀∞
𝑛=1

4(−1)𝑛 sin 4

(𝜋2𝑛2−16)

(︀
2

𝜋𝑛𝑎
sin 𝜋𝑛𝑎𝑡

2
− cos 𝜋𝑛𝑎𝑡

2

)︀
cos 𝜋𝑛𝑥

2
.

3.5. 𝑢(𝑥, 𝑡) = − cos𝜋𝑡 sin 𝜋𝑥
2

+ cos 5𝜋𝑡 sin 5𝜋𝑥
2

+
∑︀∞

𝑛=0
4

𝜋3(2𝑛+1)3

(︁
𝑡− sin𝜋(2𝑛+1)𝑡

𝜋(2𝑛+1)

)︁
sin𝜋

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑥.

3.6. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
(︁
1 + 2𝑒−𝜋2𝑡

)︁
sin𝜋𝑥+ 1

4

(︁
1− 𝑒−4𝜋2𝑡

)︁
sin 2𝜋𝑥− 𝑒−9𝜋2𝑡 sin 3𝜋𝑥.

3.7. 𝑢(𝑥, 𝑡) = sh 𝑡 sin𝑥+ 𝑒−9𝑡 sin 3𝑥.
3.8. 𝑢(𝑥, 𝑡) =

(︀
𝑡+ 𝑒−𝑡 − 1

)︀
cos𝑥+ 2

𝜋
− 4

𝜋

∑︀∞
𝑛=1 𝑒

−𝑛2𝑡 cos𝑛𝑥
4𝑛2−1

.
3.9. 𝑢(𝑥, 𝑡) = (cos 3𝑡− 𝑡) sin 3𝑥

2
+

(︀
1
5
sin 5𝑡+ cos 5𝑡

)︀
sin 5𝑥

2
.

3.10. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︀∞

𝑛=0
8𝑙(−1)𝑛

𝜋2(2𝑛+1)2
cos 𝜋(2𝑛+1)𝑎𝑡

2𝑙
sin 𝜋(2𝑛+1)𝑥

2𝑙
.

3.11. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︀∞

𝑛=0
4

𝜋(2𝑛+1)
exp

[︁
−𝜋2(2𝑛+1)2

4(𝑏−𝑎)2
𝑡
]︁
sin

[︁
𝜋(2𝑛+1)(𝑥−𝑎)

2(𝑏−𝑎)

]︁
.

3.12. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︀∞

𝑘=1
2𝑙(−1)𝑘

𝜋𝑘
𝑒−𝑡𝜋2/𝑙2 sin 𝜋𝑘𝑥

𝑙
.

3.13. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︀∞

𝑛=0
48(−1)𝑛

𝜋3(2𝑛+1)3

(︁
1− 𝑒−𝜋2(2𝑛+1)2𝑡/12

)︁
cos 𝜋(2𝑛+1)(𝑥+2)

6
.

3.14. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
4𝜋2

(︁
1− 𝑒−4𝜋2𝑡

)︁
cos𝜋𝑥+

∑︀∞
𝑘=0

8(−1)𝑘+1

𝜋(2𝑘−1)(2𝑘+3)
𝑒−𝜋2(2𝑘+1)2𝑡 sin𝜋

(︀
𝑘 + 1

2

)︀
𝑥.

3.15. 𝑢(𝑥, 𝑡) = cos 𝜋𝑡
2
cos 𝜋𝑥

2
.
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3.16. 𝑢(𝑥, 𝑡) =

∑︀
𝑛

(1,𝑋𝑛)

‖𝑋𝑛‖2𝑋𝑛(𝑥)𝑒
−𝜈2

𝑛𝑡, де (𝜈𝑛, 𝑋𝑛) – власнi елементи задачi 2.7.

3.17. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︀

𝑛
(𝑥,𝑋𝑛)

‖𝑋𝑛‖2𝑋𝑛(𝑥)(1− cos 𝜈𝑛𝑡)𝜈
−2
𝑛 , де (𝜈𝑛, 𝑋𝑛) – власнi елем. 2.8.

3.18. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
(︀
3
4
+ 𝑡

)︀
𝑒−𝑡2 cos𝑥+ 1

4
𝑒−9𝑡2 cos 3𝑥.

3.19. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︀∞

𝑛=0
16(−1)𝑛

𝜋(2𝑛+1)3
𝑒−𝑡 sin

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑡 sin

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑥.

3.20. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
(︁
1− 1

3
𝑒−𝑡 − 2

3
𝑒𝑡/2 cos

√
3𝑡
2

)︁
sin𝑥.

3.21. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 2𝜔(cos 𝑡−cos𝜔𝑡)+𝑡 sin𝜔𝑡(1−𝜔2)

(1−𝜔2)2
sin𝑥, зокрема при 𝜔 = 1

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
4
𝑡(sin 𝑡− 𝑡 cos 𝑡) sin𝑥.

3.22. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 + 𝑡2

2
− 𝑡2(2𝑡+3)

6(𝑡+1)
cos 𝜋𝑥

𝑙
+ 1

(𝑡+1)4
cos 2𝜋𝑥

𝑙
[27, с. 35*].

3.23. 3
4
(1− 𝑒−𝑡) sin𝑥− 1

36
(1− 𝑒−9𝑡) sin 3𝑥+

∑︀∞
𝑛=1

2𝑛(−1)𝑛+1 sin𝜋𝜇

𝜋(𝑛2−𝜇2)
𝑒−𝑛2𝑡 sin𝑛𝑥.

3.24. 𝑒𝜋−1
𝜋

+ 3
8
𝑡+ 1

8
(1− 𝑒−4𝑡) cos 2𝑥+ 1

128
(1− 𝑒−16𝑡) cos 4𝑥

+
∑︀∞

𝑛=1
2(𝑒𝜋(−1)𝑛−1)

𝜋(𝑛2+1)
𝑒−𝑛2𝑡 cos𝑛𝑥.

3.25. [27, с. 41].

3.26. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︀∞

𝑘=1
(−1)𝑘+1(4𝑘−1)

2𝑘!
Γ(𝑘−1/2)
Γ(1/2)

𝑃2𝑘−1(𝑥)𝑒
−2𝑘(2𝑘−1)𝑡.

3.27. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1/3 + sin 𝑡+ (𝑥2 − 1/3) cos
√
6𝑡.

3.28. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1

|cos 𝛼
2 |

∑︀∞
𝑛=0 tg

𝑛 𝛼
2
𝑒−𝑛(𝑛+1)𝑡𝑃𝑛(𝑥).

3.29. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︀∞

𝑘=1
8

4𝑘−1

(︁
Γ(𝑘−1/2)

𝑘!

)︁2

𝑒−2𝑘(2𝑘−1)𝑡𝑃2𝑘−1(𝑥).

3.30. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡/2 + 2𝑥2−1
8

(︀
1− 𝑒−4𝑡

)︀
+ (3/4)𝑥𝑒−𝑡 + 𝑥(𝑥2 − 3/4)𝑒−9𝑡.

3.31. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1√
2(1+𝛼)

∑︀∞
𝑛=0

1
22𝑛𝑛!

(︁
1−𝛼
1+𝛼

)︁𝑛

𝑒−(2𝑛+1)𝑡𝐻𝑛(𝑥)𝑒
−𝑥2/2;

r∞
0
𝑒−𝛼𝑥2

𝐻2𝑛(𝑥)d𝑥 =
√
𝜋(2𝑛)!(1−𝛼)𝑛

2𝑛!𝛼𝑛+1/2 .

3.32. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
∑︀∞

𝑘=0

1−cos(
√
4𝑘+1𝑡)

(4𝑘+1)
(−1)𝑘

22𝑘−3/2(2𝑘)!
𝑒−(𝛼2+𝑥2)/2𝐻2𝑘(𝛼)𝐻2𝑘(𝑥)

+
∑︀∞

𝑘=0

sin(
√
4𝑘+1𝑡)√

4𝑘+3

(−1)𝑘

22𝑘−1/2(2𝑘+1)!
𝑒−(𝛼2+𝑥2)/2𝐻2𝑘+1(𝛼)𝐻2𝑘+1(𝑥);

r∞
0
𝑒−𝑥2/2𝐻2𝑘(𝑥) cos𝛼𝑥d𝑥 = (−1)𝑘

√
2𝜋𝑒−𝛼2/2𝐻2𝑘(𝛼),r∞

0
𝑒−𝑥2/2𝐻2𝑘+1(𝑥) sin𝛼𝑥d𝑥 = (−1)𝑘

√
2𝜋𝑒−𝛼2/2𝐻2𝑘+1(𝛼).

3.33. Див. [27, с. 37].
3.34. Див. [27, с. 38].
3.35. Див. [27, с. 44].
3.36. 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑡+𝑥, 𝑣(𝑥, 𝑡) = (1−𝑒−𝑡) sin𝑥+

∑︀∞
𝑛=0

4
𝜋(2𝑛+1)

𝑒−(2𝑛+1)2𝑡 sin(2𝑛+1)𝑥.
3.37. 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑡(1− 𝑥), 𝑣(𝑥, 𝑡) = cos 2𝜋𝑡 sin𝑥+ cos 6𝜋𝑡 sin 3𝜋𝑥

−
∑︀∞

𝑘=0
2

𝜋2(2𝑘+1)2
sin 2𝜋(2𝑘 + 1)𝑡 sin𝜋(2𝑘 + 1)𝑥.

3.38. 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝜋(𝑡− 1) + 𝑥2, 𝑣(𝑥, 𝑡) = 2𝑡+ (1− 𝑡)𝜋
2

2

+
∑︀∞

𝑛=1 (1− (−1)𝑛) 2
𝑛4

(︁
1− (𝑛2 + 1)𝑒−𝑛2𝑡

)︁
cos𝑛𝑥.

3.39. 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑥 sin 𝑡, 𝑣(𝑥, 𝑡) = −(sin 𝑡+𝑡 cos 𝑡) sin𝑥+
∑︀∞

𝑛=2
2(−1)𝑛

𝑛(𝑛2−1)
(𝑛 sin𝑛𝑡− sin 𝑡) sin𝑛𝑥.
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3.40. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡+ 𝑥+
∑︀∞

𝑛=0
8𝑙(−1)𝑛

𝜋2(2𝑛+1)2
cos 𝜋(2𝑛+1)𝑡

2𝑙
sin 𝜋(2𝑛+1)𝑥

2𝑙
.

3.41. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡
(︀
𝑥− 𝜋

2

)︀
+ 𝜋

2
(1− 𝑒−𝑡) cos𝑥.

3.42. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥−𝑙
4
𝑡2 + 2𝑙

3𝜋
sin 3𝜋𝑡

2𝑙
cos 3𝜋𝑥

2𝑙
+ 2𝑙3

𝜋2

(︀
1− cos 𝜋𝑡

2𝑙

)︀
cos 𝜋𝑥

2𝑙
.

3.43. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥 sin𝜔𝑡+∑︀∞
𝑛=0

(−1)𝑛16𝜔

𝜋(2𝑛+1)2((2𝑛+1)2−𝜔2)

[︀
2𝜔 sin𝜔𝑡− (2𝑛+ 1) sin

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑡
]︀
sin

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑥.

3.44. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥 cos 𝑡 + sin 𝑡 +
∑︀

𝑛
sin 𝑡−𝜈𝑛𝑎 sin 𝜈𝑛𝑎𝑡

𝜈2
𝑛𝑎2−1

𝑋𝑛(𝑥), де (𝜈2𝑛, 𝑋𝑛) – власнi
елементи задачi 2.8.

3.45. 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑡𝑥3+
∑︀∞

𝑛=0
32(−1)𝑛

𝜋4(2𝑛+1)4

[︀
𝜋
(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑡− sin𝜋

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑡
]︀
cos𝜋

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝑥.

3.46. 𝑤(𝑥, 𝑡) = − sin𝑥, 𝑣(𝑥, 𝑡) = 2
𝜋
+

∑︀∞
𝑘=1

4
(4𝑘2−1)𝜋

𝑒−4𝑘2𝑡 cos 2𝑘𝑥.

3.47. 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑡 sin𝑥, 𝑣(𝑥, 𝑡) =
(︀
1
4
𝑡+ 3

16
(1− 𝑒−4𝑡)

)︀
sin 2𝑥.

3.48. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒−2𝑡+
∑︀∞

𝑘=1
(−1)𝑘

(𝑘−1)(2𝑘+1)(4𝑘−1)
Γ(𝑘−1/2)
𝑘!Γ(1/2)

(︁
𝑒−2𝑡 − 𝑒−2𝑘(2𝑘−1)𝑡

)︁
𝑃2𝑘−1(𝑥).

3.49. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑥2/2

[︂
𝑥 cos 𝑡− 1√

𝜋
𝑡 sin 𝑡+ 1√

𝜋

∑︀∞
𝑛=1

(−1)𝑛(cos 𝑡−cos
√
4𝑛+1𝑡)

2𝑛(2𝑛−1)22𝑛𝑛!
𝐻2𝑛(𝑥)

]︂
;

r∞
0
𝑥𝑒−𝑥2

𝐻2𝑛(𝑥)d𝑥 = (−1)𝑛22𝑛−1Γ
(︀
𝑛− 1

2

)︀
/Γ

(︀
− 1

2

)︀
.

4.1. 𝑢(𝑥, 𝑦) =
(︀
4 sh 𝑥
ch 𝑎

− 𝑥
)︀
cos 𝑦 + sh 3𝑥

3 ch 3𝑎
cos 3𝑦.

4.2. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 1

ch 𝜋𝑏
2𝑎

ch 𝜋(𝑏−2𝑦)
2𝑎

cos 𝜋𝑥
𝑎
+ 1

sh 𝜋𝑏
𝑎

sh 𝜋(𝑏−2𝑦)
𝑎

cos 2𝜋𝑥
𝑎

+
(︀
𝑦
𝑏
− 1

)︀ r 𝑦

0
𝑠𝑓(𝑠)d𝑠+

𝑦
r 𝑏

𝑦

(︀
𝑠
𝑏
− 1

)︀
𝑓(𝑠)d𝑠.

4.3. 𝑢(𝑥, 𝑦) = sh 3𝑥
sh 3𝑎

sin 3𝑦 − sh 𝑥
sh 𝑎

sin 𝑦 +
∑︀∞

𝑛=1
𝑎
𝑛3

(︀
sh𝑛𝑥
sh𝑛𝑎

− 𝑥
𝑎

)︀
sin𝑛𝑦.

4.4. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 3 sh 𝑦
sh 𝑏

sin𝑥− sh 3𝑦
sh 3𝑏

sin 3𝑥+ 4
𝜋

∑︀∞
𝑛=0

(−1)𝑛

(2𝑛+1)2
sh(2𝑛+1)(𝑏−𝑦)

sh(2𝑛+1)𝑏
sin(2𝑛+1)𝑥.

4.5. 𝑢(𝑥, 𝑦) =
(︀
sh 𝑥
sh 𝑏

sin 𝑏− sin𝑥
)︀
sin 𝑦.

4.6. 𝑢(𝑥, 𝑦) = (𝑥𝑒𝑥 − (𝜋 + 1) sh𝑥) cos 𝑦.

4.7. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 3
2

(︀
𝑥+ 𝑒−𝑥 − 𝑒𝑥−2𝑎

)︀
cos 𝑦 + 𝑎 2𝑒3𝑥+𝑒−3𝑥

2𝑒3𝑎+𝑒−3𝑎 cos 3𝑦.

4.8. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 2
𝜋

∑︀∞
𝑛=1

1−(−1)𝑛

𝑛

(︀
ℎ𝑎 ch 𝜋𝑛𝑏

𝑎
+ 𝜋𝑛 sh 𝜋𝑛𝑏

𝑎

)︀−1
ch 𝜋𝑛𝑦

𝑎
sin 𝜋𝑛𝑥

𝑎
.

4.9. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥− 2
∑︀∞

𝑛=1
(−1)𝑛

𝜆𝑛 sh𝜆𝑛𝑏
sin𝜆𝑛𝑥 sh𝜆𝑛𝑦, 𝜆𝑛 = 𝜋𝑛

𝑎
, 𝑛 ∈ N.

4.10. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 + 𝑦(𝑥− 2) + 32
𝜋2

(︁
ch−1 𝜋

4
ch 𝜋(1−𝑦)

4
− 1

)︁
cos 𝜋𝑥

4
.

4.11. 𝑢(𝑥, 𝑦) = cos 𝑦 +
(︁

ch 𝑦−sh(𝜋−𝑦)
ch𝜋

− 1
)︁
sin 𝑦.

4.12. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦
6

(︀
3− 𝜋2 + 𝑦2

)︀
+ 𝜋

2
sh 2𝜋𝑦
sh 2𝜋2 cos 2𝜋𝑥+

(︀
2

sh 1
ch𝑥− 𝑥

)︀
sin 𝑦 +

2
ch(1/2)

sh
(︀
𝑥− 1

2

)︀
sin 3𝑦.

4.13. 𝑢(𝑥, 𝑦) =
∑︀∞

𝑛=1 (1− (−1)𝑛) 2
𝜋3𝑛3[︁(︁

𝜋2𝑛2+𝑎2𝑏

sh 𝜋𝑛𝑏
𝑎

sh 𝜋𝑛𝑦
𝑎

− 𝑎2𝑦
)︁
sin 𝜋𝑛𝑥

𝑎
+

(︁
𝜋2𝑛2+𝑏2𝑎
sh 𝜋𝑛𝑎

𝑏
sh 𝜋𝑛𝑥

𝑏
− 𝑏2𝑥

)︁
sin 𝜋𝑛𝑦

𝑏

]︁
.

4.14. 𝑢(𝑥, 𝑦) = sh−1 𝜋2

2
sh 𝜋(𝜋−𝑦)

2
sin 𝜋𝑥

2
+ sh𝜋2 sh𝜋𝑦 sin𝜋𝑥+ 1

2
sh(𝑥−1)

sh 1
sin 𝑦

+ 1
2

(︀
𝑒2 sh 2𝑥

sh 2
+ (1− 𝑥)𝑒2𝑥

)︀
sin 2𝑦.
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4.15. 𝑢(𝑥, 𝑦) = sh−1 𝜋𝑏

2𝑎
sh 𝜋𝑦

2𝑎
cos 𝜋𝑥

2𝑎
− sh−1 3𝜋𝑏

2𝑎
sh 3𝜋𝑦

2𝑎
cos 3𝜋𝑥

2𝑎

− 𝑏
2𝜋

ch−1 2𝜋𝑎
𝑏

sh 2𝜋(𝑎−𝑥)
𝑏

sin 2𝜋𝑦
𝑏

.

4.16. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦+
∑︀∞

𝑛=0 2
1−(−1)𝑛𝜆𝑛

𝜆2
𝑛

1+ℎ
ch𝜆𝑛+ℎ sh𝜆𝑛

sh𝜆𝑛𝑥 cos𝜆𝑛𝑦, де 𝜆𝑛 = 𝜋
(︀
𝑛+ 1

2

)︀
.

4.17. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦(1− 𝑦)− 2
(𝑒𝑦−1)(𝑒1−𝑦−1)

𝑒+1
sin𝑥.

4.18. 𝑢(𝑥, 𝑦) = sh−1 𝜋𝑏
2𝑎

sh 𝜋(𝑏−𝑦)
2𝑎

sin 𝜋𝑥
2𝑎

+ sh−1 3𝜋𝑏
2𝑎

sh 3𝜋𝑦
2𝑎

sin 3𝜋𝑥
2𝑎

− 𝑏2

𝜋2

(︁
1− ch−1 𝜋𝑎

𝑏
ch 𝜋(𝑎−𝑦)

𝑏

)︁
sin 𝜋𝑥

𝑏
.

4.19. 𝑢(𝑥, 𝑦) = −2𝑎
∑︀∞

𝑛=1
1−(−1)𝑛

𝜋2𝑛2 exp
(︀
−𝜋𝑛𝑦

𝑎

)︀
sin

(︀
𝜋𝑛𝑥
𝑎

)︀
.

4.20. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 1
2
+ 1

4

(︀
3𝑒−2𝑦 − 1

)︀
cos 2𝑥.

4.21. 𝑢(𝑥, 𝑦) = − 𝑎
𝜋+2ℎ𝑎

exp
(︀
−𝜋𝑦

2𝑎

)︀
cos 𝜋𝑥

2𝑎
− 𝑎

3𝜋+2ℎ𝑎
exp

(︀
− 3𝜋𝑦

2𝑎

)︀
cos 3𝜋𝑥

2𝑎
.

4.22. Щоб уникнути узагальнених функцiй, зводимо до задачi в пiвсмузi.
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥

𝜋
𝑒−|𝑦| + |𝑦|−1

𝜋
𝑒−|𝑦| sin𝑥+ 2

𝜋

∑︀∞
𝑛=2

(−1)𝑛

(𝑛2−1)

(︁
𝑒−𝑛|𝑦| − 1

𝑛
𝑒−|𝑦|

)︁
sin𝑛𝑥.

4.23. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 4
𝜋

∑︀∞
𝑘=0

1
2𝑘+1

𝑒−(2𝑘+1)𝑦 sin(2𝑘 + 1)𝑥.
4.24. 𝑢(𝑥, 𝑦) = − 1

2
cos 𝑦

[︀
𝑒𝑥 ln

(︀
1 + 𝑒−2𝑥

)︀
+ 𝑒−𝑥 ln

(︀
1 + 𝑒2𝑥

)︀]︀
.

4.25. Нехай 𝜙𝑛 – коефiцiєнти Фур’є розкладу 𝜙 по базису 𝑋𝑛(𝑥) = sin𝑛𝑥,
𝑛 ∈ N. Якщо 𝜙1 = 0, то маємо однопараметричну сiм’ю розв’язкiв 𝑢(𝑥, 𝑦) =

𝐶 sin𝑥 sin 𝑦 +
∑︀∞

𝑛=2 𝜙𝑛 sin𝑛𝑥
sh
√

𝑛2−2 𝑦

sh
√

𝑛2−2 𝜋
, iнакше розв’язкiв немає.

4.26. 𝑢(𝑥, 𝑦) = − exp
(︁
−𝑥2+𝑦2

2

)︁ r∞
0
𝑒−𝜂2/2−𝜂 ch(𝑦𝜂)d𝜂.

4.27. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑌11(𝑦) sin𝑥 cos 𝑧 +
∑︀∞

𝑛=1 𝑌𝑛0(𝑦) sin𝑛𝑥+∑︀
𝑛=1,𝑚=0 𝑍𝑛𝑚(𝑧) sin𝑛𝑥 sin(𝑚+ 1/2)𝑦, де 𝑌11(𝑦) =

sh
√
2𝑦√

2 ch(
√
2𝜋)

,

𝑌𝑛0(𝑦) =
(1)𝑛
𝑛2

(︀
sh𝑛𝑦

𝑛 ch𝑛𝜋
− 𝑦

)︀
, 𝑍𝑛𝑚(𝑧) =

(1)𝑛(1)𝑚 ch
√

𝑛2+(𝑚+1/2)2𝑧√
𝑛2+(𝑚+1/2)2 sh

√
𝑛2+(𝑚+1/2)2𝜋

,

(1)𝑛 = 2 1+(−1)𝑛

𝜋𝑛
, (1)𝑚 = 4

𝜋(2𝑚+1)
.

4.28. 𝑢𝑛𝑚(𝑥, 𝑦) = sin 𝜋𝑛𝑥
𝑎

sin 𝜋𝑚𝑦
𝑏

, 𝜆𝑛𝑚 = 𝜋2𝑛2

𝑎2 + 𝜋2𝑚2

𝑏2
, 𝑛,𝑚 ∈ N.

4.29. 𝑢𝑛𝑚 = sin 𝜋(2𝑛+1)𝑥
2𝑎

cos 𝜋(2𝑚+1)𝑦
2𝑏

, 𝜆𝑛𝑚 = 𝜋2(2𝑛+1)2

4𝑎2 + 𝜋2(2𝑚+1)2

4𝑏2
, 𝑛,𝑚 ∈ Z+.

4.30. 𝑢(𝑥) =
∏︀𝑑

𝑖=1 sin
𝜋𝑛𝑖𝑥𝑖

𝑎𝑖
, 𝜆 =

∑︀𝑑
𝑖=1

𝜋2𝑛2
𝑖

𝑎2
𝑖

, 𝑛𝑖 ∈ N, тут 𝑎𝑖 – довжини сторiн.

4.31. 𝑢(𝑥) =
∏︀𝑑

𝑖=1 Φ𝑚𝑖

(︁
2𝜋𝑥𝑖
𝑎𝑖

)︁
, 𝜆 =

∑︀𝑑
𝑖=1

4𝜋2𝑚2
𝑖

𝑎2
𝑖

, 𝑚𝑖 ∈ Z, 𝑎𝑖 – довжини сторiн.

4.32. 𝑢𝑛𝑚(𝑥, 𝑦) = (−1)𝑚 sin 𝜋𝑛𝑥
𝑎

sin 𝜋𝑚𝑦
𝑎

−(−1)𝑛 sin 𝜋𝑚𝑥
𝑎

sin 𝜋𝑛𝑦
𝑎

, 𝜆𝑛𝑚 = 𝜋2(𝑛2+𝑚2)

𝑎2 ,
𝑛 > 𝑚 > 1, тут 𝑎 – довжина катетiв.

4.33. Зафiксуємо трикутник нерiвностями 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑥 + 𝑦 < 𝑎. Нехай на
гiпотенузi 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥−𝑦), де 𝜙 – задана функцiя. Робимо замiну 𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑣(𝑥, 𝑦) + 𝜙(𝑥 − 𝑦). Крайову задачу для 𝑣 продовжуємо непарним чином
через гiпотенузу до такої задачi у квадратi: Δ𝑣 = 2 sgn(𝑥+ 𝑦− 𝑎)𝜙′′(𝑥− 𝑦),
𝑣(0, 𝑦) = −𝜙(−𝑦), 𝑣(𝑎, 𝑦) = 𝜙(𝑎− 𝑦), 𝑣(𝑥, 0) = −𝜙(𝑥), 𝑣(𝑥, 𝑎) = 𝜙(𝑥− 𝑎), яка
стандартно розв’язується методом вiдокремлення змiнних.

4.34. В позначеннях задачi 4.33 межова умова на гiпотенузi така: 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) +
𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥−𝑦). Замiна 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑥, 𝑦)+(𝑥+𝑦−𝑎)𝜙(𝑥−𝑦). Продовжуємо
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парним чином до такої задачi в квадратi: Δ𝑣 = 2|𝑥+𝑦−𝑎|𝜙′′(𝑥−𝑦), 𝑣(0, 𝑦) =
(𝑎− 𝑦)𝜙(−𝑦), 𝑣(𝑎, 𝑦) = 𝑦𝜙(𝑎− 𝑦), 𝑣(𝑥, 0) = (𝑎− 𝑥)𝜙(𝑥), 𝑣(𝑥, 𝑎) = 𝑥𝜙(𝑥− 𝑎).

4.35. 𝑢𝑛𝑚(𝑥, 𝑦) = sin 𝜋𝑛𝑥
𝑎

sin 𝜋𝑚𝑦
𝑎

, 𝜆𝑛𝑚 = 𝜋2(𝑛2+𝑚2)

𝑎2 , 𝑛,𝑚 ∈ N.
4.36. 𝑓 – непарна по обох аргументах i симетрична вiдносно їх перестанов-

ки функцiя. Достатньо знайти розв’язок у квадратi [0, 𝑎]2 з однорiдними
межовими умовами, а потiм продовжити його непарним чином.

4.37. Якщо межовi умови узгодженi, тобто 𝜒𝑖(0) = 𝜒𝑖(1) = 0, то 𝑤(𝑥, 𝑦) =

(1− 𝑥)𝜒1(𝑦)+ 𝑥𝜒2(𝑦), iнакше 𝑤(𝑥, 𝑦) = [(1− 𝑥)𝜒1(𝑦) + 𝑥𝜒2(𝑦)]
𝑦(1−𝑦)

𝑦(1−𝑦)+𝑥(1−𝑥)
.

5.1. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝜌
2
+ 𝜌(2𝜌+1)

6
cos 2𝜑.

5.2. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 7
72

+ 5
18
𝜌3 − 1

2
𝜌3 cos 2𝜑+ 1

8
𝜌4 cos 4𝜑.

5.3. Розв’язок iснує, якщо 𝑔0 = 0, де 𝑔 =
∑︀

𝑚∈Z 𝑔𝑚Φ𝑚. Тодi 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝐶 +∑︀
𝑚 ̸=0

𝑔𝑚𝜌|𝑚|

|𝑚|𝑏|𝑚|−1Φ𝑚(𝜑), де 𝐶 – довiльна стала.

5.4. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 2
𝜋

∑︀∞
𝑛=1

1−(−1)𝑛

𝑛(𝑛2−9)

(︁
3+ℎ
𝑛+ℎ

𝜌𝑛 − 𝜌3
)︁
sin𝑛𝜑.

5.5. 𝑢(𝜌, 𝜑) =
∑︀∞

𝑚=0 𝜌
𝑚 cos𝑚𝜑 ≡ 1−𝜌 cos𝜑

1−2𝜌 cos𝜑+𝜌2
.

5.6. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝐶 +
∑︀∞

𝑚=1
𝜌𝑚(𝑚 ln 𝜌−1)

2𝑚2 sin𝑚𝜑.
5.7. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 1

2
ln(1 + 2𝜌 cos𝜑+ 𝜌2)− ln 2.

5.8. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝑎2𝑏2𝜌−2+𝜌2

𝑎2+𝑏2
cos 2𝜑+ 𝑏8𝜌−4−𝜌4

𝑏8𝑎−4−𝑎4 cos 4𝜑.
5.9. 𝑢(𝜌, 𝜑) =

[︀
1
3

(︀
𝜌− 𝜌−1

)︀
(1 + sin ln 2)− 1

2
sin ln 𝜌

]︀
sin𝜑+ 4

65

(︀
𝜌3 + 𝜌−3

)︀
sin 3𝜑.

5.10. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 7
8
(1 + 𝜌 ln 𝜌− 𝑎 ln 𝑎 ln 𝜌) + 𝑟4(4+𝑎5)+𝑟−4𝑎5(4𝑎3−1)

32(1+𝑎8)
cos 4𝜑.

5.11. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝐶 + 8
𝜋

∑︀∞
𝑚=1

(−1)𝑚

𝑚2(4𝑚2−1)

(︁
𝑚 ln 𝑟 + 𝑎𝑚𝑏𝑚𝑟−𝑚−𝑟𝑚

𝑎𝑚+𝑏𝑚

)︁
sin𝑚𝜑.

5.12. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 2𝑏
𝜋2

ln 𝜌
1+ℎ𝑏 ln 𝑏

− 4𝑏
𝜋2

∑︀∞
𝑚=1

𝜌𝑚−𝜌−𝑚

𝑚(𝑏𝑚+𝑏−𝑚)+ℎ𝑏(𝑏𝑚−𝑏−𝑚)
cos𝑚𝜑
4𝑚2−1

.

5.13. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 4
𝜋

∑︀∞
𝑘=0

𝜌2𝑘+1

2𝑘+1
sin(2𝑘 + 1)𝜑.

5.14. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 1
2
+ 1

2
𝜌2

𝑏2
cos 2𝜑.

5.15. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 2
∑︀∞

𝑛=1
𝜌𝑛−𝜌2

𝑛(𝑛2−4)
sin𝑛𝜑.

5.16. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝜌3 + 1
2
𝜌 cos𝜑+ 1

2
𝜌3 cos 3𝜑+

∑︀∞
𝑛=0

9(−1)𝑛(𝜌3−𝜌2𝑛+1)
𝜋(𝑛−1)(𝑛+2)(2𝑛+1)

cos(2𝑛+ 1)𝜑.

5.17. 𝑤(𝜌, 𝜑) =
√
2𝜌 cos𝜑, 𝑢(𝜌, 𝜑) =

√
2𝜌 sin𝜑+ 1

6
𝜌3 ln

(︀√
2𝜌

)︀
(sin 3𝜑+ cos 3𝜑).

5.18. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝜑−𝜋
2
+ 1

4
(𝜌2−𝑏2)+

[︁(︁
4
𝜋𝑏

− 𝑏2

8

)︁
𝜌+ 𝜌3

8
+ 4

𝜋

∑︀∞
𝑘=1

(𝜌/𝑏)2𝑘+1

(2𝑘+1)2
cos(2𝑘 + 1)𝜑

]︁
.

5.19. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝑎
𝜌

𝑏2−𝜌2

𝑏2−𝑎2 sin𝜑+ 𝑏2

𝜌2
𝜌4−𝑎4

𝑏4−𝑎4 cos 2𝜑.

5.20. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 3𝜌2−2
5𝜌

sin𝜑+ 2(𝜌4+1)

17𝜌2
sin 2𝜑.

5.21. 𝑢(𝜌, 𝜑) = ln(𝑏/𝜌)
ln(𝑏/𝑎)

− 𝑎3

𝜌3
𝑏6−𝜌6

𝑏6−𝑎6 cos 3𝜑+
[︁
𝑎2𝑏2𝜌−3/2+(𝑎+𝑏)𝜌3/2

𝑎2+𝑏2+𝑎𝑏
− 𝜌1/2

]︁
sin 3𝜑

2
.

5.22. 𝑢(𝜌, 𝜑) =
[︀
(𝜌2 − 1)𝑏 cos ln 𝑏− (𝑏2 + 1)𝜌 sin ln 𝜌

]︀
sin𝜑.

5.23. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 2𝜑(𝜌−1)+2
∑︀∞

𝑛=1
(−1)𝑛+1

𝑛

(︁
22𝑛+1−1
24𝑛−1

𝜌2𝑛 + 24𝑛−22𝑛+1

24𝑛−1
𝜌−2𝑛 − 𝜌

)︁
sin 2𝑛𝜑.
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5.24. 𝑢(𝜌, 𝜑) = −𝜑− sin𝜑+ sh𝜑

ch𝜋
cos ln 𝜌.

5.25. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 1+𝜌−𝑒𝜌

𝜌𝑒𝜌
cos𝜑.

5.26. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 2+ln 𝜌
2𝜌

+ 2𝜌−2+3 ln 𝜌
18𝜌2

cos 2𝜑.

5.27. 𝑢(𝜌, 𝜑) =
∑︀

𝑚∈Z 𝑓𝑚
𝜌−𝜇−𝜌−|𝑚|

𝜇2−𝑚2 Φ𝑚(𝜑).

5.28. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝑒−𝜌+ 1
2

∑︀∞
𝑘=0

(︁
𝜌−2𝑘−1

r 𝜌

0
𝜉2𝑘+1𝑒−𝜉d𝜉 − 𝜌2𝑘+1

r∞
𝜌
𝜉−2𝑘−1𝑒−𝜉d𝜉

)︁
×

cos(2𝑘 + 1)𝜑 (виражається через iнтегральну показникову функцiю).
5.29. Щоб уникнути узагальнених функцiй, розбиваємо на двi областi: 𝜌 < 1 i
𝜌 > 1. Зшиваючи розв’язки, одержимо при 𝜌 < 1 𝑢(𝜌, 𝜑) = 1− 1

2

∑︀∞
𝑚=0 𝜌

𝑚 sin𝑚𝜑,
а при 𝜌 > 1 𝑢(𝜌, 𝜑) = 1

2

∑︀∞
𝑚=0 𝜌

−𝑚 sin𝑚𝜑.

5.30. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝑘−2
(︁
𝜌− 𝑏𝐽1(𝑘𝜌)

𝐽1(𝑘𝑏)

)︁
cos𝜑+

∑︀∞
𝑘=0

4
𝜋(2𝑘+1)

𝐽2𝑘+1(𝑘𝜌)

𝐽2𝑘+1(𝑘𝑏)
sin(2𝑘 + 1)𝜑.

5.31. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝑁1(𝑎)𝐽1(𝜌)−𝐽1(𝑎)𝑁1(𝜌)
𝑁1(𝑎)𝐽1(𝑏)−𝐽1(𝑎)𝑁1(𝑏)

cos𝜑− 𝑁1(𝑏)𝐽1(𝜌)−𝐽1(𝑏)𝑁1(𝜌)
𝑁1(𝑎)𝐽1(𝑏)−𝐽1(𝑎)𝑁1(𝑏)

sin𝜑.

5.32. 𝑢𝑛𝑚(𝜌, 𝜑) = 𝐽𝑚 (𝑗𝑚,𝑛𝜌/𝑏)Φ𝑚(𝜑), 𝜆𝑛𝑚 = (𝑗𝑚,𝑛/𝑏)
2, 𝑛 ∈ N,𝑚 ∈ Z.

5.33. 𝑢𝑛𝑚(𝜌, 𝜑) = 𝐽𝑚 (𝜇𝑚,𝑛𝜌/𝑏) sin𝑚𝜑, 𝜆𝑛𝑚 = (𝜇𝑚,𝑛/𝑏)
2, 𝑛,𝑚 ∈ N, де 𝜇𝑚,𝑛 –

𝑛-й корiнь рiвняння 𝐽 ′
𝑚(𝜇) = 0.

6.1. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =
[︁
𝑟
3

(︁
1
𝑏3

r 𝑏

0
𝑓(𝜌)𝜌3d𝜌−

r 𝑏

𝑟
𝑓(𝜌)d𝜌

)︁
− 1

3𝑟2

r 𝑟

0
𝑓(𝜌)𝜌3d𝜌

]︁
sin𝜗 sin𝜑.

6.2. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 1− cos ln 𝑟 − sin ln 𝑟 + 𝑟2 sin 2𝜗 cos𝜑.
6.3. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =

(︀
13
300

𝑟3 − 1
10
𝑟 ln 𝑟 − 3

100
𝑟
)︀
sin3 𝜗 cos 3𝜑+ 𝑟3

3
sin𝜗 sin 2𝜗 sin 2𝜑.

6.4. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 𝐶 + (𝑟3 − 3𝑟) sin𝜗 sin(𝜑− 𝜑0) + 𝑟2 sin 2𝜗 sin𝜑.

6.5. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 1+𝑟2
(︀
3 cos2 𝜗− 1

)︀
+cos𝜗

[︁
𝑟
r 1

0
𝑓(𝜌)𝜌3d𝜌− 𝑟

r 1

𝑟
𝑓(𝜌)d𝜌− 1

𝑟2

r 𝑟

0
𝑓(𝜌)𝜌3d𝜌

]︁
.

6.6. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = (𝑏/4)
(︀
(𝑟/𝑏)2 cos𝜗− 2 ln 𝑟 − 1

)︀
sin𝜗 sin𝜑.

6.7. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 4
5
(𝑟 −

√
𝑟) + 3

5
𝑟 cos𝜗+ 𝑟3 cos𝜗

(︀
cos2 𝜗− 3

5

)︀
.

6.8. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 3
50
(𝑟 − 𝑟3) cos𝜗 + 8

70
𝑟3 ln 𝑟 · (5 cos2 𝜗 − 3) cos𝜗 − 1

5
𝑟 sin𝜗 sin𝜑 +

4
5
𝑟3(5 cos2 𝜗− 1) sin𝜗 sin𝜑.

6.9. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 5
ℎ
+ 3𝑧

1+ℎ𝑏
+

5(3𝑥2−𝑟2)
𝑏(2+ℎ𝑏)

+ 3𝑧(5𝑥2−𝑟2)

𝑏2(3+ℎ𝑏)
.

6.10. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =
∑︀∞

𝑘=1
4𝑘+1

2𝑘(𝑘+1)(4𝑘2−1)

(︀
𝑟
𝑏

)︀2𝑘
𝑃 ′′
2𝑘(cos𝜗) sin

2 𝜗 cos 2𝜑.

6.11. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =
∑︀∞

𝑙=0

[︁
𝑟𝑙
(︁r 1

0
𝑓(𝜌)𝜌𝑙+2d𝜌−

r 1

𝑟
𝑓(𝜌)𝜌1−𝑙d𝜌

)︁
− 𝑟−1−𝑙

r 𝑟

0
𝑓(𝜌)𝜌𝑙+2d𝜌

]︁
×

𝑐𝑙𝑃𝑙(cos𝜗), де 𝑐2𝑘 = 1
2

r 𝜋

0
𝑃2𝑘(cos𝜗) sin

2 𝜗d𝜗 = − 1
8

Γ(𝑘−1/2)Γ(𝑘+1/2)
Γ(𝑘+1)Γ(𝑘+2)

, 𝑐2𝑘+1 = 0.
6.12. Повернемо систему координат, направивши вiсь 𝑧′ вздовж осi 𝑦, тодi

sgn(𝜋−𝜑) = sgn
(︀
𝜋
2
− 𝜗′)︀ i 𝑢(𝑟, 𝜗′) =

∑︀∞
𝑘=0

(−1)𝑘(4𝑘+3)
(𝑘+1)!

Γ(𝑘+1/2)
Γ(1/2)

(︀
𝑟
𝑏

)︀2𝑘+1
𝑃2𝑘+1(cos𝜗

′).

6.13. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =
(︁

𝑟2

4
− 𝑟

2

)︁
cos𝜗+

(︀
8𝑟
17

+ 4
17𝑟2

)︀
sin𝜗 sin𝜑.

6.14. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =
(︁

𝑟2

4
− 17𝑟

20
+ 3

5𝑟2

)︁
sin𝜗 sin𝜑+

(︀
𝑟
5
+ 4

5𝑟2

)︀
cos𝜗+ 4

3

(︀
1
𝑟
− 1

)︀
+ 32

201

(︀
𝑟2 − 1

𝑟3

)︀ (︀
3 cos2 𝜗− 1

)︀
.

6.15. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = sin ln 𝑟−sin ln 𝑎−cos ln 𝑟+cos ln 𝑎+2 1−𝑎𝑟−1

1−𝑎2 sin ln 𝑎+ 𝑎
𝑟2

𝑟3−𝑎3

1−𝑎6 sin𝜗 cos𝜑.
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6.16. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 13
3
− 2 ln 2− 2+ln 𝑟

𝑟
+

(︁
4𝑟2

67
+ 8

201𝑟3

)︁ (︀
3 sin2 𝜗 cos2 𝜑− 1

)︀
.

6.17. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = (𝑟 − 2 ln 𝑟 − 1) sin𝜗 cos𝜑+
(︀
𝑟 + 4

𝑟2

)︀
sin 2𝜗 cos𝜑.

6.18. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = − 1−2𝑟−1

2+ℎ
+2 𝑟2−32𝑟−3

98+31ℎ

(︀
3 cos2 𝜗− 1

)︀
+ 8

5
(2+ℎ)𝑟+(1−ℎ)𝑟−2

17+7ℎ
sin𝜗 cos𝜑+

32
5

(4+ℎ)𝑟3+(3−ℎ)𝑟−4

515+127ℎ

(︀
5 cos2 𝜗− 1

)︀
sin𝜗 cos𝜑.

6.19. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 1−𝑏𝑟−1

1−𝑏𝑎−1 +

1
3(𝑏3−𝑎3)

[︁(︁
𝑟 − 𝑏3

𝑟2

)︁ r 𝑟

𝑎
𝑓(𝜌)

(︀
𝜌3 − 𝑎3

)︀
d𝜌+

(︁
𝑟 − 𝑎3

𝑟2

)︁ r 𝑏

𝑟
𝑓(𝜌)

(︀
𝜌3 − 𝑏3

)︀
d𝜌

]︁
sin𝜗 cos𝜑.

6.20. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 𝑎2
(︀
1
𝑏
− 1

𝑟

)︀
+ 1

3(𝑎3+2𝑏3)

[︁(︁
𝑟 − 𝑏3

𝑟2

)︁ r 𝑟

𝑎
𝑓(𝜌)

(︀
2𝜌3 + 𝑎3

)︀
d𝜌+(︁

2𝑟 + 𝑎3

𝑟2

)︁(︁
3𝑏2 +

r 𝑏

𝑟
𝑓(𝜌)

(︀
𝜌3 − 𝑏3

)︀
d𝜌

)︁]︁
cos𝜗.

6.21. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =
∑︀∞

𝑘=2
4𝑘−1

𝑘(𝑘−1)(4𝑘2−1)(𝑏4𝑘−1−𝑎4𝑘−1)
𝑃 ′′
2𝑘−1(cos𝜗) sin

2 𝜃 ×[︀(︀
𝑟2𝑘−1 − 𝑎4𝑘−1𝑟−2𝑘

)︀
𝑏2𝑘 cos 2𝜑+

(︀
𝑏4𝑘−1𝑟−2𝑘 − 𝑟2𝑘−1

)︀
𝑎2𝑘 sin 2𝜑

]︀
.

6.22. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 𝑎𝑏2

𝑏3−𝑎3

(︁
𝑟
𝑎
− 𝑎2

𝑟2

)︁
cos𝜗+

∑︀∞
𝑙=0

𝑎𝑙+1𝑏𝑙

𝑏2𝑙+1−𝑎2𝑙+1

(︁
𝑏𝑙+1

𝑟𝑙+1 − 𝑟𝑙

𝑏𝑙

)︁
𝑐𝑙𝑃𝑙(cos𝜗),

𝑐2𝑘 = 2(−1)𝑘+1(2𝑘−2)!

4𝑘(𝑘−1)!(𝑘+1)!
, 𝑐2𝑘+1 = 0.

6.23. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 1−ln 𝑟
𝑟

− cos𝜗
𝑟2

.

6.24. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 1
3𝑟

+ 3 sin2 𝜗 sin2 𝜑−1
3𝑟3

.
6.25. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =

[︀
1

3𝑟2

(︀
𝑎3

r∞
𝑎
𝑓(𝜌)d𝜌−

r 𝑟

𝑎
𝑓(𝜌)𝜌3d𝜌

)︀
− 𝑟

3

r∞
𝑟
𝑓(𝜌)d𝜌

]︀
cos𝜗.

6.26. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 𝑒1−𝑟
(︀
1 + 2

𝑟

)︀
+

(︀
𝑟 − 1

𝑟2

)︀
cos𝜗.

6.27. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = − arctg 𝑟
2𝑟

.
6.28. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =

[︀(︀
2
𝑟2

− 1
)︀
sin 𝑟 − 2

𝑟
cos 𝑟

]︀
sin𝜗 sin𝜑+𝐶, де 𝐶 – довiльна стала.

6.29. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 1 +
∑︀∞

𝑘=1(−1)𝑘 4𝑘−1
2

Γ(𝑘−1/2)
𝑘!Γ(1/2)

𝑃2𝑘−1(cos𝜗)𝑟
2𝑘−1.

6.30. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =
∑︀∞

𝑘=1(−1)𝑘 1
8

Γ(𝑘−3/2)
(𝑘+1)!Γ(1/2)

𝑃2𝑘−1(cos𝜗)
(︀
𝑟−2𝑘

r 𝑟

0
𝑒−𝜌𝜌2𝑘+3d𝜌+ 𝑟2𝑘−1

r∞
𝑟
𝑒−𝜌𝜌4−2𝑘d𝜌

)︀
.

6.31. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑) =
∑︀∞

𝑘=2(−1)𝑘 1
4

Γ(𝑘−1/2)
𝑘!Γ(1/2)

𝑃 2
2𝑘−1(cos𝜗) sin 2𝜑

(︀
𝑟−2𝑘

r 𝑟

0
𝜌2𝑘+1𝑓(𝜌2)d𝜌+ 𝑟2𝑘−1

r∞
𝑟
𝜌2−2𝑘𝑓(𝜌2)d𝜌

)︀
.

6.32. 𝜆𝑛𝑙𝑚 =
(︀
𝑗𝑙+1/2,𝑛/𝑏

)︀2, 𝑢𝑛𝑙𝑚(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 𝑟−1/2𝐽𝑙+1/2

(︀
𝑗𝑙+1/2,𝑛𝑟/𝑏

)︀
𝑌𝑙𝑚(𝜗, 𝜑).

6.33. 𝜆𝑛𝑙𝑚 = (𝜇𝑙𝑛/𝑏)
2, 𝑢𝑛𝑙𝑚(𝑟, 𝜗, 𝜑) = 𝑟−1/2𝐽𝑙+1/2 (𝜇𝑙𝑛𝑟/𝑏)𝑌𝑙𝑚(𝜗, 𝜑), де 𝜇𝑙𝑛 – 𝑛-й

додатний корiнь рiвняння 𝜇𝐽𝑙−1/2(𝜇) = (𝑙 + 1)𝐽𝑙+1/2(𝜇).
6.34. Див. [5, с. 37].
6.35. Див. [5, с. 41].

У вiдповiдях до цього параграфа вживаються позначення: 𝑐𝜈𝑚 = ‖𝑅𝜈𝑚‖−2,
𝑅𝜈𝑚(𝜌) = 𝑍𝜈(κ𝜈𝑚𝜌), κ𝜈𝑚 = 𝜇𝜈𝑚/𝑏, де 𝜇𝜈𝑚 – 𝑚-й у порядку зростання дода-
тний корiнь рiвняння 𝛼𝑍𝜈(𝜇) + 𝛽𝑍′

𝜈(𝜇) = 0, 𝑍𝜈 – явно вказана у вiдповiдi
цилiндрична функцiя, а числа 𝛼 i 𝛽 визначаються межовими умовами задачi.
Якщо 𝛽 = 0, то замiсть 𝜇𝜈𝑚 пишемо 𝑗𝜈,𝑚. Якщо сума мiстить доданки, вiд-
повiдаючi тiльки одному значенню 𝜈, то 𝜈 в позначеннях (крiм 𝑍𝜈 i 𝑗𝜈,𝑚) не
пишемо.

7.1. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) =
∑︀∞

𝑚=1

(︂
sh 𝑗0,𝑚(𝑧−1/2)

2𝑗0,𝑚 ch(𝑗0,𝑚/2)
− 1

𝑗20,𝑚

)︂
𝐽0(𝑗0,𝑚𝜌) +

cos 2𝜑
∑︀∞

𝑚=1

sh 𝑗2,𝑚(𝑧−1/2)

2𝑗2,𝑚 sh(𝑗2,𝑚/2)
𝐽2(𝑗2,𝑚𝜌).
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7.2. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = cos 2𝜑

∑︀∞
𝑚=1 𝑐𝑚𝑢𝑚(𝑧)𝐽2(κ𝑚𝜌), де 𝑢𝑚(𝑧) =

𝑗2,𝑚𝐽1(𝑗2,𝑚)+2𝐽0(𝑗2,𝑚)

κ3
𝑚 chκ𝑚𝑙

×[︁
chκ𝑚(𝑙 − 𝑧)

r 𝑧

0
𝑓(𝜁) shκ𝑚𝜁d𝜁 + shκ𝑚𝑧

r 𝑙

𝑧
𝑓(𝜁) chκ𝑚(𝑙 − 𝜁)d𝜁

]︁
.

7.3. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) =
∑︀1

𝑘=0 cos 2𝑘𝜑
∑︀∞

𝑚=1 𝑐2𝑘,𝑚𝑢2𝑘,𝑚(𝑧)𝐽2𝑘 (κ2𝑘,𝑚𝜌), де
𝑢𝑛𝑚(𝑧) = (κ𝑛𝑚 shκ𝑛𝑚𝑙)

−1 [𝑢′
𝑛𝑚(𝑙) chκ𝑛𝑚𝑧 − 𝑢′

𝑛𝑚(0) chκ𝑛𝑚(𝑙 − 𝑧)],
𝑢′
0𝑚(0) = 𝑏4 [𝑗0,𝑚𝐽1 (𝑗0,𝑚) + 𝐽2 (𝑗0,𝑚)] /2𝑗20,𝑚, 𝑢′

0𝑚(𝑙) = 𝑏2𝐽1 (𝑗0,𝑚) /2𝑗0,𝑚,
𝑢′
2𝑚(0) = −𝑏41𝐽3 (𝑗2,𝑚) /2𝑗32,𝑚, 𝑢′

2𝑚(𝑙) = −𝑏2 [𝑗2,𝑚𝐽1 (𝑗2,𝑚) + 𝐽0 (𝑗2,𝑚)] /2𝑗22,𝑚.
7.4. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) =

∑︀1
𝑘=0 cos(2𝑘+ 1)𝜑

∑︀∞
𝑚=1 𝑐2𝑘+1,𝑚𝑢2𝑘+1,𝑚(𝑧)𝐽2𝑘+1 (κ2𝑘+1,𝑚𝜌), де

𝜇𝑛𝑚 – 𝑚-й додатний корiнь рiвняння 𝜇𝐽 ′
𝑛(𝜇) + 𝑏ℎ𝐽𝑛(𝜇) = 0,

𝑢𝑛𝑚(𝑧) = 𝑎𝑛𝑚

(︀
𝐴𝑛𝑚 chκ𝑛𝑚(𝑙 − 𝑧) +𝐵𝑛𝑚 shκ𝑛𝑚𝑧 − κ−2

𝑛𝑚𝑒
𝑧
)︀
,

𝑎1𝑚 = 3𝑏5 [𝜇1𝑚𝐽2 (𝜇1𝑚)− 2𝐽3(𝜇1𝑚)] /4𝜇2
1𝑚, 𝑎3𝑚 = 𝑏5𝐽4 (𝜇3𝑚) /4𝜇1𝑚, 𝐴𝑛𝑚 =(︀

κ2
𝑛𝑚 chκ𝑛𝑚𝑙

)︀−1, 𝐵𝑛𝑚 = 𝑒𝑙
(︀
κ3
𝑛𝑚 chκ𝑛𝑚𝑙

)︀−1.

7.8. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = 2𝑏2

𝜋2√𝜌
sin 𝜑

2

∑︀∞
𝑚=1

(−1)𝑚+1

𝑚2 chκ𝑚𝑙
shκ𝑚(𝑙 − 𝑧) sinκ𝑚𝜌, де κ𝑚 = 𝑚𝜋

𝑏
.

7.10. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = −𝑏4 sin 2𝜑 cos𝜋𝑧
∑︀∞

𝑚=1 𝑐𝑚
(︀
𝜋2 + κ2

𝑚

)︀−1
𝑗−1
2,𝑚𝐽3 (𝑗2,𝑚) 𝐽2 (κ𝑚𝜌).

7.11. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = sin(3𝜑/2)
∑︀∞

𝑚=1 𝑐𝑚𝑢𝑚(𝑧)𝑅𝑚(𝜌), де𝑅𝑚(𝜌) = (κ𝑚𝜌)
−3/2 sinκ𝑚𝜌−

(κ𝑚𝜌)
−1/2 cosκ𝑚𝜌, 𝜇𝑚 – 𝑚-й додатний корiнь рiвняння tg𝜇 = 𝜇;

𝑢𝑚(𝑧) = [𝑢𝑚(0) shκ𝑚(𝑙 − 𝑧) + 𝑢𝑚(𝑙) shκ𝑚𝑧] / shκ𝑚𝑙,
𝑢𝑚(0) = κ−5/2

𝑚 (2− 𝜇𝑚 sin𝜇𝑚 − 2 cos𝜇𝑚), 𝑢𝑚(𝑙) = −κ−7/2
𝑚 𝜇2

𝑚 sin𝜇𝑚.
7.12. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = cos(3𝜑/2)

∑︀∞
𝑚=1 𝑐𝑚𝑢𝑚(𝑧)𝑅𝑚(𝜌), де 𝑅𝑚 така ж, як у задачi

7.11, а 𝜇𝑚 – 𝑚-й додатний корiнь рiвняння 3 ctg 𝜇 = 3𝜇−1 − 2𝜇;
𝑢𝑚(𝑧) = −

(︀
(𝜋/2)2 + κ2

𝑚

)︀−1
𝜇2
𝑚 sin𝜇𝑚 sin(𝜋𝑧/2).

7.13. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = 2
𝜋
√
𝜌
cos 𝜑

2

∑︀∞
𝑚=1

𝑎+(−1)𝑚+1𝑏
𝑚

sh 𝛾𝑚(𝑧−𝑙) sin 𝛾𝑚(𝜌−𝑎)
𝛾𝑚 ch 𝛾𝑚𝑙+ℎ sh 𝛾𝑚𝑙

, де 𝛾𝑚 = 𝑚𝜋
𝑏−𝑎

.

7.17. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0
2(−1)𝑘

𝜔𝑘

𝐼0(𝜔𝑘𝜌)
𝐼0(𝜔𝑘)

cos𝜔𝑘𝑧, де 𝜔𝑘 = 𝜋(𝑘 + 1/2).

7.18. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = 𝐼−1
0 (𝜔𝑏)

[︁
𝑉 (𝜔𝜌)

r 𝜌

0
𝑥𝑓(𝑥)𝐼0(𝜔𝑥)d𝑥+ 𝐼0(𝜔𝜌)

r 𝑏

𝜌
𝑥𝑓(𝑥)𝑉 (𝜔𝑥)d𝑥

]︁
+

𝐼−1
1 (𝑏)𝐼1(𝜌) cos𝜑, де 𝜔 = 𝜋/𝑙, 𝑉 (𝑦) = 𝐾0(𝜔𝑏)𝐼0(𝑦)− 𝐼0(𝜔𝑏)𝐾0(𝑦).

7.19. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = 1
2
cos𝜑

(︁
𝐼1(3𝜋𝜌) sin 3𝜋𝑧

3𝜋𝐼′1(3𝜋𝑏)+𝐼1(3𝜋𝑏)
− 𝐼1(𝜋𝜌) sin𝜋𝑧

𝜋𝐼′1(𝜋𝑏)+𝐼1(𝜋𝑏)

)︁
.

7.26. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) =
√︁

𝑏
𝜌
sin 𝜑

2

∑︀∞
𝑘=1 𝑔𝑘

sh𝜔𝑘𝜌
sh𝜔𝑘𝑏

sin𝜔𝑘𝑧, де 𝜔𝑘 = 𝑘𝜋
𝑙

, 𝑔𝑘 = 2
𝑙

r 𝑙

0
𝑔(𝑧) sin𝜔𝑘𝑧d𝑧.

7.31. Межовi умови розривнi, тому доцiльно розкласти на двi задачi:
𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = 𝜑− 𝑣1(𝜌, 𝜑, 𝑧)− 𝑣2(𝜌, 𝜑, 𝑧).
Тодi 𝑣1(𝜌, 𝜑, 𝑧) =

∑︀∞
𝑛=1(𝜑)𝑛 sin𝑛𝜑

∑︀∞
𝑚=1(1)𝑚

ch(𝑧/2)
ch(𝑙/2)

𝑅𝑛𝑚(𝜌),
де (𝜑)𝑛 = 2𝑛−1(−1)𝑛+1, 𝑅𝑛𝑚(𝜌) = 𝑁𝑛(𝛾𝑚𝑎)𝐽𝑛(𝛾𝑚𝜌)− 𝐽𝑛(𝛾𝑚𝑎)𝑁𝑛(𝛾𝑚𝜌),
𝛾𝑚 –𝑚-й додатний корiнь рiв-ня 𝐽𝑛(𝛾𝑎)

𝑁𝑛(𝛾𝑎)
= 𝐽𝑛(𝛾𝑏)

𝑁𝑛(𝛾𝑏)
, (1)𝑚 = ‖𝑅𝑛𝑚‖−2 r 𝑏

𝑎
𝑅𝑛𝑚(𝜌)𝜌d𝜌;

а 𝑣2(𝜌, 𝜑, 𝑧) =
∑︀∞

𝑛=1(𝜑)𝑛 sin𝑛𝜑
∑︀∞

𝑘=0
𝐾𝑛(𝜔𝑘𝑎)𝐼𝑛(𝜔𝑘𝜌)−𝐼𝑛(𝜔𝑘𝑎)𝐾𝑛(𝜔𝑘𝜌)
𝐾𝑛(𝜔𝑘𝑎)𝐼𝑛(𝜔𝑘𝑏)−𝐼𝑛(𝜔𝑘𝑎)𝐾𝑛(𝜔𝑘𝑏)

cos𝜔𝑘𝑧,
де 𝜔𝑘 = 𝜋

𝑙

(︀
𝑘 + 1

2

)︀
.

7.32. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) =
(︁

𝑧
𝜌
+ 2

𝜋

∑︀∞
𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛
𝐾1(𝜋𝑛𝜌)
𝐾1(𝜋𝑛)

sin𝜋𝑛𝑧
)︁
sin𝜑.

7.33. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = 𝑒−𝑧 +
∑︀∞

𝑛=1(1)𝑛
exp(−𝑧)−𝑗0,𝑛 exp(−𝑗0,𝑛𝑧)

𝑗20,𝑛−1
𝐽0(𝑗0,𝑛𝜌),



152 Вiдповiдi до задач

де (1)𝑛 = ‖𝐽0‖−2 r 1

0
𝐽0(𝑗0,𝑛𝜌)𝜌d𝜌.

7.35. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) = 𝑧
𝜌2

cos 2𝜑+ 2 sin𝜑
∑︀∞

𝑛=0 κ
−2
𝑛

(︁
𝐾1(κ𝑛𝜌)− 1

κ𝑛𝜌

)︁
sinκ𝑛𝑧,

де κ𝑛 = 𝜋(𝑛+ 1/2).

7.36. 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑧) =
[︂

𝐾1(
√
2𝜌)√

2
− 1

2𝜌
+

(︂
𝐾1(

√
10𝜌)√

10
− 1

10𝜌

)︂
(4𝑧2 − 1)

]︂
𝑒−𝑧2 sin𝜑.

8.2. 𝑥𝑛−1.
8.3. 𝒫 1

𝑥
при 𝑛 = 1 i 𝑥𝑛−2 для 𝑛 > 2.

8.4. (𝑓(A𝑥+ 𝑏), 𝜙(𝑥)) =
(︀
𝑓(𝜉),

⃒⃒
detA−1

⃒⃒
𝜙(A−1(𝜉 − 𝑏))

)︀
.

8.5. 𝛿(𝑥)/|𝛼|.
8.6. 𝛿(𝑥+𝑎)+𝛿(𝑥−𝑎)

2𝑎
.

8.8.
(︁
𝛿
(𝑛)
𝑎 , 𝜑

)︁
= (−1)𝑛𝜑(𝑛)(𝑎).

8.9. (−1)𝑛𝑛!𝛿(𝑥).
8.10. 2𝛿(𝑥).
8.11. sgn𝑥.
8.12. 𝜃(𝑥).
8.13. 𝛿(𝑥+ 1)− 𝛿(𝑥− 1).
8.14. 𝜃(𝑥) cos𝑥.
8.15. 𝛿(𝑥)− 𝜃(𝑥) sin𝑥.
8.16.

∑︀∞
𝑛=−∞ 𝛿(𝑥− 𝜋𝑛).

8.17. 𝜃(sin𝑥) cos𝑥.
8.18. 𝒫 1

𝑥
.

8.19. −2𝒫 1
𝑥3 , де 𝒫 1

𝑥𝑛 =
r∞
−∞

(︁
𝜙(𝑥)−

∑︀𝑛−1
𝑘=0

𝜙(𝑘)(0)
𝑘!

𝑥𝑘
)︁
𝑥−𝑛d𝑥.

8.20. ∓𝛿′(𝑥)− 𝒫 1
𝑥2 .

8.21. 𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑓(𝑘).
8.22. 𝜋𝛿(𝑘) + 𝑖𝑒𝑖𝑎𝑘𝒫 1

𝑘
.

8.23. 2𝑖𝒫 1
𝑘
.

8.24. −2𝒫 1
𝑘2 .

8.25. 0 якщо 𝑛 > 𝑚, iнакше (−𝑖)𝑛+𝑚 𝑚!
(𝑚−𝑛)!

𝑘𝑚−𝑛.
8.26. 2𝜋𝛿(𝑘 − 𝑖𝑎).
8.27. 𝑖𝜋 [𝛿(𝑘 − 𝑎)− 𝛿(𝑘 + 𝑎)].
8.28. 𝜋 [𝛿(𝑘 − 𝑎) + 𝛿(𝑘 + 𝑎)].

9.1. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
(︀
1 + 4𝑐2𝑡

)︀−1/2
exp

(︁
− 𝑐2𝑥2+𝑡

1+4𝑐2𝑡

)︁
cos

(︁
𝑥

1+4𝑐2𝑡

)︁
.

9.2. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
(︀
2𝑡+ (𝑥+ 2𝑐𝑡)2

)︀
𝑒𝑐𝑥+𝑐2𝑡.

9.3. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
(︀
1 + 4𝑐2𝑡

)︀−1/2
exp

(︁
− 𝑐2𝑥2+𝑡

1+4𝑐2𝑡

)︁
sin

(︁
𝑥

1+4𝑐2𝑡

)︁
.

9.4. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑐𝑥+𝑐2𝑡−𝑡 cos(𝑥+ 2𝑐𝑡).

9.5. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
(︀
1 + 4𝑐2𝑡

)︀−3/2
𝑥 exp

(︁
− 𝑐2𝑥2

1+4𝑐2𝑡

)︁
.
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9.6. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑐𝑥+𝑐2𝑡−𝑡 sin(𝑥+ 2𝑐𝑡).
9.7. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑡 (𝑥 cos𝑥− 2𝑡 sin𝑥).
9.8. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑡 (𝑥 sin𝑥+ 2𝑡 cos𝑥).
9.9. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥(𝑒𝑡 − 1− 𝑡).
9.10. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡𝑒𝑥+𝑡.
9.11. 𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑒−𝑡 − 1 + 𝑡) sin𝑥.
9.12. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑡.
9.13. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑡

(︀
1− ln 2 + ln(1 + 𝑒−𝑡)

)︀
− 1.

9.14. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
(︀
𝑒𝑡/6− 𝑒−𝑡/2 + 𝑒−2𝑡/3

)︀
cos(𝑥− 𝑦).

9.15. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
(︀
𝑥+ 𝑦2

)︀2
+ 4𝑡𝑥+ 12𝑡𝑦2 + 12𝑡2 + 2𝑡.

9.16. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = (1 + 100𝑡)−1/2 exp
(︁
− (3𝑥+4𝑦)2

1+100𝑡

)︁
.

9.17. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑒−2𝑡 sin(𝑥+ 𝑦).

9.18. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1
2
√
𝜋

r 𝑡

0

[︀
(𝑡− 𝜏)(169𝜏2 + 1)

]︀−1/2
exp

[︁
− (12𝑥−5𝑦)2

169𝜏2+1

]︁
d𝜏 .

9.19. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝐼0(𝜌) sh 𝑡.
9.20. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝑒−𝑡𝐽0(𝜌).
9.21. 𝑢(𝜌, 𝜑) = 𝑒𝑡𝐼𝜈(𝜌) sin 𝜈𝜑.
9.22. 𝑢(𝜌, 𝜑) = (𝑒−𝑡 − 1 + 𝑡)𝐽𝜈(𝜌) cos 𝜈𝜌+ (𝜌 cos𝜑)2 + 2𝑡.
9.23. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = (𝑦 + 2𝑡)𝑒𝑦𝐽0

(︀√
𝑥2 + 𝑧2

)︀
.

9.24. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ((4𝑡+ 1) cos𝑥+ 4𝑡 sin𝑥)𝑒2𝑥+4𝑡𝐼0
(︁√︀

𝑦2 + 𝑧2
)︁
.

9.25. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = (𝑥 sin𝑥+ 2𝑡 cos𝑥)𝐼0
(︁√︀

𝑦2 + 𝑧2
)︁
.

9.26. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = (1− (𝑡+ 1)𝑒−𝑡 + (1− 𝑒−𝑡)𝑧2)𝐽0
(︁√︀

𝑥2 + 𝑦2
)︁
.

9.27. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑒−9𝑡 sin(𝑥− 2𝑦 + 2𝑧).
9.28. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 1

730

(︀
𝑒27𝑡 − 27 sin 𝑡− cos 𝑡

)︀
ch(𝑥+ 𝑦 − 5𝑧).

9.29. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑, 𝑡) = 𝑟 cos𝜗.
9.30. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑, 𝑡) = −(2/3)𝑡3𝑟 sin𝜗 sin𝜑.
9.31. 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑, 𝑡) = (1− 𝑒−𝑡)𝑟 sin𝜗 cos𝜑+ 𝑟2 cos𝜗 sin𝜗 cos𝜑.
9.32. 𝑢(𝑟, 𝑡) = 4

√
𝜋𝑇𝑒𝑇𝑟2𝐼0(𝑇𝑟

2), де 𝑇 = (8𝑡(1 + 4𝑎𝑡))−1.
9.33. 𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝑒−𝑐2𝑡𝑟−1 sin 𝑐𝑟.
9.34. 𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝑒𝑐

2𝑡𝑟−1 sh 𝑐𝑟.
9.35. 𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝑒𝑐

2𝑡
(︀
ch 𝑐𝑟 + 2𝑐𝑡𝑟−1 sh 𝑐𝑟

)︀
.

9.36. 𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝑒−𝑐2𝑡
(︀
cos 𝑐𝑟 − 2𝑐𝑡𝑟−1 sin 𝑐𝑟

)︀
.

9.37. 𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑐𝑡𝐺𝑑(𝑥+ 𝑏𝑡, 𝑡), де 𝐺𝑑 дається формулою (9.3).
9.38. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑒−𝑡

(︀
𝑥2𝑦 − 4𝑥2𝑡+ 4𝑥𝑡𝑦 − 16𝑥𝑡2 + 4𝑦𝑡2 − 16𝑡3 + 2𝑦𝑡− 8𝑡2

)︀
.

10.1. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜃 (𝑡− |𝑥|) + 2𝑒𝑡−𝑥𝜃(𝑥− 𝑡)− 2𝑒−𝑡−𝑥𝜃(𝑥+ 𝑡).
10.2. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1+cos(𝑡−𝑥)

2
𝜃 (𝜋 − |𝑡− 𝑥|)− 1+cos(𝑡+𝑥)

2
𝜃 (𝜋 − |𝑡+ 𝑥|).
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10.3. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2
𝑒−|𝑡−|𝑥|| + 1

2
𝑒−𝑡−|𝑥| − 𝑒−|𝑥| + (𝑡− |𝑥|)+.

10.4. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2
𝑒−|𝑡−|𝑥|| + 1

2
𝑒−𝑡−|𝑥| − 𝑒−|𝑥| cos 𝑡+ 𝜃 (𝑡− |𝑥|) sin (𝑡− |𝑥|).

10.5. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
4
(𝑥+ 𝑡)2+ + 1

4
(𝑥− 𝑡)2+ − 1

2
𝑥2+.

10.6. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
4
ℎ(𝑥+ 𝑡) + 1

4
ℎ(𝑥− 𝑡)− 1

2
ℎ(𝑥), де ℎ(𝑦) = (𝑦 + 1)2+ − (𝑦 − 1)2+.

10.8. 𝑢(𝑥, 𝑡) = −2𝑎2
r 𝑡

0
𝐺(𝑥, 𝑡− 𝜏)𝜇(𝜏)d𝜏 , де 𝐺 дається формулою (9.4).

10.23. 𝐺(𝑥, 𝑡) = 1
2𝑎
𝜃
(︁
𝑡− |𝑥|

𝑎

)︁
𝐼0

(︂
𝛾
2

√︁
𝑡2 − 𝑥2

𝑎2

)︂
𝑒−𝛾𝑡/2.

10.24. 𝐺(𝑥, 𝑡) = 1
2𝑎
𝜃
(︁
𝑡− |𝑥|

𝑎

)︁
𝐼0

(︂
𝜇
√︁
𝑡2 − 𝑥2

𝑎2

)︂
𝑒−𝛾𝑡/2, при 𝑐+ 𝛾2/4 = 𝜇2 > 0;

𝐺(𝑥, 𝑡) = 1
2𝑎
𝜃
(︁
𝑡− |𝑥|

𝑎

)︁
𝐽0

(︂
𝜇
√︁
𝑡2 − 𝑥2

𝑎2

)︂
𝑒−𝛾𝑡/2, при 𝑐+ 𝛾2/4 = −𝜇2 < 0.

10.25. 𝐺(𝑥, 𝑡) = 1√
4𝜋𝑖𝑎2𝑡

exp
(︁
𝑖 𝑥2

4𝑎2𝑡

)︁
.

10.26. 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡) = 1√
4𝜋𝑖𝑎2𝑡

exp

[︂
𝑖
(𝑥−𝑏𝑎2𝑡2−𝜉)2

4𝑎2𝑡
+ 𝑖𝑏𝑥𝑡− 𝑖 𝑏

2𝑎2𝑡3

3

]︂
.

10.27. 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡) = 1√
4𝜋𝑖𝑎2𝜔−1 sin𝜔𝑡

exp
[︁
2𝑥𝜉−(𝑥2+𝜉2) cos𝜔𝑡

4𝑖𝑎2𝜔−1 sin𝜔𝑡

]︁
.

У вiдповiдях до цього параграфа 𝑟 = |𝑥|, 𝑏 = |𝑏|.
11.1. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2 − 2𝑥2𝑦 + 𝑦3 + 3𝑥2𝑧 − 𝑦𝑧2 − 𝑧3 + 𝑐−2((1− 𝑐𝑡)𝑒𝑐𝑡 − 1).
11.2. 𝑢(𝑥, 𝑡) = cos 𝑏𝑡 sin 𝑏𝑥.
11.3. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡3𝑧/6 + 𝑏−1 sh 𝑏𝑡 𝑒𝑏𝑥.
11.4. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 20𝑡3𝑥𝑦𝑧2 + (𝑡5 + 𝑡)𝑥𝑦 + cos 3𝑡 sin(𝑥− 2𝑦 + 2𝑧).
11.5. 𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑒−𝑡 + 𝑡− 1)(𝑥2𝑦 + 2𝑦) + (𝑡3/3− 𝑡2)𝑦 + 1

2
[𝑢0(2𝑥− 𝑦 − 2𝑧 + 3𝑡) +

𝑢0(2𝑥− 𝑦 − 2𝑧 − 3𝑡)], де 𝑢0(𝜉) =
1

1+𝜉2
.

11.6. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡𝑟 sin𝜗 sin𝜑.
11.7. 𝑢(𝑥, 𝑡) = ((𝑡+ 2) ln(𝑡+ 1)− 2𝑡)𝑟2 sin 2𝜗 cos𝜑.

11.8. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝐽0
(︁√︀

𝑦2 + 𝑧2
)︁
cos 𝑎𝑡.

11.9. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑦𝐽0
(︀√
𝑥2 + 𝑧2

)︀
sin2 𝑡.

11.10. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡𝐼0
(︁√︀

𝑥2 + 𝑦2
)︁
sin 𝑧.

11.11. 𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑡− ln(𝑡+ 1))𝑒𝑦𝐽0
(︀√
𝑥2 + 𝑧2

)︀
.

11.12. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑥
[︀
𝑦2𝑧2(sh 𝑡− sin 𝑡) + (𝑦2 + 𝑧2)(𝑡 ch 𝑡− sh 𝑡+ sin 𝑡) +

(𝑡− 2)(𝑡 ch 𝑡− sh 𝑡)− 2 sin 𝑡].
11.13. 𝑢(𝑥, 𝑡) =

(︀
(𝑟 + 𝑎𝑡)3 − |𝑟 − 𝑎𝑡|3

)︀
/6𝑎𝑟.

11.14. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑟2 + 3𝑡+
(︀
𝑏2 − 1

)︀−1 (︀
ch 𝑏𝑡+ 𝑏−1 sh 𝑏𝑡− 𝑒𝑡

)︀
𝑒𝑏𝑥.

11.15. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡 sin 𝑡 cos 𝑏𝑥(𝑡 cos 𝑡− sin 𝑡) sin 𝑏𝑥+

(2𝑟)−1
[︁(︀
1 + (𝑟 + 𝑡)2

)︀−1/2
(𝑟 + 𝑡) +

(︀
1 + (𝑟 − 𝑡)2

)︀−1/2
(𝑟 − 𝑡)

]︁
.

11.16. 𝑢(𝑥, 𝑡) = (6𝑟)−1𝑡3𝜃(𝑟− 𝑡)+ (𝑟2/6− 𝑡𝑟/2+ 𝑡2/2)𝜃(𝑡− 𝑟)+ 𝑡(𝑥+ 𝑦− 𝑧)2 + 𝑡3.
11.17. 𝑢(𝑥, 𝑡) = (4𝑟)−1 [2𝑡+ 𝑟 ∨ 𝑡− (𝑟 + 𝑡) ln(𝑟 + 𝑡) + (𝑟 − 𝑡)+ ln(𝑟 − 𝑡)].



155
11.18. 𝑢(𝑥, 𝑡) = ((𝑡+ 1) ln(𝑡+ 1)− 𝑡)(𝑥4 − 6𝑥2𝑦2 + 𝑦4).
11.19. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑎2𝑡2.
11.20. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡3𝑥2𝑦2 + 21𝑡5(𝑥2 + 𝑦2) + 2𝑡7.
11.21. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐼𝜈(𝜌) cos 𝜈𝜑 ch 𝜈𝑡+ 4𝑡5/2 − 1.
11.22. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡 sh 𝑡𝐼0(𝜌).
11.23. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎−1𝑥(arctg(𝑎𝑡+ 𝑦) + arctg(𝑎𝑡− 𝑦)).
11.24. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑥((𝑦2 − 1) sh 𝑡+ 𝑡 ch 𝑡).
11.25. 𝑢(𝑥, 𝑡) =

[︀
(𝑡− sin 𝑡)𝑥2 + 𝑡(2 + cos 𝑡− 3 sin 𝑡)

]︀
cos 𝑦.

11.26. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡𝑥𝑦2 + 𝑡2𝑥+ 𝑡3(6𝑥+ 8𝑦)2 + 10𝑡5.
11.27. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡𝑥3𝑦 + 𝑡3𝑥𝑦 + 𝑥𝑒𝑦((𝑦 − 1) sh 𝑡+ 𝑡 ch 𝑡).
11.28. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥

r 𝑡

0

sh 𝜏(𝑡−𝜏)
𝜏

𝑒𝜏𝑦d𝜏 .
11.29. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑦

[︀
2(1− 𝑥2) arctg 𝑥− 2𝑡 ln(𝑥2 + 1) + ((𝑥+ 𝑡)2 − 1) arctg(𝑥+ 𝑡) +

((𝑥− 𝑡)2 − 1) arctg(𝑥− 𝑡)− (𝑥+ 𝑡) ln((𝑥+ 𝑡)2 + 1)− (𝑥− 𝑡) ln((𝑥− 𝑡)2 + 1)
]︀
.

11.30. 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2
cos 𝑦

r 𝑡

−𝑡
𝐽0

(︁√︀
𝑡2 − 𝜉2

)︁
𝑥−𝜉

(𝑥−𝜉)2+1
d𝜉.

11.31. 𝑢(𝑥, 𝑡) =
(︁
𝑡/2−

(︁
𝑡3 −

(︀
𝑡2 − 𝑟2

)︀3/2
+

)︁
/3𝑟2

)︁
sin 2𝜑.

11.32. При 𝑑 = 1 𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2𝑎

r 𝑡

0
𝜃 (𝑎𝜏 − |𝑥− 𝑏𝜏 |) 𝑔(𝑡− 𝜏)d𝜏 ; при 𝑑 = 2 𝑢(𝑥, 𝑡) =

1
2𝜋𝑎

r 𝑡

0

𝜃(𝑎𝜏−|𝑥−𝑏𝜏 |)√
𝑎2𝜏2−|𝑥−𝑏𝜏 |2

d𝜏 ; при 𝑑 = 3 𝑢(𝑥, 𝑡) =
(︀
4𝜋𝑎2 |𝑥− 𝑏𝑡|

)︀−1
𝑔
(︀
𝑡− 𝑎−1 |𝑥− 𝑏𝑡|

)︀
.

11.33. 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜃(𝑠) (2𝜋𝑎
√
𝑠)

−1
ch

(︀
𝑎−1𝜇

√
𝑠
)︀
, де 𝑠 = 𝑎2𝑡2 − 𝑥2 − 𝑦2.

11.34. 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜃(𝑠) (2𝜋𝑎
√
𝑠)

−1
cos

(︀
𝑎−1𝜇

√
𝑠
)︀
, де 𝑠 = 𝑎2𝑡2 − 𝑥2 − 𝑦2.

12.1. Фiктивний заряд у точцi (𝑥, 𝑦,−𝑧).
12.2. Фiктивнi заряди в точках (−𝑥, 𝑦, 𝑧), (𝑥,−𝑦, 𝑧), (−𝑥,−𝑦, 𝑧).
12.3. Фiктивнi заряди одержуються дiєю групи 𝐶𝑛𝑣.
12.4. Фiктивнi заряди у точках (±𝑥,±𝑦,±𝑧).
12.5. Фiктивнi заряди одержуються дiєю групи 𝐷𝑛ℎ.
12.6. Фiктивнi заряди, одержуються дiєю групи 𝑂ℎ.
12.7. Фiктивнi заряди одержуються дiєю групи 𝑌ℎ.
12.19. Вiдображення на верхню пiвплощину: 𝑤(𝑧) = 𝑒𝑧.
12.20. Вiдображення на верхню пiвплощину: 𝑤(𝑧) = sh 𝑧.

12.22. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 1
𝜋

[︁
arctg 1−cos 𝑥 ch 𝑦

sin 𝑥 sh 𝑦
+ arctg 1+cos 𝑥 ch 𝑦

sin 𝑥 sh 𝑦

]︁ (︁
𝑤(𝑧, 𝜁) = cos 𝑧−cos 𝜁

cos 𝑧−cos 𝜁*

)︁
.

12.31. У параболiчних координатах Δ𝑢 =
𝑢𝜉𝜉+𝑢𝜂𝜂

𝜉2+𝜂2 .

𝑢 =
∑︀∞

𝑛=0
Γ(𝑛/2+1)√

𝜋𝜉
𝑊−𝑛

2
− 1

4
, 1
4
(𝜉2)𝜓𝑛𝐻𝑛(𝜂)𝑒

−𝜂2/2, де

𝜓𝑛 = 1
2𝑛𝑛!

√
𝜋

(︁r 0

−∞ 𝜓−(−𝜂2/2)𝐻𝑛(𝜂)𝑒
−𝜂2/2d𝜂 +

r∞
0
𝜓+(−𝜂2/2)𝐻𝑛(𝜂)𝑒

−𝜂2/2d𝜂
)︁
,

а 𝑊𝜇,𝜈 – функцiя Вiтекера [1, 2, 14]. Зауважимо, що вказанiй областi змi-
ни параболiчних координат (𝜉 ∈ R+, 𝜂 ∈ R) вiдповiдає розрiз декартової
площини по променю {𝑥 6 0, 𝑦 = 0}.

12.32. 𝑢 = (1− erf (
√
κ𝜉)) 𝑒κ𝑥, де erf 𝑥 = (2/

√
𝜋)

r 𝑥

0
𝑒−𝑡2d𝑡 – iнтеграл помилок.
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12.33. В елiптичних координатах Δ𝑢 = 1
𝑎2

𝑢𝜉𝜉+𝑢𝜂𝜂

sh2 𝜉+sin2 𝜂
.

𝑢 =
∑︀∞

𝑛=0
Ce𝑛(𝜉,𝑞)
Ce𝑛(0,𝑞)

𝜓𝑛ce𝑛(𝜂, 𝑞), де 𝜓𝑛 = 2
(1+𝛿𝑛0)𝜋

r 𝜋

0
𝜓(𝑎 cos 𝜂)ce𝑛(𝜂, 𝑞)d𝜂, а ce𝑛

i Ce𝑛 – функцiї Матьє i модифiкованi функцiї Матьє першого роду мо-
дуля 𝑞 = 𝑘2𝑎2

4
[4, 14]. Зауважимо, що вказанiй областi змiни елiптичних

координат (𝜉 ∈ R+, 𝜂 ∈ ]0, 2𝜋[) вiдповiдає розрiз декартової площини по
вiдрiзку {|𝑥| 6 𝑎, 𝑦 = 0}. Якщо ж розрiз необхiдно провести по пiвпрямих
{|𝑥| > 𝑎, 𝑦 = 0}, то 𝜉 ∈ R, 𝜂 ∈ ]0, 𝜋[.

12.39. 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦3 − 3𝑥2𝑦.
12.40. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥𝑦)𝑧.
12.42. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2/𝜋) arctg(𝑧/𝑦).
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