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§1. Симетрiя фiзичних тензорiв

Нагадаємо, що (псевдо)тензором рангу 𝑘 називається такий об’єкт 𝐴, що
∑︀

𝑖1...𝑖𝑘
𝐴𝑖1...𝑖𝑘𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑘 –

(псевдо)скаляр. При перетвореннi системи координат 𝑥𝑖 =
∑︀

𝑗 𝑇𝑖𝑗𝑥
′
𝑗 , тензор перетворюється за форму-

лою 𝐴′
𝑖1...𝑖𝑘

=
∑︀

𝑗1...𝑗𝑘
𝑇𝑖1𝑗1 . . . 𝑇𝑖𝑘𝑗𝑘𝐴𝑗1...𝑗𝑘 , а для псевдотензора правий вираз слiд домножити на sgn(det𝑇 ).

Отож, якщо координати перетворюються по представленню 𝑉 групи симетрiї, то тензор 𝑘-го рангу пере-
творюється по прямому добутку представлень 𝑉 × . . .× 𝑉 = 𝑉 𝑘.

Всi фiзичнi величини є тензорами або псевдотензорами по вiдношенню до групи 𝑂(3). Приклади:

• скаляри: маса, заряд, температура, тощо;

• псевдоскаляри: хiральнiсть, обертання площини поляризацiї свiтла;

• вектори: координата, швидкiсть i iмпульс, напруженiсть електричного поля;

• псевдовектори: кутова швидкiсть i момент iмпульсу, момент сили, напруженiсть магнiтного поля;

• тензори 2-го порядку: момент iнерцiї, тензори дiелектричної i магнiтної проникностi;

• тензори 3-го порядку: п’єзоелектричний тензор, тензор електрооптичних коефiцiєнтiв;

• тензори 4-го порядку: тензор пружних модулiв/сталих, тензор електрострикцiї/фотопружностi.

Додаткова симетрiя фiзичних тензорiв при перестановцi iндексiв з’являється за рахунок загально-
фiзичного варiацiйного принципу, який полягає в тому, що всi рiвняння можна одержати варiюванням
певної скалярної форми, побудованої на цьому тензорi. Наприклад, термодинамiчний потенцiал Гiбса для
деформованої речовини в електричному полi має вигляд

Φ = −
∑︁
𝑖

𝑃 0
𝑖 𝐸𝑖 −

1

8𝜋

∑︁
𝑖𝑗

(︃
𝜀𝑖𝑗 +

∑︁
𝑘

𝑟
(1)
𝑖𝑗𝑘𝐸𝑘 +

∑︁
𝑘𝑙

𝑟
(2)
𝑖𝑗𝑘𝑙𝐸𝑘𝐸𝑙

)︃
𝐸𝑖𝐸𝑗

−
∑︁
𝑖𝑘𝑙

𝛾𝑖,𝑘𝑙𝐸𝑖𝜎𝑘𝑙 −
1

2

∑︁
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝛽𝑖𝑗,𝑘𝑙𝐸𝑖𝐸𝑗𝜎𝑘𝑙 −
1

2

∑︁
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜇𝑖𝑗,𝑘𝑙𝜎𝑖𝑗𝜎𝑘𝑙 + . . .

де 𝐸 – напруженiсть поля, 𝜎 – симетричний тензор механiчних напружень, 𝜀 – дiелектричний тензор, 𝜇
– тензор пружних сталих. В цiй формулi наявнiсть спонтанної поляризацiї 𝑃 0 описує пiроелектричний
ефект, тензори 𝑟(1,2) описують, вiдповiдно, лiнiйний (ефект Покельса) i квадратичний (ефект Керра)
електрооптичнi ефекти, тензор 𝛾 описує п’єзоелектричнi ефекти, тензор 𝛽 — явища електрострикцiї i фо-
топружностi. Очевидно, по всiх iндексах, якi згортаються симетрично, повинна бути симетрiя. В даному
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випадку дiелектричний тензор симетричний, п’єзоелектричний тензор симетричний по останнiй парi iн-
дексiв, тензор пружних сталих симетричний по першiй та другiй парах iндексiв, а також по перестановцi
цих пар, тензор 𝑟(2) абсолютно симетричний тощо.

У фiзицi симетричнi тензори другого порядку описують векторами з розширеною кiлькiстю iндексiв,
позначуваних грецькими буквами:

𝛼 1 2 3 4 5 6

𝑖𝑗 𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧 𝑦𝑧 𝑧𝑥 𝑥𝑦

При цьому розширена матриця переходу матиме компоненти(︂
𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝑡2𝑖𝑗 𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑘 = 2𝑡𝑖𝑗𝑡𝑖𝑘
𝑡𝑖𝑗,𝑘𝑘 = 𝑡𝑖𝑘𝑡𝑗𝑘 𝑡𝑖𝑗,𝑘𝑙 = 𝑡𝑖𝑘𝑡𝑗𝑙 + 𝑡𝑖𝑙𝑡𝑗𝑘

)︂
Зокрема, для повороту 𝑅𝑧(𝛼) матимемо

𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos2 𝛼 sin2 𝛼 0 0 0 −2 sin𝛼 cos𝛼
sin2 𝛼 cos2 𝛼 0 0 0 2 sin𝛼 cos𝛼
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos𝛼 sin𝛼 0
0 0 0 − sin𝛼 cos𝛼 0

sin𝛼 cos𝛼 − sin𝛼 cos𝛼 0 0 0 cos2 𝛼− sin2 𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Для тензорiв вищого порядку такi позначення використовують для кожної пари симетричних iндексiв.

Симетричнi тензори перетворюються по симетризованому прямому добутку представлень, що позна-
чають квадратними дужками, антисиметричнi — по антисиметризованому, позначуваному фiгурними
дужками. Наприклад {𝑉 4} – для абсолютно кососиметричного тензора четвертого рангу, [[𝑉 2]2] – для
симетричного по першiй та другiй парах iндексiв, а також по перестановцi цих пар, тензора четверто-
го рангу. Вiдмiтимо, що компонента 𝐴𝑖1,...,𝑖𝑘 абсолютно симетричного тензора перетворюється так, як i
функцiя 𝑥𝑖1 . . . 𝑥𝑖𝑘 . Також корисним є те, що представлення можна множити покомпонентно, тобто 𝐴𝑖𝑗

перетворюється як Γ𝑖 × Γ𝑗 , де Γ𝑖 – перетворення 𝐴𝑖.
Використання теорiї представлень зводиться до наступного. Якщо 𝐺 – група симетрiї фiзичної си-

стеми, а 𝑇 – представлення, по якому перетворюється фiзична величина 𝐴 цiєї системи, то, очеви-
дно, ∀𝑔 ∈ 𝐺 𝑇𝑔𝐴 = 𝐴. Нехай 𝑈 – унiтарне перетворення, що проектує на незвiдне представлення 𝑇Γ

(𝑈+𝑇𝑔𝑈 = 𝑇Γ
𝑔 ), тодi величина 𝐴Γ = 𝑈+𝐴 перетворюється оператором 𝑇Γ, а отже вона ненульова тiльки

тодi, коли 𝑇Γ – одиничне представлення. В цьому випадку величина 𝐴Γ називається iнварiантом фiзи-
чної величини 𝐴. Очевидно, кiлькiсть iнварiантiв, або те ж саме, що незалежних компонент дорiвнює
кiлькостi одиничних представлень в розкладi 𝑇 на незвiднi. Вигляд величини 𝐴 такий: 𝐴 =

∑︀
𝜈 𝑈𝜈𝐴

Γ𝜈 ,
де сума береться по всiм проекторам на одиничнi представлення. На практицi використання проекторiв
призводить до громiздких обчислень, тому слiд використовувати еврiстичнi мiркування для вiдшукання
iнварiантiв фiзичної величини i з’ясування її структури.

Наведемо розклади деяких тензорних представлень на незвiднi представлення групи обертань i кубi-
чної групи:

симетричний 2-тензор [𝑉 2] 𝐷0 +𝐷2 𝐴1 + 𝐸 + 𝐹2

антисиметричний 2-тензор {𝑉 2} 𝐷1 𝐹1

один раз симетричний 3-тензор 𝑉 × [𝑉 2] 2𝐷1 +𝐷2 +𝐷3 𝐴2 + 𝐸 + 3𝐹1 + 2𝐹2

двiчi симетричний 4-тензор
[︀
[𝑉 2]2

]︀
2𝐷0 + 2𝐷2 +𝐷4 3𝐴1 + 3𝐸 + 𝐹1 + 3𝐹2

Окремий клас об’єктiв становлять мультипольнi електричнi i магнiтнi моменти. Електричний 2𝑙-
польний момент описується представленням 𝐷𝑙

(−1)𝑙
, а магнiтний 2𝑙-польний момент — представленням

𝐷𝑙
(−1)𝑙+1 .

1.1. Приклад: симетричний тензор другого рангу

Симетричний тензор другого порядку має 6 незалежних компонент, або 3 пiсля приведення до голов-
них осей, i перетворюється по представленню [𝑉 2]. Головним iнварiантом є його слiд tr 𝜀 = 𝜀𝑥𝑥+ 𝜀𝑦𝑦 + 𝜀𝑧𝑧.
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В iзотропному i кубiчному випадках це єдиний iнварiант, що видно з наступної таблицi, де вказано пере-
творення компонент тензора для кубiчної i 𝐶2𝑣 груп:

𝐴1 + 𝐸 𝜀𝑥𝑥, 𝜀𝑦𝑦, 𝜀𝑧𝑧 𝐴1, 𝐴1, 𝐴1

𝐹2 𝜀𝑦𝑧, 𝜀𝑧𝑥, 𝜀𝑥𝑦 𝐵2, 𝐵1, 𝐴2

Ця таблиця легко одержується з використанням вказаного вище правила про перетворення компонент
симетричного тензора. Пригадавши сферичнi функцiї другого порядку, розкладаємо представлення 𝐴1 +
𝐸:

𝐴1 𝜀𝑥𝑥 + 𝜀𝑦𝑦 + 𝜀𝑧𝑧
𝐸 2𝜀𝑧𝑧 − 𝜀𝑥𝑥 − 𝜀𝑦𝑦, 𝜀𝑥𝑥 − 𝜀𝑦𝑦

Отже, симетричний тензор другого порядку для систем з кубiчною i 𝐶2𝑣 симетрiєю має вигляд:⎛⎝𝜀 0 0
0 𝜀 0
0 0 𝜀

⎞⎠ ,

⎛⎝𝜀‖ 0 0

0 𝜀‖ 0

0 0 𝜀⊥

⎞⎠ .

Для групи 𝐷6 (i 𝐷6ℎ) маємо такий розклад:

𝐴1, 𝐴1 𝜀𝑥𝑥 + 𝜀𝑦𝑦, 𝜀𝑧𝑧
𝐸2 𝜀𝑥𝑥 − 𝜀𝑦𝑦, 𝜀𝑥𝑦
𝐸1 𝜀𝑥𝑦, 𝜀𝑦𝑧

1.2. Приклад: тензор пружних модулiв

Вiльна енергiя пружного тiла має вигляд

𝐹 =
1

2

∑︁
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝜆𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑖𝑗𝑢𝑘𝑙 =
1

2

∑︁
𝛼𝛽

𝜌𝛼𝛽𝜆𝛼𝛽𝑢𝛼𝑢𝛽,

де тензор пружних модулiв 𝜆 є двiчi симетричним тензором типу
[︀
[𝑉 2]2

]︀
= 2𝐷0 + 2𝐷2 +𝐷4, а матриця 𝜌

має такий блочний вигляд

𝜌 =

(︂
1 2
2 4

)︂
.

В загальному випадку тензор 𝜆 має 21 незалежну компоненту, або 18 пiсля належного вибору системи
координат.

Щоб знайти, як перетворюються цi компоненти дiєю кубiчної i 𝐶2𝑣 груп, скористаємося з деякою
обережнiстю правилом про перетворення функцiй координат, врахувавши при цьому таке:

• компоненти 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 перетворюються як 𝐴1+𝐸, отже їх симетризованi комбiнацiї перетворюються
як [(𝐴1 + 𝐸)2] = 2(𝐴1 + 𝐸) (першi два рядки в таблицi);

• компоненти 𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑧𝑥 перетворюються як 𝐹2, отже їх симетризованi комбiнацiї перетворюються як
[𝐹 2

2 ] = 𝐴1 + 𝐸 + 𝐹2 (третiй i четвертий рядки);

• залишилося два представлення 𝐹1 + 𝐹2 (останнi два рядки).

Таким чином, виписуючи всi компоненти тензора 𝜆, одержимо:

𝐴1 + 𝐸 𝜆𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝜆𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝜆𝑧𝑧𝑧𝑧 𝐴1, 𝐴1, 𝐴1

𝐴1 + 𝐸 𝜆𝑦𝑦𝑧𝑧, 𝜆𝑧𝑧𝑥𝑥, 𝜆𝑥𝑥𝑦𝑦 𝐴1, 𝐴1, 𝐴1

𝐴1 + 𝐸 𝜆𝑦𝑧𝑦𝑧, 𝜆𝑧𝑥𝑧𝑥, 𝜆𝑥𝑦𝑥𝑦 𝐴1, 𝐴1, 𝐴1

𝐹2 𝜆𝑧𝑥𝑥𝑦, 𝜆𝑥𝑦𝑦𝑧, 𝜆𝑦𝑧𝑧𝑥 𝐵2, 𝐵1, 𝐴2

𝐹2 𝜆𝑥𝑥𝑦𝑧, 𝜆𝑦𝑦𝑧𝑥, 𝜆𝑧𝑧𝑥𝑦 𝐵2, 𝐵1, 𝐴2

𝐹1+ 𝜆𝑦𝑧𝑧𝑧, 𝜆𝑧𝑥𝑥𝑥, 𝜆𝑥𝑦𝑦𝑦, 𝐵2, 𝐵1, 𝐴2

+𝐹2 𝜆𝑦𝑦𝑦𝑧, 𝜆𝑧𝑧𝑧𝑥, 𝜆𝑥𝑥𝑥𝑦, 𝐵2, 𝐵1, 𝐴2
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причому розклад представлень 𝐴1 + 𝐸 такий же, як i для випадку 2-тензора. Отже, тензор пружних
сталих для кубiчної i 𝐶2𝑣 груп має вигляд:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆1 𝜆2 𝜆2 0 0 0
𝜆1 𝜆2 0 0 0

𝜆1 0 0 0
𝜆3 0 0

𝜆3 0
𝜆3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆𝑥𝑥𝑥𝑥 𝜆𝑥𝑥𝑦𝑦 𝜆𝑥𝑥𝑧𝑧 0 0 0
𝜆𝑦𝑦𝑦𝑦 𝜆𝑦𝑦𝑧𝑧 0 0 0

𝜆𝑧𝑧𝑧𝑧 0 0 0
𝜆𝑦𝑧𝑦𝑧 0 0

𝜆𝑧𝑥𝑧𝑥 0
𝜆𝑥𝑦𝑥𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(симетричнi елементи не вказуємо), де

3𝜆1 = 𝜆𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜆𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜆𝑧𝑧𝑧𝑧, 3𝜆2 = 𝜆𝑦𝑦𝑧𝑧 + 𝜆𝑧𝑧𝑥𝑥 + 𝜆𝑥𝑥𝑦𝑦, 3𝜆3 = 𝜆𝑦𝑧𝑦𝑧 + 𝜆𝑧𝑥𝑧𝑥 + 𝜆𝑥𝑦𝑥𝑦.

Виписанi iнварiанти ортогональнi, бо перетворюються по рiзним одиничним представленням. Зокрема,
вiльна енергiя у випадку кубiчної симетрiї зведеться до

𝐹 =
1

2
𝜆1(𝑢

2
𝑥𝑥 + 𝑢2𝑦𝑦 + 𝑢2𝑧𝑧) + 𝜆2(𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑦𝑦𝑢𝑧𝑧 + 𝑢𝑧𝑧𝑢𝑥𝑥) + 2𝜆3(𝑢

2
𝑥𝑦 + 𝑢2𝑦𝑧 + 𝑢2𝑧𝑥),

для випадку ж симетрiї 𝐶2𝑣 модифiкацiя цiєї формули очевидна.
В iзотропному випадку є лише два iнварiанти. Повертаючи кубiчний тензор на будь-який “некубiчний”

кут навколо осi 𝑧, одержимо умову 𝜆1 = 𝜆2 + 2𝜆3. Отже, тензор пружних модулiв iзотропного можна
записати таким чином: ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆+ 2𝜇 𝜆 𝜆 0 0 0
𝜆+ 2𝜇 𝜆 0 0 0

𝜆+ 2𝜇 0 0 0
𝜇 0 0

𝜇 0
𝜇

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Iнварiанти 𝜆 i 𝜇 називаються коефiцiєнтами Ламе. Вони неортогональнi — ортогональними є модуль
всебiчного стиснення 𝐾 = 𝜆+ 2

3𝜇 i модуль зсуву 𝜇 (як це показати найпростiшим способом???).
Розглянемо тепер групу 𝐷6 (i 𝐷6ℎ). Розклавши

[︀
[𝑉 2]2

]︀
= 5𝐴1 + 𝐵1 + 𝐵2 + 3𝐸1 + 4𝐸2, шукаємо 5

iнварiантiв, базуючись на вище знайдених iнварiантах 2-тензора:

𝐴1, 𝐴1, 𝐴1 𝜆𝑧𝑧𝑧𝑧, 𝜆𝑥𝑥𝑧𝑧 + 𝜆𝑦𝑦𝑧𝑧, 𝜆𝑥𝑧𝑥𝑧 + 𝜆𝑦𝑧𝑦𝑧
2𝐴1 + 𝐸? 𝜆𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝜆𝑦𝑦𝑦𝑦, 𝜆𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝜆𝑥𝑦𝑥𝑦

Для видiлення останнiх двох скористаємося тим же прийомом, що ми використали для iзотропного сере-
довища, в результатi чого одержимо⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆+ 2𝜇 𝜆 𝜆13 0 0 0
𝜆+ 2𝜇 𝜆13 0 0 0

𝜆33 0 0 0
𝜆44 0 0

𝜆44 0
𝜇

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(модулi 𝜆 i 𝜇 неортогональнi).

1.3. Приклад: оптична активнiсть

Дiелектричний тензор кристалу має розклад

𝜀𝑖𝑗 = 𝜀
(0)
𝑖𝑗 + i

∑︁
𝑘

𝛾𝑖𝑗𝑘𝑛𝑘 +
∑︁
𝑘𝑙

𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑘𝑛𝑙,

де другий член описує оптичну активнiсть середовища, а третiй член – просторову дисперсiю. Тензор 𝛾
перетворюється за представленням

{︀
𝑉 2
}︀
× 𝑉 i може бути представлений у виглядi 𝛾𝑖𝑗𝑘 =

∑︀
𝑙 𝜖𝑖𝑗𝑙𝑔𝑙𝑘, де 𝑔

– симетричний псевдотензор типу 𝐷0
𝑢 +𝐷2

𝑢.
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Приклад. Для групи 𝐶3𝑣 маємо 𝑉 = 𝐴1 + 𝐸 =⇒
[︀
𝑉 2
]︀
= 2𝐴1 + 2𝐸 =⇒

[︀
𝑉 2
]︀
𝑢
= 2𝐴2 + 2𝐸. Це

представлення не мiстить 𝐴1, отже 𝑔 = 0 за симетрiєю.
Приклад. Для групи 𝐶2𝑣 маємо 𝑉 = 𝐴1 + 𝐵1 + 𝐵2 =⇒

[︀
𝑉 2
]︀
= 3𝐴1 + 𝐴2 + 𝐵1 + 𝐵2 =⇒

[︀
𝑉 2
]︀
𝑢
=

𝐴1 + 3𝐴2 +𝐵1 +𝐵2 ⊃ 𝐴1. Отже таке середовище може бути оптично активним.
Приклади оптично активних кристалiв: SiO2 (𝐷3), HgS (𝐷3), NaClO3 (𝑇 ).

§2. Просторова симетрiя у класичнiй механiцi

Використання просторової симетрiї в класичнiй механiцi достатньо прозоре. Це пов’язане з тим, що
фiзичнi величини координата i iмпульс, будучи векторами, належать до того ж простору, в якому дiє
група симетрiї. Тому не виникає питання, як дiють елементи групи на координату чи iмпульс — так же
само як i на сам простiр.

Розглянемо одночастинкову задачу. Нехай𝐺 – група симетрiї потенцiальної енергiї, тобто ∀𝑔 ∈ 𝐺 𝑈(𝑔𝑟) =
𝑈(𝑟) для всiх 𝑟. Зауважимо, що оскiльки група симетрiї кiнетичної енергiї 𝐼𝑂(3), то 𝐺 не ширша за
останню. Тодi якщо 𝑟(𝑡) – розв’язок рiвнянь руху, то 𝑔𝑟(𝑡) – також буде розв’язком для ∀𝑔 ∈ 𝐺. Для
неперервних груп це означає, що iснує dim𝐺 iнтегралiв руху. Для дискретних груп твердження таке:
всi розв’язки рiвнянь руху можна розбити на класи по пiдгрупам групи 𝐺, якi є симетрiєю траєкторiй з
даного класу. Взагалi кажучи, траєкторiї можуть мати й вищу симетрiю нiж симетрiя потенцiалу, але не
вищу нiж симетрiя потенцiалу в околi траєкторiї. Найпоширенiший приклад — точка спокою: потенцiал
може бути повнiстю асиметричний, але симетрiя точки спокою — повна точкова група простору, проте й
сам потенцiал локально плоский в околi точки спокою, тобто його локальна симетрiя описується повною
точковою групою.

Приклад. Частинка в квадратному бiльярдi. Симетрiя потенцiалу 𝐷4. Пiдгрупи: 𝐶2, 𝐶4, 𝐷1, 𝐷2.
Найпростiшi замкненi траєкторiї мають симетрiю 𝐷2 або 𝐷4.

Приклад. Частинка у двовимiрному потенцiалi 𝑈(𝑥, 𝑦) = 1
4𝑥

4− 1
2𝑥

2+ 1
4𝑦

4− 1
2𝑦

2. Симетрiя потенцiалу
𝐷4. Пiдгрупи: 𝐶2, 𝐶4, 𝐷1, 𝐷2. Симетричнi розв’язки: нестiйка точка спокою (0,0) i чотири стiйких точки
спокою, що утворюють орбiту точки (1,0). Замкненi траєкторiї навколо початку координат є повносиме-
тричними, тобто їх група симетрiй 𝐷4. Замкненi траєкторiї навколо стiйких точок мають симетрiю 𝐷1.
Замкненi траєкторiї, якi проходять через початок координат, мають симетрiю 𝐷2.

Для багаточастинкової задачi використання просторової симетрiї малозмiстовне, оскiльки група зали-
шається такою ж як для одночастинкової. Єдине, де можна плiдно використати просторову симетрiю, це
в теорiї малих коливань.

2.1. Малi коливання

Вектори малих змiщень кожного атома молекули, будучи векторами, перетворюються по представлен-
ню 𝑉 групи обертань. Тому задача про малi коливання зводиться до розкладу прямого добутку 𝑉 𝑁 , де
𝑁 – число атомiв. Неважко помiтити, що ця задача еквiвалентна знаходженню власних функцiй методом
ЛКАО на базi атомних 𝑝-орбiталей. Щоправда, треба ще виключити поступальний i обертальний рух
молекули як цiлого, якi описуються вiдповiдно векторним 𝑉 ≡ 𝐷1

𝑔 i аксiальним 𝐴 ≡ 𝐷1
𝑢 представленнями.

Кiлькiсть незалежних компонент тензора силових постiйних визначається, очевидно, представленням
[(𝑉 3𝑁 )2]. Як i в ЛКАО замiсть декартових зручно брати внутрiшнi координати: довжини i кути зв’язкiв
(див. [Вiльсон60] для бензолу).

§3. Симетрiя у квантовiй механiцi

У квантовiй механiцi фiзичнi величини координату i iмпульс неможливо описати векторами нашого
тривимiрного простору, натомiсть їх можна представити операторами гiльбертового простору станiв кван-
товомеханiчної системи (в цьому смислi сама квантова механiка є представленням алгебри спостережува-
них). Дiя групи просторової симетрiї 𝐺 в просторi станiв очевидна — якщо ми застосували перетворення
𝑔 до молекули, то хвильова функцiя перетвореної молекули 𝜓′(𝑟) = 𝜓(𝑔−1𝑟). Оскiльки гiльбертiв простiр
лiнiйний, то така операцiя задає лiнiйне перетворення 𝑇𝑔𝜓(𝑟) = 𝜓(𝑔−1𝑟). Воно буде унiтарним, бо хвильо-
ва функцiя 𝜓(𝑔−1𝑟) нормована. Це приклад iндукованого представлення групи 𝐺 у просторi функцiй на
R3.
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В силу симетрiї, кожен оператор 𝑇𝑔 комутує з гамiльтонiаном, отже має спiльний з гамiльтонiаном
базис власних функцiй. В такому базисi представлення 𝑇𝑔 розкладається так, що для кожного рiвня енер-
гiї вiдповiдна компонента представлення 𝑇𝑔 є незвiдною, бо в iнакшому разi це означало би випадкове
виродження рiвнiв енергiї. Таким чином розв’язки стацiонарного рiвняння Шредiнгера класифiкуються
за власними (квантовими) числами груп операторiв {𝑇Γ

𝑔 , 𝑔 ∈ 𝐺} незвiдних представлень Γ групи симетрiї
гамiльтонiану, або просто за незвiдними представленнями. Для скiнченних груп набори таких власних
чисел, як i самi незвiднi представлення, однозначно визначаються набором характерiв. Для неперерв-
них груп, як i в класичнiй механiцi, теорiя представлень дає не лише класифiкацiю власних функцiй
гамiльтонiану, але й дозволяє вiдокремити частину змiнних i записати для цих змiнних власнi функцiї.

Приклад. Група власних обертань 𝑆𝑂(3). Скiнченновимiрнi незвiднi представлення групи 𝑆𝑂(3) ну-
меруються двома цiлими квантовими числами 𝑙 = 0, . . . ,∞ i 𝑚 = −𝑙, . . . , 𝑙. Оскiльки група неперервна, то
ми знаємо не лише симетрiю власних функцiй, але й всю кутову частину 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑).

Приклад. Симетрiя вiдносно iнверсiї. Рiвняння на власнi значення 𝜓(−𝑟) = 𝜆𝜓(𝑟) має лише два
розв’язки 𝜆 = ±1. Отже хвильовi функцiї стацiонарних станiв можуть бути або симетричними, 𝐴𝑔, або
антисиметричними, 𝐴𝑢 (i не iнакшими).

Приклад. Регулярне представлення. Нехай задана якась функцiя 𝜓. Побудуємо систему |𝐺| фун-
кцiй 𝜓𝑔 заданих рiвнiстю 𝜓𝑔(𝑟) = 𝜓(𝑔−1𝑟). Використовуючи вiдому дiю групи на цi функцiї: 𝑇𝑔𝜓𝑔′(𝑟) =
𝑇𝑔𝜓(𝑔

′−1𝑟) = 𝜓(𝑔′−1𝑔−1𝑟) ≡ 𝜓𝑔𝑔′(𝑟), можна визначити дiю групи i в просторi, побудованому на базисi
цих функцiй. Якщо всi функцiї 𝜓𝑔 рiзнi, то таке представлення називається регулярним представленням.
Якщо ж деякi спiвпадають, то ми матимемо пiдпредставлення регулярного представлення. За належного
вибору функцiї 𝜓 можна одержати всi незвiднi представлення групи 𝐺.

3.1. Теорiя збурень

Нехай збурення понижує симетрiю молекули до групи 𝐻, яка, зрозумiло, є пiдгрупою групи симетрiй
незбуреної задачi. Тодi кожен рiвень 𝑇 може розщепитися таким чином, як представлення 𝑇 розкладається
на незвiднi представлення групи 𝐻.

Зокрема, для молекули в однорiдному електричному полi можливi варiанти пониження симетрiї пе-
релiчуються типами орбiт (аналог позицiй Уайкофа).

3.2. Правила вiдбору

Правила вiдбору для фiзичної величини 𝐴, яка перетворюється за представленням 𝑇 групи симетрiй
молекули, базуються на умовi вiдмiнностi вiд нуля матричних елементiв ⟨𝜓𝑇1 |𝐴𝑇 |𝜓𝑇2⟩. Необхiдною (але
не достатньою) умовою вiдмiнностi останнiх вiд нуля є умова

𝑇1 × 𝑇 × 𝑇2 ⊃ 𝐴1

або еквiвалентна їй умова
(𝑇1 × 𝑇2) ∩ 𝑇 ̸= ∅.

Для матричних елементiв мiж станами одного рiвня енергiї 𝑇1 за умови iнварiантностi фiзичної величини
𝐴 вiдносно обернення часу (спряження хвильової функцiї) матимемо жорсткiшу умову:

[𝑇 2
1 ]× 𝑇 ⊃ 𝐴1.

Для антисиметричної вiдносно обернення часу величини умова така:

{𝑇 2
1 } × 𝑇 ⊃ 𝐴1.

Зауважимо, що якщо представлення 𝑇 звiдне, то правила вiдбору формулюються окремо для кожної
незвiдної компоненти.

Зокрема, правила вiдбору випромiнювання i поглинання свiтла дозволяють перехiд мiж рiвнями 𝑇1 ↔
𝑇2 в 2𝐿-польному наближеннi лише за умови вiдмiнностi вiд нуля матричних елементiв 2𝐿-польного мо-
менту 𝑄. Зокрема для електричного 2𝐿-польного моменту одержимо умову

𝑇1 ×𝐷𝐿
(−1)𝑙 × 𝑇2 ⊃ 𝐴1.
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Для магнiтного моменту замiсть 𝐷𝐿
(−1)𝑙

слiд пiдставити 𝐷𝐿
(−1)𝑙+1 . Правила вiдбору комбiнацiйного (ра-

манiвського) розсiяння свiтла дозволяють перехiд мiж рiвнями 𝑇1 ↔ 𝑇2 в електричному дипольному
наближеннi лише за умови вiдмiнностi вiд нуля матричних елементiв тензора поляризовностi 𝛼:

𝑇1 × [𝑉 2]× 𝑇2 ⊃ 𝐴1.

3.3. Метод ЛКАО

В методi лiнiйних комбiнацiй атомних орбiталей (ЛКАО) молекулярнi орбiталi молекули шукаються у
виглядi лiнiйних комбiнацiй орбiталей її складових атомiв. Симетрiя молекули накладає певнi обмеження
на можливий вигляд таких лiнiйних комбiнацiй: молекулярнi орбiталi є базисними функцiями незвiдних
представлень групи симетрiй молекули (𝐺). Вiдшукання цих функцiй, очевидно, можна проводити окре-
мо для кожної групи атомних орбiталей, що належать рiзним орбiтам групи симетрiї, складаючи потiм
спiвпадаючi представлення (знаходження ж коефiцiєнтiв такого складання виходить за рамки теорiї си-
метрiї). В найпростiшому випадку це означає незалежнiсть обчислень для кожної групи однакових атомiв,
а також окремо для атомних орбiталей з рiзними значеннями орбiтального числа. Таким чином, методи
теорiї симетрiї зводять розрахунок коефiцiєнтiв розкладу ЛКАО хвильової функцiї всiєї молекули, до роз-
рахунку для елементарного фрагменту молекули, тобто тiєї мiнiмальної сукупностi атомiв, застосуванням
до якої всiх елементiв групи можна одержати цiлу молекулу.

Конкретнiше, нехай 𝑇𝑔 – оператори, що задають представлення базисних функцiй: 𝜙(𝑔𝑟) = (𝑇𝑔𝜙)(𝑟),
а 𝜓(𝑟) =

∑︀
𝛼 𝑐𝛼𝜙𝛼(𝑟), тодi

𝜓
(︀
𝑔−1𝑟

)︀
=
∑︁
𝛼𝛽

𝑐𝛼𝑇𝛼𝛽
(︀
𝑔−1
)︀
𝜙𝛽(𝑟) ≡

∑︁
𝛼𝛽

𝑇𝛽𝛼(𝑔)𝑐𝛼𝜙𝛽(𝑟).

Таким чином, якщо базис дiйсний, то представлення групи можна перенести на коефiцiєнти розкладу
хвильової функцiї: 𝑐′ = 𝑇𝑔𝑐, 𝐻 ′ = 𝑇𝑔𝐻𝑇

+
𝑔 , причому 𝐻 ′ = 𝐻 за симетрiєю. Якщо 𝑈 = {𝑈Γ1 , 𝑈Γ2 , . . .}

унiтарний оператор розкладу на незвiднi, то матриця 𝑈+𝐻𝑈 має блочно-дiагональний вид. Кожен блок
є квадратною матрицею розмiру 𝜈Γ dimΓ, де 𝜈Γ – кратнiсть представлення Γ, причому ця матриця є де-
картовим добутком одиничної матрицi розмiру dimΓ i матрицi 𝐻̃Γ з елементами 𝐻̃Γ

𝑖𝑗 = 𝑈Γ+
𝑖 𝐻𝑈Γ

𝑗 . Таким
чином стацiонарне рiвняння Шредингера зводиться до розв’язку спектральних задач 𝐻̃Γ𝑐 = 𝐸𝑆Γ𝑐. Дiа-
гоналiзувавши незвiднi Гамiльтонiани, 𝑇Γ+𝐻̃Γ𝑇Γ = 𝐸Γ, одержуємо енергiї молекулярних орбiталей 𝐸Γ

𝑖 i
“пiдправленi” унiтарнi оператори розкладу 𝑈̃Γ

𝑖 =
∑︀

𝑗 𝑈
Γ
𝑗 𝑇

Γ
𝑗𝑖, якi є молекулярними орбiталями. Початковий

Гамiльтонiан можна записати у виглядi

𝐻 =
∑︁
Γ

𝜈Γ∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐻̃Γ
𝑖𝑗𝑈

Γ
𝑖 𝑈

Γ+
𝑗 =

∑︁
Γ

𝜈Γ∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐸Γ
𝑖 𝑈̃

Γ
𝑖 𝑈̃

Γ+
𝑖 .

Загальний оператор 𝐴 недiагональний в Γ, тому при перетвореннях треба явно враховувати iндекси лi-
нiйного простору Γ:

𝐴Γ
𝑖𝛼,𝑗𝛽 = 𝑈Γ+

𝑖𝛼 𝐴𝑈Γ
𝑗𝛽, 𝛼, 𝛽 = 1,dimΓ, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝜈Γ.

Середнi значення оператора 𝐴 у квантовому станi 𝑈̃Γ
𝑖 визначаються матрицею

(︀
𝑎Γ𝑖
)︀
𝛼𝛽

= 𝑈̃Γ+
𝑖𝛼 𝐴𝑈̃Γ

𝑖𝛽 з то-
чнiстю до унiтарного перетворення у просторi Γ (середнi значення стоять на дiагоналi).

Iндуковане представлення групи 𝐺 на молекулярних орбiталях можна будувати двома шляхами. Пер-
ший спосiб тривiальний, але не оптимальний: якщо базис атомних орбiталей однаковий для всiх атомiв
орбiти, включаючи його орiєнтацiю, то 𝑇 = 𝑅 ×𝐷𝑙, де 𝑅 – iндуковане представлення групи на данiй ор-
бiтi, воно ж є iндукованим представленням групи 𝐺 в групi перестановок атомiв орбiти, яка є пiдгрупою
𝜋-групи молекули. Другий спосiб неалгоритмiзовний, проте ефективний, оскiльки залишає мiнiмально
можливу кiлькiсть невизначених констант: замiсть стандартних атомних орбiталей треба брати гiбри-
дизованi таким чином, щоб кожна гiбридизована орбiталь вiдповiдала окремiй орбiтi, тодi невизначенi
коефiцiєнти залишаються лише в гiбридизацiї такої орбiталi.

Якщо ж обчислювати хвильову функцiю не потрiбно, то аналiз електронної структури молекули про-
водимо наступним чином. Обчислюємо характери регулярного представлення групи симетрiй молекули
для кожної орбiти за очевидним правилом: характер елемента симетрiї дорiвнює кiлькостi атомiв, якi
залишаються на мiсцi при дiї перетворення цiєї симетрiї: на осi власного обертання, в площинi вiдбиття, в
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центрах iнверсiї, iнверсiйних i дзеркальних осей (за виключенням 𝑐2𝑖 ≡ 𝑠1 ≡ 𝜎ℎ). Розкладаючи на незвiднi,
одержимо повний набiр молекулярних орбiталей, якi аналiзуємо за двома показниками: симетрiя (група
симетрiї i псевдоорбiтальнi числа) i склад орбiталi (якi орбiталi яких атомiв входять, краще знаходити на
базi гiбридизованих орбiталей). Грунтуючись на такому аналiзi, а також на очевидному фактi, що бiльш
зв’язуючi i симетричнiшi орбiталi мають нижчу енергiю, розташовуємо рiвнi в правильному порядку i
заповнюємо їх вiдповiдно до повної кiлькостi електронiв молекули.

§4. Симетрiя багаточастинкових систем

Багаточастинкова система має симетрiю вiдносно перестановок просторових координат однакових ча-
стинок. Це так звана симетрична група 𝜋𝑁 . Тому власнi функцiї стацiонарного рiвняння Шредiнгера
класифiкуються за незвiдними представленнями групи перестановок. Якщо ще врахувати спiн части-
нок в нерелятивiстському наближеннi, то в залежностi вiд сумарного спiну системи за теоремою Паулi
ми одержимо деякi обмеження на можливi представлення групи перестановок просторових координат.
Зокрема, якщо спiнова частина хвильової функцiї симетрична по парi спiнових змiнних, то просторова
частина повинна бути антисиметричною по цiй же парi просторових змiнних, i навпаки.

Матричнi елементи оператора взаємодiї 𝑊𝑖𝑘𝑗𝑙 =
∫︀∫︀

𝜙𝑖(𝑥)𝜙𝑘(𝑥)𝑊 (𝑥, 𝑦)𝜙𝑗(𝑦)𝜙𝑙(𝑦) d𝑥 d𝑦 перетворюються
за симетризованим тензорним добутком представлень базисних функцiй [[Γ1 × Γ2]× [Γ3 × Γ4]].

4.1. Симетрiя молекул

Повна група симетрiй молекули є прямим добутком таких груп:

• просторова симетрiя молекули в цiлому, 𝐼𝑂(3) = 𝐼 × 𝑆𝑂(3)× R3;

• перестановки електронiв, 𝜋𝑁𝑒 ;

• перестановки тотожнiх ядер, 𝜋 =
∏︀

𝑖 𝜋𝑁𝑖 , де iндекс 𝑖 нумерує рiзнi сорти ядер.

Використання групи трансляцiй тривiальне. Використання групи власних обертань вичерпується трьо-
ма випадками: сферично симетрична дзига, аксiально симетрична дзига i асиметрична дзига. Визначаль-
ною ж є так звана перестановочно-iнверсiйна (ПI) група ядер 𝜋 × 𝐼. В адiабатичному наближеннi рух
електронiв визначається при фiксованому положеннi ядер, тому замiсть ПI-групи використовується то-
чкова група молекули, яка iзоморфна деякiй пiдгрупi ПI-групи.

Важливо також мати на увазi теорему Яна–Теллера: в основному станi молекула має симетрiю 𝐴1.


