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Передмова

У конспектi використовується температура в енергетичних одиницях (формально, стала Больцмана 𝑘 =
1). Щоб перевести формули до градусiв Кельвiна треба скрiзь замiнити 𝑇 , 𝑆, 𝐶 на 𝑘𝑇 , 𝑆/𝑘, 𝐶/𝑘, вiдпо-
вiдно.
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Роздiл I

Термодинамiка

§1. Аксiоматика i обгрунтування термодинамiки

Термодинамiка описує статистичнi закономiрностi фiзики макроскопiчних тiл. Вона є точною в тер-
модинамiчнiй границi, 𝑁 → ∞ при фiксованому 𝑁/𝑉 , за умови, що остання iснує. Термодинамiку можна
розглядати, з одного боку, як феноменологiчну науку, побудовану аксiоматично на базi емпiричних фа-
ктiв. З iншого боку всi закони термодинамiки виводяться зi статистичної фiзики.

1.1. Аксiоматична побудова термодинамiки

Можливi рiзнi еквiвалентнi формулювання постулатiв термодинамiки. Оберемо такi, якi базуються на
максимально простих емпiричних фактах:

1. поняття теплової енергiї, iснування теплової рiвноваги, адитивнiсть енергiї (базовi постулати);

2. транзитивнiсть теплової рiвноваги (нульовий закон);

3. закон збереження енергiї (перший закон);

4. оборотнiсть адiабатичних процесiв (другий закон для рiвноважних процесiв);

5. недосяжнiсть нуля температури (третiй закон);

6. неможливiсть самовiльного переходу теплоти вiд холодного тiла до гарячого (другий закон).

Першi п’ять є постулатами рiвноважної термодинамiки, останнiй вказує на направленiсть нерiвнова-
жних процесiв. Розберемо їх по черзi.

1. Ключовим новим поняттям, яке виникає в термодинамiцi, є поняття теплової енергiї поряд з механi-
чною енергiєю (а також енергiєю фiзичних полiв), а також повної або внутрiшньої енергiї 𝐸. Вiдповiдно,
фiзичнi системи можуть обмiнюватися не лише механiчною енергiєю (виконуючи роботу), але й тепловою.
При цьому рано чи пiзно система приходить в стан термодинамiчної рiвноваги, коли нiчого не змiнюється,
що включає не лише механiчну рiвновагу, але й теплову. Такий стан однозначно визначається фiксацiєю
деяких зовнiшнiх параметрiв (механiчнi або польовi величини) i теплових умов (деякi тепловi параметри
стану). Нетепловi параметри однозначно подiляються на узагальненi координати 𝐴 i узагальненi сили
𝑎 вiдповiдно до роботи, яку треба виконати над системою: 𝛿𝒜 = −𝑎 d𝐴. Тепловi параметри — це тем-
пература i ентропiя, якi далi будуть введенi. Особливим параметром є число структурних одиниць 𝑁
(або кiлькiсть речовини 𝜈 = 𝑁/𝑁A). Всi параметри дiлять на екстенсивнi та iнтенсивнi, вiдповiдно до
того, залежать чи не залежать вони вiд розмiрiв системи (позначаємо iндексом 𝑒 та 𝑖, вiдповiдно). Очеви-
дно, внутрiшня енергiя екстенсивна, в термодинамiцi ж стверджується, що вона не просто екстенсивна,
а адитивна, тобто пропорцiйна розмiрам системи (строге означення: якщо звести докупи двi системи,
то енергiя всiєї системи буде сумою енергiй пiдсистем). Як далi буде видно, всi екстенсивнi величини в
термодинамiцi є адитивними.

Фактично, базовi постулати визначають межi застосування термодинамiки. Наприклад, адитивнiсть
енергiї порушується для систем з далекодiєю, коли парний потенцiал мiжчастинкової взаємодiї неiнте-
гровний на нескiнченностi (гравiтуючий газ). Також адитивнiсть енергiї порушується для мiкроскопiчних
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4 Роздiл I. ТЕРМОДИНАМIКА

систем, коли енергiя поверхневої взаємодiї порiвнянна з повною енергiєю. Для мiкроскопiчних систем
порушується й умова iснування термодинамiчної рiвноваги, коли вiдноснi флуктуацiї фiзичних величин
стають немалими. Термодинамiчна рiвновага вiдсутня i в метастабiльних системах типу скла, де час ре-
лаксацiї практично нескiнченний.

2. Транзитивнiсть теплової рiвноваги дозволяє ввести поняття емпiричної температури 𝜏 як iнтен-
сивної функцiї стану, яка є мiрою теплової рiвноваги.

3. Перший закон дає кiлькiсну (енергетичну) мiру теплоти d𝐸 = 𝛿𝑄 + 𝛿𝒜. Зауважимо, що 𝛿𝑄 > 0,
якщо тепло передається системi.

4. Оборотнiсть адiабатичних процесiв виконується для термiчно однорiдних систем, тобто таких що
мають однакову температуру. Звiдси випливає iснування функцiї стану 𝜎, яка є сталою на адiабатах, так
що 𝛿𝑄 = 𝜆 d𝜎. З адитивностi енергiї i очевидної адитивностi роботи випливає адитивнiсть величини 𝜆 d𝜎.
Далi можна показати, що 𝜆 d𝜎 = 𝑓(𝜏)𝑔(𝜎) d𝜎 ≡ 𝑇 d𝑆, де 𝑇 – абсолютна або просто температура, а 𝑆 –
нова екстенсивна функцiя стану – ентропiя. Тепер перший закон можна записати у формi диференцiалiв:
d𝐸 = 𝑇 d𝑆 − 𝑎d𝐴.

Слiд додати, що оборотнiсть адiабатичних процесiв еквiвалентна принципу Каратеодорi: в околi лю-
бого стану iснують адiабатично недосяжнi стани [4, с.62].

5. Третiй закон термодинамiки1 стверджує, що 𝑆(𝑇 = 0) = 0. Самої лише недосяжностi нуля тем-
ператури недостатньо для виведення цiєї рiвностi, що видно на прикладi класичного iдеального газу,
необхiдно додати умову скiнченностi ентропiї. Тому природнiшим є формулювання закону на базi ем-
пiричних фактiв: всi теплоємкостi 𝐶𝑥 i термiчнi коефiцiєнти виду (𝜕𝑥/𝜕𝑇 )𝑋 , де 𝑥,𝑋 – пара спряжених
термодинамiчних величин, прямують до нуля при 𝑇 = 0, як 𝑇 𝜀. Звiдси за формулою (2.4) з нижньою
межею 𝑇0 видно, що 𝑆(𝑇 = 0) не залежить нi вiд яких термодинамiчних величин. Природно покласти
константу 𝑆(𝑇 = 0) нулевi, тодi ентропiя стає абсолютною величиною (i можна порiвнювати її для рiзних
систем).

6. З другого закону виводиться основна термодинамiчна нерiвнiсть: 𝑇 d𝑆 ⩾ 𝛿𝑄 = d𝐸 + 𝑎d𝐴.

1.2. Вивiд законiв термодинамiки зi статистичної фiзики

В термодинамiчнiй границi всi розподiли рiвноважної статистичної фiзики еквiвалентнi, тому закони
термодинамiки можна вивести в будь-якому ансамблi.

Теплова енергiя з точки зору статистичної фiзики це просто механiчна енергiя частинок. Температура
в канонiчних ансамблях це подвоєна енергiя одного ступеня вiльностi термостата. В мiкроканонiчному
ансамблi вона виводиться разом з першим законом термодинамiки наступним чином. Розглянемо ентропiю
як функцiю енергiї i зовнiшнiх параметрiв: 𝑆 = lnΓ(𝐸,𝐴), тодi для її диференцiала матимемо:

d𝑆 =
𝜕 ln Γ

𝜕𝐸
d𝐸 +

1

Γ

𝜕

𝜕𝐴

(︂∫︁
𝜃(𝐻 − 𝐸) dΓ

)︂
d𝐴,

де

𝜕 ln Γ

𝜕𝐸
≡ 𝜕𝑆

𝜕𝐸
,

1

Γ

𝜕

𝜕𝐴

(︂∫︁
𝜃(𝐸 −𝐻) dΓ

)︂
= − 1

Γ

∫︁
𝜕𝐻

𝜕𝐴
𝛿(𝐸 −𝐻) dΓ ≡ − 𝑔

Γ

⟨
𝜕𝐻

𝜕𝐴

⟩
= − 𝜕𝑆

𝜕𝐸

⟨
𝜕𝐻

𝜕𝐴

⟩
.

Визначивши температуру формулою 1/𝑇 = 𝜕𝑆/𝜕𝐸, а узагальнену силу формулою 𝑎 = −
⟨︀
𝜕𝐻
𝜕𝐴

⟩︀
, одержимо

перший закон. В канонiчному ансамблi матимемо 𝐹 = −𝑇 ln𝑍(𝑇,𝐴), звiдки:

d𝐹 = −𝜕(𝑇 ln𝑍)

𝜕𝑇
d𝑇 − 𝑇

𝑍

𝜕

𝜕𝐴

(︂∫︁
𝑒−𝐻/𝑇 dΓ

)︂
d𝐴,

де

𝜕(𝑇 ln𝑍)

𝜕𝑇
=
𝑇

𝑍

𝜕

𝜕𝑇

(︂∫︁
𝑒−𝐻/𝑇 dΓ

)︂
+ ln𝑍 =

1

𝑍

∫︁
𝐻

𝑇
𝑒−𝐻/𝑇 dΓ− 𝐹

𝑇
≡
⟨
𝐻 − 𝐹

𝑇

⟩
= −⟨ln 𝜌⟩ = 𝑆,

𝑇

𝑍

𝜕

𝜕𝐴

(︂∫︁
𝑒−𝐻/𝑇 dΓ

)︂
= − 1

𝑍

∫︁
𝜕𝐻

𝜕𝐴
𝑒−𝐻/𝑇 dΓ ≡ −

⟨
𝜕𝐻

𝜕𝐴

⟩
= 𝑎,

1Див. також [8].
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причому зв’язок мiж вiльною енергiєю i внутрiшньою випливає з одержаного виразу для ентропiї: 𝐸−𝐹 =
𝑇𝑆. Оборотнiсть адiабатичного процесу є наслiдком iснування ентропiї як функцiї стану. Третiй закон
термодинамiки для класичних систем, очевидно, не виконується. Для квантових систем необхiдно ско-
ристатися невиродженiстю основного стану. Зокрема, в мiкроканонiчному ансамблi при достатньо малих
температурах система перебуває в найнижчому станi, отже 𝑆 = lnΓ(𝐸0) ≡ ln 𝑔0 = 0. В канонiчному ан-
самблi виберемо початок вiдлiку енергiї 𝐸0 > 0 (ентропiя, очевидно, не залежить вiд цього), тодi при
𝑇 → 0

𝑆 =
𝐸

𝑇
+ ln𝑍 =

𝐸0

𝑇
𝑒−𝐸0/𝑇 + 𝑔1

𝐸1

𝑇
𝑒−𝐸1/𝑇 + . . .+ ln

(︁
𝑒−𝐸0/𝑇 + 𝑔1𝑒

−𝐸1/𝑇 + . . .
)︁
→ 0.

Другий закон термодинамiки є предметом нерiвноважної статистичної фiзики. Його можна вивести,
наприклад, з кiнетичного рiвняння Паулi для функцiї розподiлу по квантових станах2:

𝜌̇𝑛 =
∑︁
𝑚

(𝜌𝑚𝑤𝑚𝑛 − 𝜌𝑛𝑤𝑛𝑚),

де 𝜌𝑛 – дiагональнi компоненти матрицi густини (недiагональнi нульовi), а iнтенсивностi переходiв 𝑤𝑚𝑛

задовольняють принципу детальної рiвноваги, який полягає в тому, що в умовах термодинамiчної рiвнова-
ги матриця густини описується одним з рiвноважних розподiлiв статистичної фiзики, а отже 𝜌equil

𝑚 𝑤𝑚𝑛 =
𝜌equil
𝑛 𝑤𝑛𝑚. Зокрема, в мiкроканонiчному ансамблi 𝑤𝑚𝑛 = 𝑤𝑛𝑚

3, i закон зростання ентропiї доводиться в
такий спосiб4:

𝑆̇ = − d

d𝑡

∑︁
𝑛

𝜌𝑛 ln 𝜌𝑛 = −
∑︁
𝑛

𝜌̇𝑛(ln 𝜌𝑛 + 1) =
∑︁
𝑚𝑛

(𝜌𝑛𝑤𝑛𝑚 − 𝜌𝑚𝑤𝑚𝑛)(ln 𝜌𝑛 + 1) =
∑︁
𝑚𝑛

𝜌𝑛𝑤𝑛𝑚 ln
𝜌𝑛
𝜌𝑚

, (1.1)

де останнiй перехiд здiйснено замiною iндексiв 𝑛 ↔ 𝑚 в доданку −𝜌𝑚𝑤𝑚𝑛(ln 𝜌𝑛 + 1). Скориставшись
симетричнiстю 𝑤𝑛𝑚 i ще раз зробивши замiну iндексiв в половинi суми, одержимо

𝑆̇ =
1

2

∑︁
𝑚𝑛

𝑤𝑛𝑚(𝜌𝑛 − 𝜌𝑚) ln
𝜌𝑛
𝜌𝑚

⩾ 0,

оскiльки (𝑥− 𝑦) ln(𝑥/𝑦) ⩾ 0. Для системи в термостатi

𝑤𝑚𝑛

𝑤𝑛𝑚
= exp

(︂
𝐸𝑚 − 𝐸𝑛

𝑇

)︂
.

Позначивши 𝑤𝑚𝑛 = 𝜆𝑚𝑛𝑒
𝐸𝑚/𝑇 , закон спадання вiльної енергiї доводимо так:

𝐹̇ = 𝐸̇ − 𝑇 𝑆̇ =
∑︁
𝑛

𝜌̇𝑛(𝐸𝑛 + 𝑇 ln 𝜌𝑛 + 𝑇 ) = −𝑇
∑︁
𝑚𝑛

(𝜌𝑛𝑒
𝐸𝑛/𝑇𝜆𝑛𝑚 − 𝜌𝑚𝑒

𝐸𝑚/𝑇𝜆𝑚𝑛)(ln 𝜌𝑛𝑒
𝐸𝑛/𝑇 + 1) ⩽ 0,

оскiльки цей вираз аналогiчний (1.1).

§2. Рiвноважна термодинамiка

2.1. Основнi термодинамiчнi величини

Розглянемо термодинамiчну систему з 𝑛 незалежними зовнiшнiми параметрами. Стан цiєї систе-
ми однозначно визначається фiксацiєю 𝑛 + 1 термодинамiчних величин {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1}, всi iншi величи-
ни є функцiями вiд {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1}. Виявляється всi термодинамiчнi величини можна одержати дифе-
ренцiюванням деякої функцiї Π(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1), яка називається термодинамiчним потенцiалом, а змiннi
{𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1} – його натуральними змiнними. Таким чином задання термодинамiчного потенцiалу одно-
значно визначає термодинамiчну систему. Не для кожного набору {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1} iснує термодинамiчний
потенцiал, необхiдно, щоб в цей набiр функцiонально входили всi 𝐴𝑖 (чи 𝑎𝑖) i 𝑇 (або 𝑆). Наприклад, {𝑆,𝐸}
мiстить явно 𝑆 i неявно через енергiю зовнiшнiй параметр, а от набори {𝑆, 𝑇} чи {𝐴, 𝑎} не пiдходять.

2Його можна одержати з гiпотези молекулярного хаосу (хаотичностi фаз квантових станiв).
3В квантовiй механiцi показується, що 𝑤𝑚𝑛 = 2𝜋

ℏ |𝑉𝑚𝑛|2𝛿(𝐸𝑚 − 𝐸𝑛), де 𝑉 – оператор збурення, iнiцiюючий переходи мiж
рiвнями.

4Тут беремо iнформацiйну ентропiю.
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Фундаментальними термодинамiчними потенцiалами є наступнi два. Енергiя 𝐸 = 𝐸(𝑆, 𝑉,𝐴,𝑁) (вну-
трiшня енергiя) – фiзична енергiя, тобто теплова плюс механiчна:

d𝐸 = 𝑇 d𝑆 − 𝑝 d𝑉 −
∑︁

𝑎 d𝐴+ 𝜇 d𝑁. (2.1)

Термодинамiчний потенцiал Гiббса Φ (вiльна енергiя Гiббса) – термодинамiчний потенцiал в iнтенсивних
змiнних, за виключенням числа частинок:

Φ = Φ(𝑇, 𝑝, 𝑎𝑖, 𝐴𝑖, 𝑁) = 𝐸 − 𝑆𝑇 + 𝑝𝑉 +
∑︁

𝑎𝑖𝐴𝑒,

dΦ = −𝑆 d𝑇 + 𝑉 d𝑝+
∑︁

𝐴𝑒 d𝑎𝑖 −
∑︁

𝑎𝑒 d𝐴𝑖 + 𝜇d𝑁. (2.2)

Оскiльки потенцiал Φ адитивний, то

Φ(𝑇, 𝑝, 𝑎𝑖, 𝐴𝑖, 𝑁) = 𝑁𝜇(𝑇, 𝑝, 𝑎𝑖, 𝐴𝑖),

де хiмiчний потенцiал 𝜇 – вiльна енергiя Гiббса на одну частинку. Саме ця рiвнiсть дозволяє узагальнити
закон збереження енергiї на системи зi змiнною кiлькiстю частинок, що враховано в (2.1) i (2.2).

Хiмiчний потенцiал залежить тiльки вiд iнтенсивних змiнних, тому й сам iнтенсивний. Це дозволяє
записати перший закон термодинамiки в локальнiй формi :

d𝜇 = − 𝑆

𝑁
d𝑇 +

𝑉

𝑁
d𝑝+

∑︁ 𝐴𝑒

𝑁
d𝑎𝑖 −

∑︁ 𝑎𝑒

𝑁
d𝐴𝑖, (2.3)

або ж для питомої енергiї:

d

(︂
𝐸

𝑁

)︂
= 𝑇 d

(︂
𝑆

𝑁

)︂
− 𝑝d

(︂
𝑉

𝑁

)︂
−
∑︁

𝑎𝑖 d

(︂
𝐴𝑒

𝑁

)︂
−
∑︁ 𝑎𝑒

𝑁
d𝐴𝑖.

Останнi два вирази переважно записують в об’ємних густинах:

𝑛 d𝜇 = −𝜎𝑑𝑇 + d𝑝+
∑︁ 𝐴𝑒

𝑉
d𝑎𝑖 −

∑︁ 𝑎𝑒

𝑉
d𝐴𝑖,

d𝜀 = 𝑇 d𝜎 −
∑︁

𝑎𝑖 d

(︂
𝐴𝑒

𝑉

)︂
−
∑︁ 𝑎𝑒

𝑉
d𝐴𝑖 + 𝜇d𝑛,

де 𝐸 = 𝜀𝑉 , 𝑆 = 𝜎𝑉 , 𝑁 = 𝑛𝑉 .
У статистичнiй фiзицi зручно використовувати термодинамiчнi потенцiали, натуральними змiнними

яких є змiннi вiдповiдного ансамблю. Зокрема, ентропiя 𝑆(𝐸, 𝑉,𝑁) є термодинамiчним потенцiалом в
змiнних мiкроканонiчного ансамблю, так що

d𝑆 =
1

𝑇
d𝐸 +

𝑝

𝑇
d𝑉 − 𝜇

𝑇
d𝑁.

Вiльна енергiя 𝐹 (Гельмгольцa) – термодинамiчний потенцiал в змiнних канонiчного ансамблю:

𝐹 = 𝐹 (𝑇, 𝑉,𝑁) = 𝐸 − 𝑆𝑇,

d𝐹 = −𝑆 d𝑇 − 𝑝 d𝑉 + 𝜇d𝑁.

I нарештi, великий термодинамiчний потенцiал Ω – термодинамiчний потенцiал в змiнних великого ка-
нонiчного ансамблю:

Ω = Ω(𝑇, 𝑉, 𝜇) = 𝐹 − 𝜇𝑁 = −𝑝𝑉,
dΩ = −𝑆 d𝑇 − 𝑝 d𝑉 −𝑁 d𝜇.

Iнодi використовується ентальпiя 𝐻 (теплова функцiя): d𝐻 = 𝑇 d𝑆+𝑉 d𝑝. Вибiр того чи iншого тер-
модинамiчного потенцiалу визначається або обраними змiнними, або умовами проведення експерименту.

Майже всi вживанi термодинамiчнi величини (крiм числа частинок) умовно дiлять на три категорiї:
термодинамiчнi енергiї (𝐸, 𝐹 , Φ, 𝜇, Ω тощо), термодинамiчнi величини першого порядку – похiднi вiд
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них (𝑇 , 𝑆, 𝐴, 𝑎), i другого порядку – другi похiднi. Серед термодинамiчних величин другого порядку
основною є теплоємнiсть:

𝐶 =
𝛿𝑄

𝛿𝑇
= 𝑇

d𝑆

d𝑇
,

точнiше їх є багато: 𝐶𝑥 = 𝑇 (𝜕𝑆/𝜕𝑇 )𝑥, причому за умовчанням 𝐶𝑥 ≡ 𝐶𝑥,𝑁 . Вiдмiтимо деякi важливi
спiввiдношення для теплоємностi:

𝐶𝐴 =

(︂
𝜕𝐸

𝜕𝑇

)︂
𝐴

, 𝐶𝑎 =

(︂
𝜕(𝐸 − 𝑎𝐴)

𝜕𝑇

)︂
𝑎

, 𝐶𝑎 − 𝐶𝐴 = −𝑇
(︂
𝜕𝑎

𝜕𝑇

)︂2

𝐴

(︂
𝜕𝑎

𝜕𝐴

)︂−1

𝑇

,

якi залишаються в силi i для 𝑎 = 𝜇, 𝐴 = 𝑁 . Також згадаємо коефiцiєнт теплового розширення 𝛼 i
стисливiсть 𝜅:

𝛼𝑝 =
1

𝑉

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︂
𝑝

, 𝜅𝑇 = − 1

𝑉

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑝

)︂
𝑇

≡ − 1

𝑉

(︂
𝜕2Φ

𝜕𝑝2

)︂
𝑇

, 𝜅𝑆 = − 1

𝑉

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑝

)︂
𝑆

.

Термодинамiчнi потенцiали не є експериментально вимiрюваними величинами. Мiнiмальним набором
експериментально вимiрюваних величин, який повнiстю визначає термодинамiчну систему є рiвняння
стану 𝑎 = 𝑎(𝑇,𝐴) для всiх зовнiшнiх параметрiв i калоричне рiвняння 𝐶𝐴 = 𝐶𝐴(𝑇,𝐴0) – залежнiсть
теплоємностi вiд температури при фiксованих зовнiшнiх параметрах. Тодi ентропiя i теплоємнiсть вiднов-
люються за формулами:

𝑆(𝑇,𝐴) =

∫︁ 𝑇

0

𝐶𝐴(𝑇
′, 𝐴0)

𝑇 ′ d𝑇 ′ +

∫︁ 𝐴

𝐴0

(︂
𝜕𝑎

𝜕𝑇

)︂
𝐴

d𝐴′, (2.4)

𝐶𝐴(𝑇,𝐴) = 𝐶𝐴(𝑇,𝐴0) +

∫︁ 𝐴

𝐴0

𝑇

(︂
𝜕2𝑎

𝜕𝑇 2

)︂
𝐴

d𝐴′, (2.5)

вiльна ж енергiя вiдновлюється безпосереднiм iнтегруванням ентропiї i узагальнених сил.

2.2. Реальнi термодинамiчнi системи

Найпростiшою моделлю термодинамiчної системи є класичний iдеальний газ, який визначається рiв-
няннями 𝑝 = 𝑛𝑇 , 𝐶𝑉 = 𝐶𝑉 (𝑇 ) (не залежить вiд об’єму), де 𝑛 = 𝑁/𝑉 – концентрацiя. Звiдси неважко
одержати його вiльну енергiю: 𝐹 = 𝑁𝑇 ln 𝑛

𝑓(𝑇 ) , де 𝑓 визначається з рiвняння 𝐶𝑉 (𝑇 ) = 𝑁𝑇 (𝑇 ln 𝑓(𝑇 ))′′.
Останнє рiвняння має двi сталi iнтегрування: нуль вiдлiк енергiї i константу адитивної невизначеностi
ентропiї, яка входить мультиплiкативно у 𝑓 i не може бути усунена, оскiльки третiй закон термодинамiки
для класичних систем не дiє. Внутрiшня енергiя iдеального газу 𝐸 = 𝑁𝑇 2 (ln 𝑓(𝑇 ))′, природно, не мiстить
константи невизначеностi ентропiї. Наприклад, для iдеального одноатомного газу 𝑓(𝑇 ) ∼ 𝑇 3/2.

Реальний газ вiдрiзняється вiд iдеального рiвнянням стану, його ж теплоємнiсть 𝐶𝑉 (𝑇, 𝑉 ) повиннa,
очевидно, прямувати до теплоємностi iдеального газу при 𝑉 → ∞, тому (2.5) запишеться у виглядi

𝐶𝑉 (𝑇, 𝑉 )− 𝐶 ideal
𝑉 (𝑇 ) = −

∫︁ ∞

𝑉
𝑇

(︂
𝜕2𝑝

𝜕𝑇 2

)︂
𝑉

d𝑉 ′ ≡ −
∫︁ 𝑛

0

𝑁𝑇

𝑛′2

(︂
𝜕2𝑝

𝜕𝑇 2

)︂
𝑛

d𝑛′.

На практицi використовуються емпiричнi рiвняння стану реальних газiв, параметри яких визначаються
вiдповiднiстю експериментальним даним. В найпростiшому випадку це двопараметричнi рiвняння, оскiль-
ки тодi параметри визначаються критичними значеннями 𝑇𝑐, 𝑛𝑐 i 𝑝𝑐. Серед них найвживанiшими є такi5:

ван дер Ваальса (van der Waals) 𝑝 =
𝑛𝑇

1− 𝑏𝑛
− 𝑎𝑛2,

Дiтерiчi (Dieterici) 𝑝 =
𝑛𝑇

1− 𝑏𝑛
exp

(︁
−𝑎𝑛
𝑇

)︁
,

Бертело (Berthelot) 𝑝 =
𝑛𝑇

1− 𝑏𝑛
− 𝑎

𝑛2

𝑇
,

Редлiха–Квонга (Redlich–Kwong) 𝑝 =
𝑛𝑇

1− 𝑏𝑛
− 𝑎𝑛2

(1 + 𝑏𝑛)
√
𝑇
,

5https://en.wikipedia.org/wiki/Real_gas
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останнє з яких дає переважно найкращу апроксимацiю. Параметри 𝑏 i 𝑎 описують ефекти короткодiючої i
далекодiючої взаємодiй, вiдповiдно (𝑏 > 0 для вiдштовхування, 𝑎 > 0 для притягання). Молекули (атоми)
реальних газiв у звичайних умовах завжди сильно вiдштовхуються на малих вiдстанях i слабо притя-
гаються на великих, тому 𝑎 i 𝑏 – додатнi. Критична точка газу визначається умовами (𝜕𝑝/𝜕𝑉 )𝑇 = 0
i (𝜕2𝑝/𝜕𝑉 2)𝑇 = 0. Рiвняння стану, записане в одиницях 𝑇𝑐, 𝑛𝑐 i 𝑝𝑐, називається приведеним. Як пока-
зує досвiд, приведенi рiвняння стану реальних газiв майже унiверсальнi, звiдси й висока ефективнiсть
емпiричних рiвнянь.

Для твердих тiл часто використовується наближення Мi–Грюнейзена (Mie–Gruneisen), в якому вва-
жають коефiцiєнт Грюнейзена 𝛾 незалежним вiд температури:

𝛾 = 𝑉

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝐸

)︂
𝑉

≡ 𝛼𝑝𝑉

𝜅𝑇𝐶𝑉
= const(𝑇 ), (2.6)

що дає рiвняння стану:
𝑝(𝑉, 𝑇 )− 𝑝(𝑉, 0) =

𝛾

𝑉
[𝐸(𝑉, 𝑇 )− 𝐸(𝑉, 0)] .

В дужках правої частини стоїть теплова енергiя твердого тiла, що включає енергiю фононiв, необ’ємної
деформацiї i термiчних дефектiв. Для апроксимацiї механiчної енергiї 𝐸(𝑉, 0) використовуються квазiлiй-
нiсть залежностi стисливостi вiд тиску:

𝐾(𝑝) = −𝑉
(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑉

)︂
𝑇=0

= 𝐾0 +𝐾 ′
0𝑝+

1

2
𝐾 ′′

0𝑝
2 + . . . .

Зокрема в лiнiйному наближеннi одержимо рiвняння стану Мурнагана (Murnaghan):

𝑝(𝑉, 0) =
𝐾0

𝐾 ′
0

[︃(︂
𝑉

𝑉0

)︂−𝐾′
0

− 1

]︃
, (2.7)

де 𝑉0 – рiвноважний об’єм пру нульовому тиску. В загальному випадку енергiя 𝐸(𝑉, 0) розкладається в
околi 𝑉0 наступним чином:

𝐸(𝑉, 0)− 𝐸(𝑉0, 0)

𝐾0𝑉0
=
𝛿2

2
− (𝐾 ′

0 + 1)
𝛿3

6
+
[︀
𝐾0𝐾

′′
0 + (𝐾 ′

0 + 1)(𝐾 ′
0 + 2)

]︀ 𝛿4
24

+ . . . , 𝛿 =
𝑉 − 𝑉0
𝑉0

.

Для рiдин немає унiверсальних емпiричних рiвнянь стану.

2.3. Iншi питання рiвноважної термодинамiки

При практичному розв’язуваннi задач термодинамiки виникає потреба проводити замiни змiнних в
диференцiальних виразах. При цьому при замiнi 𝑥 → 𝑢 використовується формула:

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
=
∑︁
𝑗

𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑗

(︁
𝐽−1

)︁
𝑗𝑖
, де 𝐽𝑖𝑗 =

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑢𝑗

.

Зокрема, для двох змiнних (𝑥, 𝑦) → (𝑢, 𝑣) маємо:

𝐽 =

(︂
𝜕𝑥

𝜕𝑢

)︂
𝑣

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑣

)︂
𝑢

−
(︂
𝜕𝑥

𝜕𝑣

)︂
𝑢

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑢

)︂
𝑣

,(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑥

)︂
𝑦

=
1

𝐽

[︂(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑢

)︂
𝑣

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑣

)︂
𝑢

−
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑣

)︂
𝑢

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑢

)︂
𝑣

]︂
.

Оптимальним варiантом є послiдовна замiна по однiй змiннiй за один раз, в цьому випадку, якщо (𝑥, 𝑦) →
(𝑢, 𝑦), то (︂

𝜕𝐹

𝜕𝑥

)︂
𝑦

=

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑢

)︂
𝑦

(︂
𝜕𝑥

𝜕𝑢

)︂−1

𝑦

,(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑦

)︂
𝑥

=

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑦

)︂
𝑢

−
(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑢

)︂
𝑦

(︂
𝜕𝑥

𝜕𝑦

)︂
𝑢

(︂
𝜕𝑥

𝜕𝑢

)︂−1

𝑦

.
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Наведенi формули дають ряд корисних спiввiдношень мiж термодинамiчними величинами:(︂
𝜕𝑥

𝜕𝑦

)︂
𝑧

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑥

)︂
𝑧

= 1,

(︂
𝜕𝑥

𝜕𝑦

)︂
𝑧

(︂
𝜕𝑦

𝜕𝑧

)︂
𝑥

(︂
𝜕𝑧

𝜕𝑥

)︂
𝑦

= −1.

Ще одну серiю спiввiдношень дає умова повного диференцiалу для кожного з термодинамiчних потен-
цiалiв (спiввiдношення Максвела). Наприклад з диференцiалу енергiї матимемо тотожнiсть (𝜕𝑇/𝜕𝐴)𝑆 =
−(𝜕𝑎/𝜕𝑆)𝐴.

Предметом рiвноважної термодинамiки є й так званi квазiрiвноважнi процеси: достатньо повiльнi
процеси, при яких систему в кожний момент часу можна вважати рiвноважною. Для цього, очевидно,
треба щоб швидкiсть змiни кожної термодинамiчної величини була мала порiвняно зi швидкiстю її ре-
лаксацiї: 𝑥/𝑥̇ ≫ 𝜏 relax

𝑥 . Зрозумiло, квазiрiвноважнi процеси оборотнi. Приклади процесiв: адiабатичний
(𝛿𝑄 = 0 =⇒ 𝑆 = const), iзотермiчний (𝑇 = const), iзохорний (𝑉 = const), iзобарний (𝑝 = const),
полiтропний (𝐶 = const).

Гетерогеннi системи. Розчини (109, 110, 120). Фазова рiвновага (108, 113, 115, 116). Хiмiчнi реакцiї
(114, 117, 118, 119).

Для речовини у зовнiшньому (механiчному) полi 𝜇 замiнюємо на 𝜇 + 𝑈 , де 𝑈 – потенцiальна енергiя
частинки в цьому полi. Для речовини у електричному i магнiтному полях в диференцiал енергiї додаємо
енергiю цих полiв:

1

4𝜋
𝐸 d (𝑉𝐷) +

1

4𝜋
(𝑉𝐻) d𝐵.

Зручнiше вiд цiєї енергiї вiднiмати енергiю поля, яке б iснувало у вiдсутностi речовини: (𝐸2
0 + 𝐵2

0)/8𝜋, в
результатi одержимо

−𝒫 d𝐸0 −ℳ d𝐵0,

де 𝒫 i ℳ – електричний i магнiтний дипольнi моменти речовини, а 𝐸0 i 𝐵0 не залежать вiд наявностi
речовини.

§3. Нерiвноважна термодинамiка

3.1. Закон зростання ентропiї

Найбiльш загальна форма основної термодинамiчної нерiвностi така:

𝑇 d𝑆 ⩾ 𝛿𝑄 = d𝐸 + 𝑝 d𝑉 +
∑︁

𝑎 d𝐴− 𝜇d𝑁. (3.1)

Слiд зауважити, що в нерiвноважнiй системi температура, тиск, хiмiчний потенцiал i, особливо, ентро-
пiя є погано визначеними величинами, тому вказану нерiвнiсть треба розумiти, як рiзницю мiж двома
рiвноважними станами, переведеними один в другий нерiвноважним шляхом.

З нерiвностi (3.1) випливає закон зростання ентропiї в адiабатично iзольованiй системi. В канонiчному
ансамблi вiн замiнюється законом спадання вiльної енергiї:

d𝐹 ⩽ −𝑆 d𝑇 − 𝑝 d𝑉 + 𝜇d𝑁.

3.2. Нерiвноважнi процеси

Нерiвноважнi процеси бувають оборотними або необоротними. Оборотнi процеси завжди можна про-
вести квазiрiвноважно. Слiд акуратно користуватися цими поняттями, оскiльки, наприклад, в процесi
Джоуля–Томсона обидвi пiдсистеми квазiрiвноважнi, але в цiлому процес необоротний, оскiльки система
в цiлому нерiвноважна за рахунок нерiвноважностi газу в пористiй перегородцi. Крiм того, наприклад,
адiабатичне розширення газу можна здiйснити як квазiрiвноважно, так i нерiвноважно, кiнцевий стан
буде однаковий. Останнiй факт часто використовується для кiлькiсного опису процесу. Наприклад, при
адiабатичному розширеннi газу 𝑄 = 0 i 𝒜 = 0, тобто в такому процесi сталою є внутрiшня енергiя 𝐸.

Зупинимося детальнiше на процесi Джоуля–Томсона, в якому адiабатично iзольований газ перека-
чується через малий отвiр (пористу перегородку) пiд впливом рiзницi тискiв [5, с. 72]. Перекачування
достатньо повiльне, щоб по обидва боки газ був квазiрiвноважний, а тиск постiйний. Тодi 𝒜 = 𝑝2𝑉2−𝑝1𝑉1,
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а оскiльки 𝑄 = 0, то в такому процесi сталою є ентальпiя 𝐻, причому з урахуванням квазiрiвноважностi
пiдсистем ця властивiсть є локальною, тобто можна сказати, що газ перекачується незалежними порцi-
ями. Змiна температури газу при прокачуваннi знаходиться з рiвняння 𝐻[𝑆(𝑇1, 𝑝1), 𝑝1] = 𝐻[𝑆(𝑇2, 𝑝2), 𝑝2].
Диференцiальний ефект цiєї змiни визначається похiдною

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑝

)︂
𝐻

=
1

𝐶𝑝

[︃
𝑇

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑇

)︂
𝑝

− 𝑉

]︃
= − 1

𝐶𝑝

[︃
𝑇

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑇

)︂
𝑉

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑉

)︂−1

𝑇

+ 𝑉

]︃
.

Температура, при якiй похiдна змiнює знак, називається температурою iнверсiї. На практицi процес
Джоуля–Томсона використовується для охолодження газiв. З точки зору мiкроскопiчної теорiї ефект
полягає в гальмуваннi чи прискореннi частинок, якi проходять через отвiр (перегородку), за рахунок
мiжчастинкових сил: для iдеального газу ефект змiни температури вiдсутнiй, для газу з притяганням
мiж частинками температура, очевидно, понижується.

3.3. Термодинамiчна теорiя флуктуацiй

Методами термодинамiки можна описати флуктуацiї термодинамiчних, тобто макроскопiчних по сво-
їй природi величин. Останнє означає, що в межах термодинамiки можна описати лише макроскопiчнi у
просторi й часi флуктуацiї. Як буде видно нижче, для такого типу флуктуацiй вiдносна дисперсiя спадає
обернено пропорцiйно до розмiрив системи. Мiкроскопiчнi флуктуацiї залишаються за межами термоди-
намiчного опису.

Оскiльки флуктуацiї описують вiдхилення системи вiд рiвноважного стану, потрiбно визначити самi
термодинамiчнi величини в нерiвноважному станi. Величини (𝐸,𝐴,𝑁) чiтко визначенi в будь-який момент
часу для будь-якої частини системи. Решта величин таких, як 𝑇 , 𝑆, 𝑎, 𝜇, визначенi лише за умови настання
локальної термодинамiчної рiвноваги. В цьому випадку їх значення можна знайти за їх вiдомою функцiєю
уже згаданих (𝐸,𝐴,𝑁), визначеною в станi рiвноваги.

Основою для кiлькiсного опису флуктуацiй є аксiоматично задана формула iмовiрностi вiдхилення
термодинамiчних величин вiд їх рiвноважних значень:

𝑤 ∝ exp

(︂
∆𝑆 − ∆𝑄

𝑇

)︂
, (3.2)

де пiд ∆𝑆 треба розумiти змiну функцiї 𝑆(𝐸,𝐴,𝑁), визначеної в станi рiвноваги, ∆𝑄 = ∆𝐸 +
∑︀
𝑎∆𝐴 −

𝜇∆𝑁 , а величини 𝑇 , 𝑎 i 𝜇 слiд брати в станi рiвноваги. Виходячи з основної термодинамiчної нерiвностi
∆𝑆 ⩾ ∆𝑄/𝑇 i враховуючи, що при рiвноважних процесах ∆𝑆eq = ∆𝑄/𝑇 , величину ∆𝑆−∆𝑄/𝑇 природно
iнтерпретувати як нерiвноважну складову змiни ентропiї.

Розписавши ∆𝐸 до квадратичних доданкiв включно, формулу (3.2) можна привести до вигляду

𝑤 ∝ exp

(︂
−1

2

∆𝑆∆𝑇 −
∑︀

∆𝑎∆𝐴+∆𝜇∆𝑁

𝑇

)︂
(3.3)

— це основна термодинамiчна формула флуктуацiй. Вона дiйсна лише для малих вiдхилень — флуктуацiй,
при великих вiдхиленнях треба звертатися до формули (3.2). Формула (3.3) в певному розумiннi формаль-
на, оскiльки при її використаннi слiд додатково враховувати специфiчнi для конкретного експерименту
обмеження на термодинамiчнi величини так, що в чистому виглядi формула (3.3) нiколи не використо-
вується. Розберемо двi типовi ситуацiї на прикладi газу (тобто 𝐴 ≡ 𝑉 ). Додамо, що при обчисленнях за
формулою (3.3) за незалежнi змiннi зручно вибирати некорельованi величини.

Флуктуацiї локальних термодинамiчних величин унiверсальнi, оскiльки вони не залежать вiд умов,
у яких перебуває вся система в цiлому. Видiлимо локальну пiдсистему, обмеживши її умовно деяким
фiксованим об’ємом 𝑉 . Тодi 𝑉 = const i формула (3.3) в змiнних (𝑇, 𝑉,𝑁) набуде вигляду

𝑤 ∝ exp

(︃
− 1

2𝑇

[︃
𝐶𝑉

𝑇
∆𝑇 2 +

(︂
𝜕𝜇

𝜕𝑁

)︂
𝑇,𝑉

∆𝑁2

]︃)︃
. (3.4)
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Таким чином флуктуацiї температури i числа частинок некорельованi i даються виразами

⟨︀
∆𝑇 2

⟩︀
=
𝑇 2

𝐶𝑉
, (3.5)

⟨︀
∆𝑁2

⟩︀
= 𝑇

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝜇

)︂
𝑇,𝑉

≡ −𝑇 𝑁
2

𝑉 2

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑝

)︂
𝑇

. (3.6)

Остання тотожнiсть доводить очiкуваний факт, що флуктуацiї концентрацiї не залежать вiд того, чи
розглядаємо ми флуктуацiї числа частинок, фiксуючи об’єм, чи флуктуацiї об’єму фiксованої кiлькостi
частинок, оскiльки в останньому випадку за формулою (3.8)

⟨︀
∆𝑉 2

⟩︀
= −𝑇

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑝

)︂
𝑇

. (3.7)

Флуктуацiї термодинамiчних величин системи в цiлому визначаються умовами, в яких вона перебу-
ває. Наприклад, для газу в термостатi пiд поршнем 𝑁 = const, a температура i тиск системи флуктуюють
(фiксованими є температура термостату i тиск поршня). Тодi в змiнних (𝑇, 𝑉,𝑁) формула (3.3) набуде
вигляду

𝑤 ∝ exp

(︂
− 1

2𝑇

[︂
𝐶𝑉

𝑇
∆𝑇 2 −

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑉

)︂
𝑇

∆𝑉 2

]︂)︂
. (3.8)

Бачимо, що флуктуацiї температури i об’єму некорельованi i даються виразами (3.5) i (3.7). Для цiєї ж
системи, але адiабатично iзольованої, виникає додаткова умова 𝐸 = const. В цьому випадку у формулi
(3.8) ∆𝑇 замiнюємо на (𝜕𝑇/𝜕𝑉 )𝐸∆𝑉 i пiсля спрощень одержимо

⟨︀
∆𝑉 2

⟩︀
=

𝑇

−
(︁

𝜕𝑝
𝜕𝑉

)︁
𝑇
+ 𝑇

𝐶𝑉

[︁(︁
𝜕𝑝
𝜕𝑇

)︁
𝑉
− 𝑝

𝑇

]︁2 ⩽ −𝑇
(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑝

)︂
𝑇

. (3.9)

З умови стiйкостi термодинамiчної системи вiдносно флуктуацiй випливає ряд нерiвностей, основними
з яких є: 𝐶𝑝 > 𝐶𝑉 > 0 i 𝜅𝑇 > 𝜅𝑆 > 0.



Роздiл II

Принципи статистичної фiзики

§4. Обгрунтування статистичної фiзики

4.1. Ергодичнiсть

Потiк (динамiчна система з неперервним часом) на фазовому просторi𝑋 – це однопараметрична група
перетворень цього простору, 𝑇𝑡 : 𝑋 → 𝑋, 𝑡 ∈ R, тобто виконуються умови: 1) 𝑇0 = 1, 2) 𝑇𝑡+𝑠 = 𝑇𝑡𝑇𝑠. Якщо
в означеннi потоку R замiнити на Z, то отримана динамiчна система з дискретним часом називається
каскадом.

Динамiчну систему 𝑇 на фазовому просторi 𝑋 з iнварiантною мiрою 𝜇 (тобто 𝜇(𝑇𝑡𝐴) = 𝜇(𝐴)) назива-
ють вимiрною вiдносно 𝜇, вимагаючи при цьому, щоб вiдображення 𝑋 × R → 𝑋 було вимiрним вiдносно
прямого добутку мiри 𝜇 i лебегiвської мiри на R.

Вимiрна динамiчна система 𝑇 на (𝑋,𝜇) називається ергодичною, якщо не iснує вимiрних iнварiантних
множин, вiдмiнних вiд усього 𝑋, тобто будь-яка iнварiантна вiдносно 𝑇 множина має мiру нуль або з
точнiстю до множини мiри нуль спiвпадає з 𝑋. В цьому випадку кажуть, що мiра 𝜇 ергодична (метрично
нерозкладна, метрично транзитивна).

Для будь-якої функцiї 𝑓 на 𝑋 пiд середнiм по часу розумiємо величину

𝑓(𝑥) = lim
𝑡→∞

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑇𝜏𝑥)d𝜏

(позначаємо рискою зверху), а пiд середнiм по простору – величину

⟨𝑓⟩ ≡ 1

𝜇(𝑋)

∫︁
𝑋
𝑓(𝑥)d𝜇(𝑥)

(позначаємо трикутними дужками).
Має мiсце ергодична теорема Бiркгофа (pointwise, iндивiдуальна): якщо 𝑇𝑡 – вимiрний потiк на фа-

зовому просторi 𝑋 iз 𝜎-скiнченною мiрою 𝜇 (тобто iснує злiченне покриття цього простору вимiрними
множинами), то для будь-якої сумовної функцiї 𝑓 (тобто 𝑓 ∈ L1(𝑋,𝜇)) майже всюди iснує її середнє по
часу 𝑓 , причому 𝑓 також сумовна. Якщо до того ж мiра 𝜇 скiнченна (тобто 𝜇(𝑋) < ∞), то ⟨𝑓⟩ = ⟨𝑓⟩.
Якщо ж динамiчна система ергодична, то 𝑓(𝑥) не залежить вiд 𝑥, i у випадку скiнченної мiри одержуємо
рiвнiсть середнiх по часу i по простору: 𝑓 = ⟨𝑓⟩. Фактично 𝑓 є проекцiєю 𝑓 на пiдпростiр iнварiан-
тних функцiй1. Тому для неергодичних систем рiвнiсть середнiх по часу i по простору виконується для
кожної вимiрної iнварiантної множини, при цьому iнварiантною мiрою на цiй множинi є звуження мiри
𝜇 на неї.

Зауважимо, що вiдома теорема Пуанкаре стверджує, що динамiчна система на фазовому просторi зi
скiнченною iнварiантною мiрою нескiнченну кiлькiсть разiв проходить через деяку множину 𝐴 з вiдносним
часом перебування Ī𝐴. Для ергодичної ж системи цей час не залежить вiд початкової точки i дорiвнює,
очевидно, 𝜇(𝐴)/𝜇(𝑋).

1Очевидно, всяка iнварiантна функцiя взаємно-однозначно пов’язана iз системою iнварiантних множин, якi є поверхнями
рiвня даної функцiї

12
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4.2. Вивiд мiкроканонiчного розподiлу

В класичнiй механiцi фазовим простором є звичайний евклiдiв простiр координат i iмпульсiв, а параме-
тризованi часом розв’язки рiвняння Гамiльтона iзольованої системи утворюють вимiрний потiк вiдносно
мiри Лебега, що доводиться теоремою Лiувiля про збереження фазового об’єму (якщо система неiзольо-
вана, точнiше якщо гамiльтонiан залежить явно вiд часу, то 𝑇𝑡+𝑠 ̸= 𝑇𝑡𝑇𝑠 i не зберiгається фазовий об’єм).
Отже, на кожнiй зв’язнiй компонентi поверхнi рiвня всiх iнтегралiв руху (принаймнi енергiя є iнтегралом
руху) система буде ергодичною. Звужуючи мiру Лебега на поверхню рiвня енергiї i iнших iнтегралiв руху
𝐼𝑖(𝑝, 𝑞) = 𝑐𝑖, з точнiстю до нормування одержимо мiкроканонiчний розподiл:

𝜌(𝑝, 𝑞) = 𝛿(𝐸 −𝐻(𝑝, 𝑞))
∏︁
𝑖

𝛿(𝑐𝑖 − 𝐼𝑖(𝑝, 𝑞)).

Вiн змiстовний лише за умови скiнченностi поверхнi постiйної енергiї (нормованостi 𝜌), яка по сутi зво-
диться до умови збiжностi iнтегралу ∫︁

𝐻(𝑝,𝑞)⩽𝐸
d𝑝d𝑞. (4.1)

Тодi середнi по часу будуть рiвнi середнiм по фазовому простору чи те ж саме, що по початковим умо-
вам (кажуть по ансамблю). Слiд вiдмiтити, що збiжнiсть (4.1) є умовою стабiльностi потенцiалу. Якщо
вона не виконується – система колапсує. Крiм того, для збiжностi (4.1) у бiльшостi випадкiв необхiдний
скiнченний об’єм системи, це й природно, оскiльки без резервуара частинки просто розбiгаються на не-
скiнченнiсть. Якщо форма резервуара неправильна, то залишається лише один iнтеграл руху – енергiя,
саме цей випадок i реалiзується на практицi майже завжди.

Для мiкроскопiчних систем мiкроканонiчний розподiл хоча й застосовний, проте малозмiстовний,
оскiльки час самоусереднення значно перевищує характернi часи динамiки системи i статистичнi вла-
стивостi не проявляються, термодинамiчнi величини не визначенi, немає необоротностi.

Для деяких систем поверхня рiвня енергiї незв’язна. В цьому випадку зв’язнi компоненти являють
собою рiзнi стани системи, якi називаються фазами. Такi системи вивчаються в теорiї фазових переходiв.

Вiдмiтимо ще формулу ∫︁
𝛿(𝐸 −𝐻(𝑝, 𝑞))d𝑝d𝑞 =

∫︁
𝐻(𝑝,𝑞)=𝐸

d𝜎(𝑝, 𝑞)

|∇𝐻(𝑝, 𝑞)|
.

У квантовiй механiцi в представленнi Гейзенберга фазовим простором є конфiгурацiйний простiр 𝑋,
так що гiльбертiв простiр ℋ = L2(𝑋,𝜇) (умовно кажучи, мiра це квадрат хвильової функцiї). Потiк
задається формулою: 𝑈𝑡ℎ(𝑥) = ℎ(𝑇𝑡𝑥), де 𝑈𝑡 = exp(−𝑖𝐻𝑡/ℏ), вимiрнiсть еквiвалентна унiтарностi 𝑈𝑡. З
теореми Бiркгофа в цьому випадку можна вивести ергодичну теорему Неймана (mean, статистична):
якщо 𝑈𝑡 – неперервна однопараметрична група унiтарних перетворень гiльбертового простору ℋ, то для
будь-якого ℎ ∈ ℋ iснує границя (за збiжнiстю по нормi)

lim
𝑡→∞

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝑈𝜏ℎd𝜏 = ℎ̄,

причому ℎ̄ – ортогональна проекцiя ℎ на простiр iнварiантних елементiв.....

4.3. Перемiшування

Ергодична теорема стверджує, що мiкроканонiчний розподiл справджується для будь-якої стабiльної
механiчної системи. З точки зору потреб рiвноважної статистичної фiзики на цьому можна було б зупини-
тися. Проте досвiд свiдчить, що всi реальнi макроскопiчнi i меншою мiрою мiкроскопiчнi системи мають
двi важливi риси поза ергодичнiстю: необоротнiсть i самоусереднення (в ергодичнiй теоремi нам треба
усереднювати на великих промiжках часу). Це є в системах з перемiшуванням. Просто ергодичнi системи
регулярно квазiперiодично заповнюють фазовий простiр (як у прямокутному бiльярдi), а системи з пере-
мiшуванням – хаотично (як у розсiюючих бiльярдах або у прямокутному бiльярдi з двома частинками,
якi непружньо розсiюються одна на однiй).
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Вимiрна динамiчна система 𝑇 на (𝑋,𝜇) зi скiнченною мiрою має властивiсть перемiшування, якщо
для будь-яких двох множин 𝐴 i 𝐵

lim
𝑡→∞

𝜇(𝑇−1
𝑡 𝐴 ∩𝐵) =

𝜇(𝐴)

𝜇(𝑋)
𝜇(𝐵).

Властивiсть самоусереднення випливає з наступної леми: якщо 𝑇 – потiк з перемiшуванням, то для
будь-якої множини ненульової мiри 𝐴

lim
𝑡→∞

⟨𝑓(𝑇𝑡𝐴)⟩𝐴 = ⟨𝑓⟩𝑋 .

Це означає, що замiсть усереднення по часу можна використовувати усереднення по будь-якому як зав-
годно малому об’єму фазового простору. Очевидно, часи на яких проявляється самоусереднення тим
менший, чим бiльше 𝐴, тобто чим бiльша система, оскiльки кожну частинку можна розглядати як нового
представника ансамблю.

Ця ж властивiсть призводить до розщеплення часових кореляцiй, яке полягає в тому, що для потоку
з перемiшуванням ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑋,𝜇)

lim
𝑡→∞

⟨𝑓(𝑇𝑡𝑥)𝑔(𝑥)⟩ = ⟨𝑓⟩⟨𝑔⟩,

в той час як для ергодичного потоку треба усереднювати по часу:

⟨𝑓(𝑇𝑡𝑥)𝑔(𝑥)⟩ = ⟨𝑓⟩⟨𝑔⟩.

Додамо, що система має властивiсть слабкого перемiшування, якщо

lim
𝑡→∞

[⟨𝑓(𝑇𝑡𝑥)𝑔(𝑥)⟩ − ⟨𝑓⟩⟨𝑔⟩]2 = 0.

Необоротнiсть прямування до рiвноважного стану випливає з наступної леми про забування початко-
вого розподiлу: якщо 𝑇 – потiк з перемiшуванням вiдносно мiри 𝜇, то для будь-якої iншої мiри 𝜈, яка має
щiльнiсть вiдносно 𝜇, 𝜈𝑡 → 𝜇, при 𝑡→ ∞, де 𝜈𝑡(𝐴) = 𝜈(𝑇−𝑡𝐴).

4.4. Вивiд канонiчного розподiлу

Канонiчний розподiл для класичної системи в термостатi одержується з мiкроканонiчного для систе-
ми 𝐻whole = 𝐻 + 𝐻T + 𝐻int, де в гамiльтонiанi видiлено окремо гамiльтонiан розглядуваної пiдсистеми,
термостату i взаємодiї мiж ними. Позначимо через (𝑝, 𝑞) i (𝑃,𝑄) координати пiдсистеми i термостату,
вiдповiдно. Конкретизуємо термостат: нехай це буде слабовзаємодiючий газ, а гамiльтонiан взаємодiї з
пiдсистемою не залежить вiд iмпульсiв термостату, тобто

𝐻T = 𝐾T + 𝑈T, 𝐾T =

3𝑁T∑︁
𝑖=1

𝑃 2
𝑖

2𝑚
, 𝐻int = 𝐻int(𝑝, 𝑞,𝑄).

Функцiя розподiлу пiдсистеми, очевидно, одержується усередненням мiкроканонiчного розподiлу всiєї
системи по координатам термостату:

𝜌(𝑝, 𝑞) = 𝑐

∫︁ ∫︁
𝛿(𝐸 −𝐻whole)d𝑃d𝑄 = 𝑐

∫︁ ∫︁ ∫︁
𝛿(𝐸 −𝐻 −𝐻int − 𝑈T − 𝐸′)𝛿(𝐸′ −𝐾T)d𝑃d𝑄d𝐸′

= 𝑐

∫︁ ∫︁
𝛿(𝐸 −𝐻 −𝐻int − 𝑈T − 𝐸′)d𝑄d𝐸′

∫︁
𝛿(𝐸′ −𝐾T)d𝑃

= 𝑐′
∫︁ ∫︁

𝛿(𝐸 −𝐻 −𝐻int − 𝑈T − 𝐸′)𝐸′ 3𝑁T
2

−1d𝑄d𝐸′

= 𝑐′
∫︁
(𝐸 −𝐻 −𝐻int − 𝑈T)

3𝑁T
2

−1d𝑄 = 𝑐′
∫︁ (︂

1− 𝐻 +𝐻int

𝐸 − 𝑈T

)︂ 3𝑁T
2

−1

(𝐸 − 𝑈T)
3𝑁T
2

−1d𝑄.

Тепер переходимо до термодинамiчної границi в термостатi:

𝑁T → ∞,
𝐸 − ⟨𝑈T⟩𝑄

𝑁T
≡

⟨𝐾T⟩𝑄
𝑁T

≡ 3

2
𝑇 = const, ⟨𝐻int⟩𝑄 = const,
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врахувавши при цьому, що область iнтегрування зосереджена при 𝑈T ≈ ⟨𝑈T⟩𝑄. В результатi одержимо
класичний канонiчний розподiл:

𝜌(𝑝, 𝑞) = 𝑐′′ exp

(︂
−
𝐻 + ⟨𝐻int⟩𝑄

𝑇

)︂
.

Частину ефективного гамiльтонiану ⟨𝐻int⟩𝑄 можна розглядати як зовнiшнє поле, або ж самого початку
можна було знехтувати величиною енергiї взаємодiї (але не самим фактом взаємодiї, iнакше мiкрокано-
нiчний розподiл матиме два iнтеграли), поклавши 𝐻int = 0.

Канонiчний розподiл на вiдмiну вiд мiкроканонiчого змiстовний i для мiкроскопiчних систем, за умови,
що𝐻int ≪ 𝐻, тобто можна видiлити пiдсистему з термостату. Час усереднення в такiй системi порiвнянний
з характерними часами динамiки пiдсистеми.

§5. Принципи статистичної фiзики

5.1. Рiвноважнi розподiли

Важливими в статистичнiй фiзицi поняттями є загальне число станiв Γ(𝐸) i густина станiв 𝑔(𝐸)
(кратнiсть виродження у квантовому випадку), якi обчислюються за формулами:

Γ(𝐸) =
∑︁

{𝑛}:𝐸𝑛⩽𝐸

1, 𝑔(𝐸) =
∑︁

{𝑛}:𝐸𝑛=𝐸

1,

Γ(𝐸) =

∫︁
𝐻(𝑝,𝑞)⩽𝐸

dΓ ≡
∫︁
𝜃(𝐸 −𝐻(𝑝, 𝑞)) dΓ, 𝑔(𝐸) =

dΓ(𝐸)

d𝐸
≡
∫︁
𝛿(𝐸 −𝐻(𝑝, 𝑞)) dΓ,

де dΓ = d𝑝 d𝑞
(2𝜋ℏ)𝑠 – абсолютний елемент фазового об’єму, 𝑠 – число ступенiв вiльностi, 𝑛 – головне квантове

число, {𝑛} – сукупнiсть всiх квантових чисел з даним 𝑛, останнi ми позначатимемо грецькими лiтерами.
Перехiд вiд квантової суми до класичного iнтегралу здiйснюється з використанням густини станiв за

формулою ∑︁
𝑛

𝑓(𝐸𝑛) →
∫︁
𝑓(𝐸)𝑔(𝐸) d𝐸. (5.1)

Якщо функцiю 𝑔(𝐸) в явному виглядi неможливо обчислити, то замiсть (5.1) зручно користуватися еквi-
валентною формулою ∫︁

𝑓(𝐸)𝑔(𝐸) d𝐸 =

∫︁
𝑓(𝐻(𝑝, 𝑞)) dΓ. (5.2)

Основними рiвноважними розподiлами є наступнi три:

1. Мiкроканонiчний розподiл для iзольованої системи iз заданими {𝐸, 𝑉, 𝑎,𝑁}:

𝜌(𝑛𝜈)(𝑚𝜇) =
1

𝑔𝑛0

𝛿𝑛𝑛0𝛿𝑛𝑚𝛿𝜈𝜇, причому 𝐸 = 𝐸𝑛0 ,

𝜌(𝑝, 𝑞) =
1

𝑔(𝐸)
𝛿(𝐸 −𝐻(𝑝, 𝑞)).

Термодинамiчний потенцiал мiкроканонiчного ансамблю 𝑆 = lnΓ.

2. Канонiчний розподiл для системи в термостатi iз заданими {𝑇, 𝑉, 𝑎,𝑁}:

𝜌(𝑛𝜈)(𝑚𝜇) =
1

𝑍
𝛿𝑛𝑚𝛿𝜈𝜇e

−𝛽𝐸𝑛 , 𝑍 =
∑︁
{𝑛}

e−𝛽𝐸𝑛 =
∑︁
𝑛

𝑔𝑛e
−𝛽𝐸𝑛 ,

𝜌(𝑝, 𝑞) =
1

𝑍
e−𝛽𝐻(𝑝,𝑞), 𝑍 =

∫︁
e−𝛽𝐻(𝑝,𝑞) dΓ =

∫︁
𝑔(𝐸)e−𝛽𝐸 d𝐸, 𝑔(𝐸) =

1

2𝜋i

∫︁ 𝑏+i∞

𝑏−i∞
e𝛽𝐸𝑍(𝛽) d𝛽,

де 𝛽 = 1/𝑇 – обернена температура, 𝑍 – статистична сума (iнтеграл). Термодинамiчний потенцiал
канонiчного ансамблю 𝐹 = −𝑇 ln𝑍. Формули для обчислення основних термодинамiчних величин:

𝐸 = −𝜕 ln𝑍
𝜕𝛽

, 𝐶 = 𝛽2
𝜕2 ln𝑍

𝜕𝛽2
.
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3. Великий канонiчний розподiл для системи в тепловому i частинковому термостатi iз заданими
{𝑇, 𝑉, 𝑎, 𝜇}:

𝜌𝑁(𝑛𝜈)(𝑚𝜇) =
1

Ξ
𝛿𝑛𝑚𝛿𝜈𝜇e

−𝛽𝐸𝑁𝑛+𝛽𝜇𝑁 , Ξ =

∞∑︁
𝑁=0

∑︁
{𝑛}

e−𝛽𝐸𝑁𝑛+𝛽𝜇𝑁 =

∞∑︁
𝑁=0

𝑍(𝑁)𝜉𝑁 ,

𝜌𝑁 (𝑝, 𝑞) =
1

Ξ
e−𝛽𝐻(𝑝,𝑞)+𝛽𝜇𝑁 , Ξ =

∞∑︁
𝑁=0

∫︁
e−𝛽𝐻(𝑝,𝑞)+𝛽𝜇𝑁 dΓ, 𝑍(𝑁) =

1

𝑁 !

𝜕𝑁Ξ

𝜕𝜉𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝜉=0

,

де 𝜉 = e𝛽𝜇 – активнiсть (fugacity), Ξ – велика статистична сума. Великий термодинамiчний
потенцiал Ω = −𝑇 ln Ξ. Формули для обчислення основних термодинамiчних величин:

𝑁 = 𝑇
𝜕 ln Ξ

𝜕𝜇
, 𝐸 = −𝜕 ln Ξ

𝜕𝛽
+ 𝜇𝑁, 𝐶 = 𝛽2

𝜕2 ln Ξ

𝜕𝛽2
.

Iншi розподiли будуються аналогiчним чином: якщо iзольована система має адитивний iнтеграл 𝐼, то
в узагальненому термостатi розподiл має вигляд 𝜌 ∼ exp(−𝛽𝐸 + 𝜂𝐼), де 𝜂 – “потенцiал” величини 𝐼. В
термодинамiчнiй границi всi розподiли стають еквiвалентними.

Маючи розподiл, середнi обчислюються за формулою:

⟨𝐴⟩ = Tr(𝐴𝜌) =
∑︁
𝑛𝜈𝑚𝜇

𝐴(𝑚𝜇)(𝑛𝜈)𝜌(𝑛𝜈)(𝑚𝜇) =
∑︁
𝑛

𝜌𝑛𝜈,𝑛𝜈
∑︁
𝜈

𝐴𝑛𝜈,𝑛𝜈 =

∫︁
𝐴(𝑝, 𝑞)𝜌(𝑝, 𝑞) dΓ,

де враховано дiагональнiсть матрицi густини.
В статистичнiй фiзицi розкривається смисл внутрiшньої енергiї як середньої механiчної енергiї части-

нок i ентропiї як величини 𝑆 = −⟨ln 𝜌⟩.
Рiвноважнi розподiли можна одержати з принципу максимуму ентропiї Больцмана 𝑆 = −

∑︀
𝑛 𝜌𝑛 ln 𝜌𝑛,

за умови нормування
∑︀

𝑛 𝜌𝑛 = 1 i, можливо, додаткових умов. Зокрема, мiкроканонiчний розподiл одер-
жується без додаткових умов. Канонiчний розподiл одержується при додатковiй умовi

∑︀
𝑛 𝜌𝑛𝐸𝑛 = 𝐸, при

цьому функцiя Лагранжа, що виникає при взяттi умовного екстремуму,

−
∑︁
𝑛

𝜌𝑛 ln 𝜌𝑛 + 𝜆

(︃∑︁
𝑛

𝜌𝑛 − 1

)︃
+ 𝛽

∑︁
𝑛

𝜌𝑛𝐸𝑛,

вiдповiдає вiльнiй енергiї, тобто дорiвнює −𝐹/𝑇 , а множник Лагранжа 𝛽 виявляється оберненою темпе-
ратурою.

5.2. Принцип тотожностi частинок. Парадокс Гiббса

Принцип тотожностi частинок стверджує, що якщо переставити в якийсь момент часу двi однаковi
частинки мiсцями, то ми отримаємо фiзично еквiвалентний, тобто принципово нерозрiзненний стан, а
отже спостережуванi повиннi бути iнварiантними вiдносно такої замiни. В класичнiй механiцi це викону-
ється автоматично для рiвнянь Ньютона. В квантовiй механiцi допускається поява фазового множника
𝜓(𝑥2, 𝑥1) = ei𝛼𝜓(𝑥1, 𝑥2), який, в силу того, що (ei𝛼)2 = 1, може приймати лише два значення: ei𝛼 = ±1,
для бозонiв i фермiонiв вiдповiдно.

Коли говорять, що в класичнiй механiцi частинки розрiзненнi (насправдi ж вони тотожнi), то мають
на увазi, що можна умовно промаркувати кожну частинку, прослiдкувати за її траєкторiєю i сказати, яка
саме частинка опинилася в данiй точцi в даний момент часу. В цьому смислi в квантовiй механiцi частинки
також розрiзненнi, але частково – лише з певною iмовiрнiстю ми можемо сказати, де яка промаркована
частинка.

В класичнiй статистичнiй фiзицi принцип тотожностi частинок вимагає дiлити статистичну суму на
𝑁 ! в тому випадку, коли частинки обiймають спiльний конфiгурацiйний простiр (наприклад, атоми газу
проти системи iзольованих осциляторiв). Для канонiчного i великого канонiчного розподiлiв це неiстотно,
оскiльки 𝑁 = const. Для великого ж канонiчного розподiлу цей дiльник обов’язковий. Взагалi кажучи,
можна умовно розрiзняти частинки, але тодi для кожного такого умовного сорту частинок треба вводити
свiй хiмiчний потенцiал! Бiльш того, якщо в рамках великого канонiчного розподiлу всi частинки умовно



5. ПРИНЦИПИ СТАТИСТИЧНОЇ ФIЗИКИ 17

вважати рiзними, то не буде самого термостату частинок! Як приклад корисно розглянути задачу про
флуктуацiю числа частинок iдеального газу у видiленому об’ємi – там автоматично вискакує дiльник 𝑁 !.

Iнодi принцип тотожностi частинок пов’язують з парадоксом Гiббса. Але це неправильно! Сам по собi
парадокс Гiббса полягає у вiдсутностi неперервного переходу вiд змiшування однакових газiв до змiшу-
вання рiзних газiв. Зокрема, якщо забрати перегородку мiж двома iдентичними половинами посудини з
газом, то ентропiя, очевидно, не змiниться, але якщо вважати їх рiзними, то ∆𝑆 = 2𝑁 ln 2, де 𝑁 число
частинок в окремiй половинi. Парадокс усувається, якщо врахувати, що сама ентропiя не є спостережу-
ваною величиною, тому як ми означимо систему, таку ентропiю й одержимо, експериментально величина
∆𝑆 = 2𝑁 ln 2 невимiрювана – сама ентропiя визначена з точнiстю до адитивної постiйної незалежної вiд
температури i об’єму.



Роздiл III

Моделi без взаємодiї

§6. Ансамбль конфiгурацiйно iзольованих систем

Пiд ансамблем конфiгурацiйно iзольованих систем розумiється сукупнiсть невзаємодiючих систем з
вiдокремленими конфiгурацiйними просторами. В термостатi функцiя розподiлу такої системи розще-
плюється в добуток, а отже й 𝑍 =

∏︀
𝑖 𝑍𝑖. Зокрема, якщо системи iдентичнi, то 𝑍 = 𝑍𝑁

1 , тому достатньо
розглянути лише одного представника. Термодинамiка в цьому випадку справедлива для системи з будь-
якою кiлькiстю частинок.

Найпростiшими прикладами є наступнi три фундаментальнi моделi.
1. Дворiвнева система з невиродженим основним рiвнем 𝐸 = 0 i рiвнем 𝐸 = 𝜀 кратностi 𝑔 в термостатi

має такi властивостi:

𝑍 = 1 + 𝑔𝑒−𝛽𝜀, 𝐸 =
𝜀𝑔𝑒−𝛽𝜀

1 + 𝑔𝑒−𝛽𝜀
, 𝐶 =

(𝛽𝜀)2𝑔𝑒−𝛽𝜀

(1 + 𝑔𝑒−𝛽𝜀)
2 .

Оскiльки енергiя системи обмежена зверху, теплоємнiсть має максимум при температурi порядку 𝜀, а далi
прямує до нуля. Формально при вiд’ємних температурах заселенiсть рiвнiв iнверсна – система нерiвнова-
жна. Перехiд вiдбувається через точку 𝑇 = ∞.

2. Осцилятор з частотою 𝜔 має невиродженi рiвнi енергiї

𝐸𝑛 = ℏ𝜔
(︂
𝑛+

1

2

)︂
, 𝑛 ∈ Z+.

В термостатi для одного осцилятора матимемо:

𝑍 =

(︂
2 sinh

ℏ𝜔
2𝑇

)︂−1

, 𝐸 =
ℏ𝜔
2

coth
ℏ𝜔
2𝑇

, 𝐶 =

(︂
ℏ𝜔
2𝑇

⧸︂
sinh

ℏ𝜔
2𝑇

)︂2

.

Теплоємнiсть зростає до одиницi з ростом температури. Розподiл координат квантового осцилятора та-
кий1:

𝜌(𝑥) =
∑︁
𝑛

𝜌𝑛𝑛|𝜓𝑛|2 =
√︂

1

𝜋𝑎2
exp

(︂
−𝑥

2

𝑎2

)︂
, де 𝑎 =

√︂
ℏ
𝑚𝜔

coth
ℏ𝜔
2𝑇

класична амплiтуда осцилятора так, що ⟨𝑥2⟩ = 𝑎2/2.
В мiкроканонiчному ансамблi:

𝐸𝑛 = ℏ𝜔
(︂
𝑛+

𝑁

2

)︂
, Γ𝑛 =

(︂
𝑛+𝑁

𝑛

)︂
, 𝑔𝑛 =

(︂
𝑛+𝑁 − 1

𝑛

)︂
.

Неважко показати еквiвалентнiсть ансамблiв у термодинамiчнiй границi 𝑁 → ∞ так, що 2𝐸
𝑁ℏ𝜔 ≡ 𝜀 =

const. Враховуючи, що
𝑆can

𝑁
=
𝜀

2
ln
𝜀+ 1

𝜀− 1
+

1

2
ln
𝜀2 − 1

4
,

1Слiд скористатися сумою
∑︀∞

𝑛=0 𝐻
2
𝑛(𝜉)

𝑞𝑛

𝑛!
= 1√

1−4𝑞2
exp

(︁
4𝑞𝜉2

1+2𝑞

)︁
.
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одержимо при 𝑁 → ∞
𝑆can − 𝑆microcan

𝑁
∼ 1

2𝑁
ln

(︂
2𝜋
𝜀− 1

𝜀+ 1
𝑁

)︂
→ 0.

У класичному випадку маємо:

𝐻 =
𝑝2

2𝑚
+
𝑚𝜔2𝑥2

2
, 𝑍 =

𝑇

ℏ𝜔
, Γ =

1

𝑁 !

(︂
𝐸

ℏ𝜔

)︂𝑁

.

3. Дзига характеризується трьома моментами iнерцiї 𝐼1,2,3. В загальному випадку 𝐼1 ̸= 𝐼2 ̸= 𝐼3 система
має два iнтеграли руху: 𝐿2 = ℏ2𝑙(𝑙 + 1) i 𝐿𝑧 = ℏ𝑚. Кожному 𝑙 вiдповiдає 2𝑙 + 1 рiвнiв, кожен з яких
(2𝑙 + 1)-кратно вироджений по 𝐿𝑧. Для аксiально симетричної дзиги додається ще один iнтеграл руху
проекцiї моменту iмпульсу на вiсь симетрiї тензора моменту iнерцiї 𝐿𝜁 = ℏ𝜇, а спектр стає додатково
виродженим по модулю 𝜇. Нарештi, у випадку сферично симетричної дзиги спектр повнiстю вироджений
по 𝜇. Можливий також граничний випадок 𝐼3 = 0, який вiдповiдає моделi ротатора. Пiдсумовуючи,
матимемо

𝐼1 ̸= 𝐼2 ̸= 𝐼3 𝑍 =
∞∑︁
𝑙=0

𝑙∑︁
𝜇=−𝑙

(2𝑙 + 1) exp

[︂
−
𝐸𝑙𝜇

𝑇

]︂
,

𝐼⊥ =𝐼1 = 𝐼2 ̸= 𝐼3 = 𝐼‖ 𝑍 =
∞∑︁
𝑙=0

𝑙∑︁
𝜇=−𝑙

(2𝑙 + 1) exp

[︂
−ℏ2𝑙(𝑙 + 1)

2𝐼⊥𝑇
− ℏ2𝜇2

2𝑇

(︂
1

𝐼‖
− 1

𝐼⊥

)︂]︂
,

𝐼1 = 𝐼2 = 𝐼3 = 𝐼 𝑍 =

∞∑︁
𝑙=0

(2𝑙 + 1)2 exp

[︂
−ℏ2𝑙(𝑙 + 1)

2𝐼𝑇

]︂
,

𝐼 =𝐼1 = 𝐼2, 𝐼3 = 0 𝑍 =

∞∑︁
𝑙=0

(2𝑙 + 1) exp

[︂
−ℏ2𝑙(𝑙 + 1)

2𝐼𝑇

]︂
.

Особливiстю теплоємностi дзиги (i ротатора) є її немонотонна залежнiсть вiд температури.
В класичному випадку гамiльтонiан дзиги має вигляд 𝐻 = 1

2

∑︀
𝑖𝑗 𝑇𝑖𝑗𝑝𝑖𝑝𝑗 , де iндекси пробiгають множи-

ну кутiв Ейлера {𝜑, 𝜃, 𝜓}, T−1 = A⊤IA, I – тензор моменту iнерцiї, а матриця A зв’язує кутовi швидкостi
у системi координат дзиги з похiдними кутiв Ейлера: 𝜔𝑖 =

∑︀
𝑗 𝐴𝑖𝑗𝛼̇𝑗 , i має наступний вигляд:

A =

⎛⎝sin 𝜃 sin𝜓 cos𝜓 0
sin 𝜃 cos𝜓 − sin𝜓 0

cos 𝜃 0 1

⎞⎠ .

Тодi

𝑍 =

∫︁ √︀
det(2𝜋T−1)

(2𝜋ℏ)3
d𝜑 d𝜃 d𝜓 =

√
𝜋

(︂
2𝐼𝑇

ℏ2

)︂3/2

,

де 𝐼 = 3
√
det I = 3

√
𝐼1𝐼2𝐼3, звiдки 𝐶 = 3/2. Для ротатора

𝐻 =
1

2𝐼

(︃
𝑝2𝜃 +

𝑝2𝜑

sin2 𝜃

)︃
, 𝑍 =

2𝐼𝑇

ℏ2
, 𝐶 = 1.

Для класичної дзиги в зовнiшньому потенцiальному полi розподiл Больцмана одержимо, проiнтегру-
вавши канонiчний розподiл по iмпульсах i врахувавши, що detA = − sin 𝜃:

𝜌(𝜑, 𝜃, 𝜓) = 𝑐 exp

[︂
−𝑈(𝜑, 𝜃, 𝜓)

𝑇

]︂
sin 𝜃.

Як видно, розподiл Больцмана не залежить нi вiд моменту iнерцiї, нi вiд орiєнтацiї системи координат
дзиги. Те ж саме одержимо i для ротатора.

Фiзичним прикладом iзольованих систем є атоми i молекули iзольованi або в газовiй фазi. Для атома
ступенi вiльностi це виключно квантовi ступенi вiльностi електронної пiдсистеми. Для двоатомної моле-
кули додаються двi обертальнi ступенi вiльностi i одна коливна. Для 𝑛-атомної молекули є всього три
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обертальнi ступенi вiльностi i 3(𝑛− 2) коливних. Зрозумiло, що роздiлення на електроннi, коливнi i обер-
тальнi ступенi вiльностi наближене i грунтується на рiзних енергетичних масштабах цих процесiв: оптика
для електронних переходiв, iнфрачервоний дiапазон для коливних мод i мiкрохвилi для обертального спе-
ктру. Наприклад, для молекули водню електроннi терми мають порядок енергiї дисоцiацiї, яка дорiвнює
4.5 eV, частота коливань дорiвнює 0.55 eV, обертальна постiйна ℏ2

2𝐼 = 7.5 meV.
Слiд мати на увазi, що для частинки в потенцiалi, спадаючому на нескiнченностi, в статистичнiй сумi

необхiдно враховувати як дискретний так i неперервний спектри. При цьому для системи з нескiнченним
дискретним спектром (умовою цього є розбiжнiсть iнтегралу

∫︀
∞(−𝑈)3/2 d𝑉 ) статистична сума дискре-

тного спектру розбiгається, якщо не врахувати скiнченнiсть об’єму. Поправки до власних значень енергiї
показниково малi, тому ними можна знехтувати. Скiнченну ж кiлькiсть станiв, зумовлену скiнченнiстю
об’єму, треба врахувати. При цьому зауважимо, що кiлькiсть станiв пропорцiйна

∫︀
𝑉 (−𝑈)3/2 d𝑉 = 𝑜(𝑉 ),

оскiльки на нескiнченностi 𝑈 → 0, тому термодинамiчна границя визначена для таких систем. Це ж
стосується i класичного випадку.

§7. Iдеальний класичний газ

Газ – система частинок, вiдстань мiж якими значно перевищує їх розмiри. В цьому випадку внутрiшнi
ступенi вiльностi кожної частинки i трансляцiйний рух частинки як цiлого вiдокремлюються:∑︁

𝑖

𝐻 in
𝑖 +𝐻tr,

де

𝐻tr =
∑︁
𝑖

𝑝2𝑖
2𝑚𝑖

+
∑︁
𝑖

𝑈 𝑒
𝑖 + 𝑈 int,

причому пiд потенцiальною енергiєю частинок у зовнiшньому полi i енергiєю мiжчастинкової взаємодiї
потрiбно розумiти усередненi по внутрiшнiм ступеням вiльностi величини (нагадаємо, що для парної
взаємодiї 𝑈 int =

∑︀
𝑖<𝑗 𝜑𝑖𝑗). Таким чином, для газу тотожних частинок в термостатi матимемо 𝑍 = 𝑍tr𝑍

𝑁
in .

Газ вважається класичним, якщо середня вiдстань мiж частинками (
√
2𝑛−1/3 для щiльної упаковки)

значно перевищує їх довжину хвилi де Бройля (2𝜋ℏ/𝑝), тобто 𝑛−1/3 ≫ ℏ/
√
𝑚𝑇 , наприклад, для повiтря в

нормальних умовах
√
2𝜋ℏ𝑛−1/3
√
3𝑚𝑇

≈ 0.006. Для класичного газу в термостатi iмпульси вiдокремлюються вiд
координат: 𝑍tr = 𝑍𝐾𝑍𝑈 , де

𝑍𝐾 =

(︂
𝑚𝑇

2𝜋ℏ2

)︂ 3
2
𝑁

,

причому пiд величиною 𝑚 розумiється середня геометрична по всiх ступенях вiльностi маса. Розподiл по
iмпульсах (швидкостях) повнiстю факторизується по ступенях вiльностi, для окремої ступенi вiльностi
має вигляд

𝜌(𝑣) =

√︂
2𝜋𝑚

𝑇
exp

(︂
−𝑚𝑣

2

2𝑇

)︂
i називається розподiлом Максвела.

Газ вважається iдеальним, якщо середня енергiя взаємодiї мiж частинками набагато менша їх кiнети-
чної енергiї. Практичним критерiєм є малiсть величини 𝐵(𝑇 )𝑛, де 𝐵(𝑇 ) – другий вiрiальний коефiцiєнт,
наприклад, для повiтря в нормальних умовах |𝐵𝑛| ≈ 0.001. Для оцiнки можна також використовувати
величину 𝑛gas/𝑛liq. Для iдеального газу 𝐻 =

∑︀
𝑖𝐻𝑖. Для iдеального класичного газу тотожних частинок

розподiл координат факторизується по частинках, для окремої частинки вiн має вигляд

𝜌(𝑥) = 𝑐 exp

(︂
−𝑈

𝑒(𝑥)

𝑇

)︂
i називається розподiлом Больцмана. Оскiльки в цьому випадку

𝑍𝑈 =

[︂∫︁
exp

(︂
−𝑈

𝑒(𝑥)

𝑇

)︂
d𝑉

]︂𝑁
,
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то
𝑍𝑁 =

1

𝑁 !
𝑍𝑁
1 , Ξ = exp (𝜉𝑍1) , 𝑁 = 𝜉𝑍1.

Зокрема, якщо зовнiшнє поле вiдсутнє, то 𝑍𝑈 = 𝑉 𝑁 . Хiмiчний потенцiал класичного iдеального газу

𝜇 = 𝑈 𝑒 + 𝑇 ln
𝑛

𝑍𝐾
1 𝑍

in
1

,

де 𝑈 𝑒 – середнiй потенцiал зовнiшнiх сил. Наприклад для повiтря в нормальних умовах без врахування
внутрiшнiх ступенiв вiльностi 𝜇 = −0.39 eV.

§8. Iдеальний квантовий газ

Для iдеального квантового газу з одночастинковими станами2 𝑖 за повний набiр квантових чисел
вiзьмемо числа заповнення 𝑛𝑖 – кiлькiсть частинок у станi 𝑖. Для фермiонiв 𝑛𝑖 = 0, 1, для бозонiв 𝑛𝑖 ∈ Z+.
Тодi 𝑁 =

∑︀
𝑖 𝑛𝑖, 𝐸 =

∑︀
𝑖 𝑛𝑖𝜀𝑖, де 𝜀𝑖 – енергiя 𝑖-го рiвня.

Для iдеального квантового газу звичайну статистичну суму в явному виглядi обчислити неможливо.
Зате велика статистична сума береться легко, оскiльки у великому канонiчному ансамблi розподiл чисел
заповнення факторизується по станах, тобто

𝜌 ({𝑛𝑖}) =
∏︁
𝑖

𝜌(𝑛𝑖), де 𝜌(𝑛𝑖) = Ξ−1
𝑖 exp

[︂
−𝑛𝑖(𝜀𝑖 − 𝜇)

𝑇

]︂
,

або ж для статистичної суми

Ξ =
∞∑︁

𝑁=0

∑︁
{𝑛𝑖}:

∑︀
𝑖 𝑛𝑖=𝑁

exp

[︃
−
∑︁
𝑖

𝑛𝑖(𝜀𝑖 − 𝜇)

𝑇

]︃
=
∑︁
{𝑛𝑖}

∏︁
𝑖

exp

[︂
−𝑛𝑖(𝜀𝑖 − 𝜇)

𝑇

]︂
≡
∏︁
𝑖

Ξ𝑖,

де Ξ𝑖 – велика статистична сума для 𝑖-го рiвня. З урахуванням статистики одержимо

Ξ𝑖 =
(︁
1± 𝑒−

𝜀𝑖−𝜇

𝑇

)︁±1
,

тут i надалi верхнiй знак вiдповiдає статистицi Фермi–Дiрака, а нижнiй — Бозе–Ейнштейна. Використо-
вуючи загальнi формули для великого канонiчного ансамблю, а також охоплюючи випадок неперервного
спектру, одержимо:

𝑁 =
∑︁
𝑖

1

𝑒
𝜀𝑖−𝜇

𝑇 ± 1
=

∫︁
𝑔(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 ± 1

, (8.1а)

𝐸 =
∑︁
𝑖

𝜀𝑖

𝑒
𝜀𝑖−𝜇

𝑇 ± 1
=

∫︁
𝜀𝑔(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 ± 1

, (8.1б)

−Ω = ±𝑇
∑︁
𝑖

ln
(︁
1± 𝑒−

𝜀𝑖−𝜇

𝑇

)︁
=

∫︁ ∞ Γ(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 ± 1

. (8.1в)

В останнiй рiвностi нескiнченнiсть верхньої межi принципова, при виводi ми скористалися тотожнiстю

±𝑇
∫︁ ∞

ln
(︁
1± 𝑒−

𝜀−𝜇
𝑇

)︁
𝑔(𝜀) d𝜀 =

∫︁ ∞ Γ(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 ± 1

± 𝑇 lim
𝜀→∞

Γ(𝜀) ln
(︁
1± 𝑒−

𝜀−𝜇
𝑇

)︁
=

∫︁ ∞ Γ(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 ± 1

,

справедливою якщо повна кiлькiсть станiв росте повiльнiше експоненти (для систем зi скiнченною кiль-
кiстю ступенiв вiльностi це завжди так — рiст Γ степеневий). З формул (8.1) можна одержати всi iншi
термодинамiчнi величини: рiвняння стану знаходиться зi спiввiдношення −Ω = 𝑝𝑉 , теплоємнiсть обчи-
слюється через енергiю, а ентропiю можна виразити з формули 𝑆𝑇 = 𝐸 − 𝜇𝑁 + 𝑝𝑉 . Для теплоємностi
можна виписати i явну формулу:

𝐶𝜇 =
∑︁
𝑖

(︂
𝜀𝑖 − 𝜇

𝑇

)︂2 𝑒
𝜀𝑖−𝜇

𝑇(︁
𝑒

𝜀𝑖−𝜇

𝑇 ± 1
)︁2 .

2Звернiть увагу на змiну позначень квантових чисел у порiвняннi з iншими параграфами.
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Якщо ж система належить до канонiчного ансамблю, то отриманi формули дають вiдповiдь лише в
термодинамiчнiй границi, причому хiмiчний потенцiал треба виразити з першого рiвняння (8.1а). Явний
вигляд теплоємностi в цьому випадку такий:

𝐶𝑁 = 𝐶𝜇 − 𝑇

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝑇

)︂2

𝜇

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝜇

)︂−1

𝑇

,

де

𝑇

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝑇

)︂
𝜇

=
∑︁
𝑖

(︂
𝜀𝑖 − 𝜇

𝑇

)︂
𝑒

𝜀𝑖−𝜇

𝑇(︁
𝑒

𝜀𝑖−𝜇

𝑇 ± 1
)︁2 , 𝑇

(︂
𝜕𝑁

𝜕𝜇

)︂
𝑇

=
∑︁
𝑖

𝑒
𝜀𝑖−𝜇

𝑇(︁
𝑒

𝜀𝑖−𝜇

𝑇 ± 1
)︁2 .

Флуктуацiї чисел заповнень незалежнi для рiзних рiвнiв i дорiвнюють

∆𝑛2 = 𝑛(1∓ 𝑛).

Для канонiчного ансамблю при високих температурах i низьких концентрацiях таких, що −𝜇≫ 𝑇 , або

те ж саме, що 𝜉 ≡ 𝑒
𝜇
𝑇 ≪ 1, одержимо

(︁
𝑒

𝜀−𝜇
𝑇 ± 1

)︁−1
≈ 𝑒−

𝜀−𝜇
𝑇 ≡ 𝑒−

𝜀
𝑇 𝑒

𝜇
𝑇 , тобто формули класичного газу. В

протилежному випадку матимемо так званий вироджений квантовий газ, поведiнка якого залежить вiд
статистики.

Для фермi-газу при малих температурах хiмiчний потенцiал прямує до деякого додатного значення
𝜇0 = 𝜇(𝑇 = 0) > 0, яке називають фермi-енергiєю, 𝜀F = 𝜇0. Фермi-газ при 𝑇 ≪ 𝜇0 (𝜉 ≫ 1) називається
виродженим. В цьому випадку використовується таке асимптотичне розвинення:∫︁ ∞

0

𝑓(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 + 1

=

∫︁ 𝜇

0
𝑓(𝜀) d𝜀+

∫︁ ∞

0

𝑓(𝜇+ 𝑥𝑇 )− 𝑓(𝜇− 𝑥𝑇 )

𝑒𝑥 + 1
𝑇 d𝑥+ 𝑇𝑒−

𝜇
𝑇

∫︁ ∞

0

𝑓(−𝑥𝑇 )𝑑𝑥
𝑒𝑥 + 𝑒−

𝜇
𝑇

=

∫︁ 𝜇

0
𝑓(𝜀) d𝜀+

∞∑︁
𝑛=1

2
(︀
1− 21−2𝑛

)︀
𝜁(2𝑛)𝑓 (2𝑛−1)(𝜇)𝑇 2𝑛 +𝑂

(︁
𝑒−

𝜇
𝑇

)︁
≈
∫︁ 𝜇

0
𝑓(𝜀) d𝜀+

𝜋2

6
𝑓 ′(𝜇)𝑇 2 +

7𝜋4

360
𝑓 ′′′(𝜇)𝑇 4 ≈

∫︁ 𝜇0

0
𝑓(𝜀) d𝜀+ 𝑓(𝜇0)(𝜇− 𝜇0) +

𝜋2

6
𝑓 ′(𝜇0)𝑇

2.

Зокрема для числа частинок матимемо

𝑁 ≈ Γ(𝜇) +
𝜋2

6
𝑔′(𝜇)𝑇 2,

обертаючи цю формулу одержимо

𝜇 ≈ 𝜇0 −
𝜋2

6
(ln 𝑔(𝜇0))

′ 𝑇 2,

де 𝜇0 визначається з рiвняння 𝑁 = Γ(𝜇0). Для рiвняння стану i теплоємностi матимемо:

𝑝𝑉 ≈
∫︁ 𝜇0

0
Γ(𝜀) d𝜀, 𝐶𝑉 ≈ 𝜋2

3
𝑔(𝜇0)𝑇.

Для бозе-газу при малих температурах хiмiчний потенцiал прямує до нуля знизу (𝜉 → 1− 0), причому
для певного класу систем може бути 𝜇(𝑇𝑐) = 0 вже при деякiй ненульовiй температурi 𝑇𝑐. В цьому випадку
вiдбувається так звана бозе-конденсацiя — фазовий перехiд другого роду в стан, коли на нульовому рiвнi
енергiї опиняється скiнченна доля частинок вiд їх повної кiлькостi — так званий бозе-конденсат — ма-
кроскопiчна система зi спiльною хвильовою функцiєю3. Нижче точки фазового переходу несконденсована
частина газу мiстить

𝑁𝜀>0 =

∫︁ ∞

0

𝑔(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀
𝑇 ± 1

частинок, а сама точка фазового переходу, очевидно, визначається з рiвняння 𝑁𝜀>0 = 𝑁 . Теплоємнiсть i
тиск визначаються виключно несконденсованою частиною газу:

𝐸 =

∫︁ ∞

0

𝜀𝑔(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀
𝑇 ± 1

, 𝑝𝑉 =

∫︁ ∞

0

Γ(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀
𝑇 ± 1

,

3Див. наприклад Dalfovo F, Giorgini S, Pitaevskii L P, Stringari S, Theory of Bose-Einstein condensation in trapped gases,
RMP 71, 463 (1999).
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i разом з величиною 𝑁𝜀>0 не залежать вiд кiлькостi частинок, оскiльки всi новi частинки в системi осiда-
ють на нульовий рiвень. Для аналiзу термодинамiчних величин вище точки фазового переходу викори-
стовується формула∫︁ ∞

0

𝑓(𝜀)𝜀𝛼−1 d𝜀

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 − 1

=

∫︁ ∞

0

𝑓(𝜀)− 𝑓(𝜇)

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 − 1

𝜀𝛼−1 d𝜀+ 𝑓(𝜇)𝑇𝛼Γ(𝛼)Li𝛼

(︁
𝑒

𝜇
𝑇

)︁
≈
∫︁ ∞

0

𝑓(𝜀)− 𝑓(0)

𝑒
𝜀
𝑇 − 1

𝜀𝛼−1 d𝜀

+

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁ ∞

0

(𝑓(𝜀)− 𝑓(0)) 𝑒
𝜀
𝑇 − 𝑇𝑓 ′(0)

(︁
𝑒

𝜀
𝑇 − 1

)︁
(︁
𝑒

𝜀
𝑇 − 1

)︁2 𝜀𝛼−1 d𝜀− 𝑇𝛼Γ(𝛼)
(︀
𝜁(𝛼− 1)𝑓(0) + 𝑇𝜁(𝛼)𝑓 ′(0)

)︀⎫⎪⎬⎪⎭
(︂
−𝜇
𝑇

)︂

+ 𝑇𝛼 𝜋

sin𝜋𝛼

(︂
−𝜇
𝑇

)︂𝛼−1

(𝑓(0) + 𝑓 ′(0)𝜇).

Для iлюстрацiї розглянемо три принципово рiзнi класи систем.
1. Газ iз спектром 𝜀 = 𝑝2/2𝑚 (газ електронiв у металах i бiлих карликах):

Γ(𝜀) =
𝑔in

√
2𝑚3/2

3𝜋2ℏ3
𝑉 𝜀3/2, 𝑔(𝜀) =

𝑔in𝑚
3/2

√
2𝜋2ℏ3

𝑉
√
𝜀,

де 𝑔in – кратнiсть виродження по внутрiшнiм ступеням вiльностi. Позначимо

𝛾 = 𝑔in

(︁ 𝑚

2𝜋ℏ2
)︁3/2

.

Хiмiчний потенцiал визначається рiвнянням

𝑛 =
𝑔in𝑚

3/2

√
2𝜋2ℏ3

∫︁ ∞

0

√
𝜀d𝜀

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 ± 1

= ∓𝛾𝑇 3/2Li3/2 (∓𝜉) .

Основнi термодинамiчнi величини набирають вигляду:

𝑝 = ∓𝛾𝑇 5/2Li5/2 (∓𝜉) , 𝐸 =
3

2
𝑝𝑉, 𝑆 =

𝑉

𝑇

(︂
5

2
𝑝− 𝜇𝑛

)︂
,

𝐶𝑉 =
3

2
𝑉

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑇

)︂
𝑉

=
3

2
𝑁

[︂
5

2

Li5/2 (∓𝜉)
Li3/2 (∓𝜉)

− 3

2

Li3/2 (∓𝜉)
Li1/2 (∓𝜉)

]︂
.

Класична границя, 𝑛≪ 𝛾𝑇 3/2:

𝜉 ≈ 𝑛

𝛾𝑇 3/2

(︂
1± 𝑛

𝛾23/2𝑇 3/2

)︂
, 𝑝 ≈ 𝑛𝑇

(︂
1± 𝑛

𝛾25/2𝑇 3/2

)︂
, 𝐶𝑉 ≈ 3

2
𝑁

(︂
1∓ 𝑛

𝛾27/2𝑇 3/2

)︂
.

Вироджений фермi-газ, 𝑛≫ 𝛾𝑇 3/2:

𝜇0 =

(︂
6𝜋2

𝑔in

)︂2/3 ℏ2

2𝑚
𝑛2/3, 𝜇 ≈ 𝜇0

(︃
1− 𝜋2

12

(︂
𝑇

𝜇0

)︂2
)︃
,

𝑝 ≈ 2

5
𝜇0𝑛

(︃
1 +

5𝜋2

12

(︂
𝑇

𝜇0

)︂2
)︃

∼ 𝑛5/3, 𝐶𝑉 ≈ 𝑁
𝜋2

2

𝑇

𝜇0
∼ 𝑇𝑛−2/3.

Для металiв фермi-енергiя має порядок 1-10 eV, для бiлих карликiв сягає 104-105 eV. Вироджений бозе-газ:
вiдбувається бозе-конденсацiя при 𝑛𝑐 = 𝛾𝜁(3/2)𝑇

3/2
𝑐 i 𝑝𝑐 = 𝛾𝜁(5/2)𝑇

5/2
𝑐 . Нижче точки фазового переходу

маємо

𝑛𝜀>0 = 𝑛𝑐

(︂
𝑇

𝑇𝑐

)︂3/2

, 𝑝 = 𝑝𝑐

(︂
𝑇

𝑇𝑐

)︂5/2

, 𝐶𝑉 =
15

4
𝛾𝜁(5/2)𝑉 𝑇 3/2.

Вище точки фазового переходу маємо

𝐶𝑉 ≈ 15

4
𝛾𝜁(5/2)𝑉 𝑇 3/2

(︂
1− 3

10𝜋

𝜁(3/2)3

𝜁(5/2)

(︂
1− 𝑛

𝛾𝜁(3/2)𝑇 3/2

)︂)︂
,



24 Роздiл III. МОДЕЛI БЕЗ ВЗАЄМОДIЇ

тобто теплоємнiсть неперервна, але її похiдна по температурi має стрибок 27
16𝜋 𝜁(3/2)

2𝑁
𝑇 .

2. Спектр зi щiлиною на прикладi iдеального газу електронiв з можливiстю утворення електрон-
позитронних пар. Спектр має двi гiлки ±

√︀
𝑚2𝑐4 + 𝑝2𝑐2, роздiленi щiлиною ширини 2𝑚𝑐2. Енергiя си-

стеми необмежена знизу, тому вводять поняття “моря” електронiв Дiрака, тобто стани на нижнiй гiлцi
спектру вважаються майже повнiстю заповненими. В цьому випадку замiсть повного числа електронiв,
яке нескiнченне, фiксують рiзницю мiж повним їх числом i числом станiв на нижнiй гiлцi спектру:

𝑁 =

∫︁ ∞

−∞

𝑔(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 + 1

−
∫︁ 0

−∞
𝑔(𝜀) d𝜀 =

∫︁ ∞

𝑚𝑐2

𝑔(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 + 1

−
∫︁ −𝑚𝑐2

−∞

𝑔(𝜀) d𝜀

1 + 𝑒
𝜇−𝜀
𝑇

=

∫︁ ∞

𝑚𝑐2

𝑔(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀−𝜇
𝑇 + 1

−
∫︁ ∞

𝑚𝑐2

𝑔(−𝜀) d𝜀
𝑒

𝜀+𝜇
𝑇 + 1

.

Перший iнтеграл – число електронiв на додатнiй гiлцi, взятий з протилежним знаком другий iнтеграл
можна розглядати як число дiрок в “морi” електронiв Дiрака. Цi квазiчастинки називають позитронами,
вони мають таку ж щiльнiсть станiв 𝑔(−𝜀) ≡ 𝑔(𝜀) як i електрони, але протилежнi за знаком заряд i
хiмiчний потенцiал. Якщо зсунути для зручностi вiдлiк енергiї в обох iнтегралах на величину енергiї
спокою, то рiвняння на хiмiчний потенцiал перепишеться в такому виглядi:

𝑁 =

∫︁ ∞

0

𝑔(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀+𝑚𝑐2−𝜇

𝑇 + 1
−
∫︁ ∞

0

𝑔(𝜀) d𝜀

𝑒
𝜀+𝑚𝑐2+𝜇

𝑇 + 1
≡ 𝑁𝑒 −𝑁𝑝,

де

𝑔(𝜀) =
𝑉

𝜋2ℏ3𝑐3
(𝜀+𝑚𝑐2)

√︀
𝜀(𝜀+ 2𝑚𝑐2).

У вакуумi 𝑁𝑒 = 𝑁𝑝, а отже 𝜇 = 0. Якщо 𝑇 ≪ 𝑚𝑐2, то

𝑛𝑒 ≈
4𝜋

√
2𝜋

𝜆3𝑒

(︂
𝑇

𝑚𝑐2

)︂3/2

exp

(︂
−𝑚𝑐

2

𝑇

)︂
,

де 𝜆𝑒 = 2𝜋ℏ
𝑚𝑐 ≈ 2.43× 10−10 cm – комптонiвська довжина хвилi електрона.

3. Системи з народженням i поглинанням частинок на прикладi рiвноважного газу фотонiв (модель
випромiнювання абсолютно чорного тiла). В цiй моделi кожна мода електромагнiтного поля перебуває в
тепловiй рiвновазi з термостатом, який випромiнює i поглинає фотони, а термiн “чорне тiло” означає, що
температура термостата не залежить вiд частоти фотонiв. Пiд таким кутом зору дану систему природнiше
розглядати як ансамбль конфiгурацiйно iзольованих систем. В контекстi ж квантових газiв це, очевидно,
газ iз 𝜇 = 0. Враховуючи зв’язок 𝜀 = ℏ𝜔, замiсть розподiлу по енергiям для газу фотонiв практичнiше
користуватися розподiл по частотам. Густину станiв знаходимо за спектром 𝜀 = ℏ𝜔 = 𝑐𝑝 з урахуванням
двократної виродженостi по поляризацiї, що дає

Γ(𝜔) =
𝑉

3𝜋2𝑐3
𝜔3, 𝑔(𝜔) =

𝑉

𝜋2𝑐3
𝜔2.

Розподiл енергiї випромiнювання по частотам набирає вигляду

d𝐸

𝑉 d𝜔
=

ℏ
𝜋2𝑐3

𝜔3

𝑒ℏ𝜔/𝑇 − 1

i називається формулою Планка. Максимум густини d𝐸/d𝜆, де 𝜆 = 2𝜋𝑐/𝜔, спостерiгається при

𝜆max𝑇 =
2𝜋ℏ𝑐

5 + LambertW (−5𝑒−5)
≈ 0.286 cmK

– закон змiщення Вiна. Термодинамiчнi величини знаходяться з використанням формули∫︁ ∞

0

𝑥𝑠−1𝑑𝑥

𝑒𝑥 − 1
= 𝜁(𝑠)Γ(𝑠),

що дає

𝑘𝑁 =
120𝜁(3)

𝜋4
𝜎

𝑐
𝑉 𝑇 3, 𝐸 =

4𝜎

𝑐
𝑉 𝑇 4, 𝑝 =

4𝜎

3𝑐
𝑇 4, 𝑆 =

16𝜎

3𝑐
𝑉 𝑇 3, 𝐶𝑉 = 𝑘

16𝜎

𝑐
𝑉 𝑇 3,
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причому формули записанi в системi одиниць, де температура виражається в Кельвiнах, а

𝜎 =
𝜋2𝑘4

60ℏ3𝑐2

– постiйна Стефана–Больцмана. За вiдомою формулою електродинамiки потiк енергiї випромiнювання

𝐼 = ⟨𝑤(𝑣)𝑣𝑛+⟩ = 𝜎𝑇 4,

де 𝑤 ≡ 𝑛ℏ𝜔 – об’ємна густина енергiї.
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