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Передмова

Даний конспект лекцiй пишеться в дусi фундаментального пiдручника Ландау [1] — тобто для фiзикiв-
теоретикiв. За стилем i обсягом викладеного матерiалу вiн бiльше вiдповiдає посiбнику (“handbook”), нiж
пiдручнику (“textbook”). Аналогiчно пiдручнику Ландау [1], даний конспект не розрахований для “першого
читання” i, безперечно, не може замiнити [1], однак є важливим доповненням останнього в таких пунктах:

• Чiтко i лаконiчно викладено математичний формалiзм i фiзичнi принципи квантової механiки.

• Розширено клас важливих прикладiв (частково з [3]): еволюцiя гаусового пакету в однорiдному полi,
дельта-потенцiал, багатовимiрнi точно розв’язнi задачi, резонансне тунелювання тощо.

• Зонний спектр включено до основної частини курсу — у десятитомнику Ландау цей матерiал роз-
мiщено в 9-му томi.

• Розiбрано приклади на матрицю густини.

• Детальнiше розглянуто багаточастинковi системи.

• Розглянуто чисельнi методи.

Крiм того в конспектi немає розв’язання рiвнянь в частинних похiдних — є лише розв’язки, математичну
технiку можна знайти в математичних посiбниках, наприклад [4].
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Роздiл I

Принципи квантової механiки

§1. Математичний апарат квантової механiки

Основним математичним об’єктом у квантовiй механiцi є сепарабельний гiльбертiв простiр. В цьому
параграфi викладенi основи аналiзу в таких просторах.

Нагадаємо, що скалярний добуток задається властивостями:

1) ⟨𝜑|𝜓⟩ = ⟨𝜓|𝜑⟩,
2) ⟨𝜑|𝜆𝜓⟩ = 𝜆⟨𝜑|𝜓⟩,
3) ⟨𝜑|𝜓1 + 𝜓2⟩ = ⟨𝜑|𝜓1⟩+ ⟨𝜑|𝜓2⟩,
4) ⟨𝜓|𝜓⟩ ⩾ 0, причому рiвнiсть досягається лише при 𝜓 = 0.

Гiльбертiв простiр ℋ — це повний (всяка фундаментальна послiдовнiсть збiгається) нескiнченновимiр-
ний евклiдiв простiр (лiнiйний простiр зi скалярним добутком). Гiльбертiв простiр самоспряжений, тому
лiнiйнi функцiонали ототожнюються з бiлiнiйними формами: ⟨𝜑|A𝜓⟩ ≡ ⟨𝜑|A|𝜓⟩. Ми використовуємо позна-
чення Дiрака: елементи гiльбертового простору позначаємо кет-векторами |𝜓⟩, а елементи спряженого
простору — бра-векторами ⟨𝜓|. Спряженi оператори визначаються рiвнiстю: ∀𝜑, 𝜓 ∈ ℋ ⟨A+𝜑|𝜓⟩ = ⟨𝜑|A𝜓⟩.

Спектр оператора A — це множина таких чисел 𝑎, що оператор A−𝑎 необоротний. Вiн однозначно роз-
кладається на точковий i неперервний спектри. Перший — це множина власних значень, тобто розв’язкiв
рiвняння A𝜓 = 𝑎𝜓. Другий — це множина таких 𝑎, що оператор (A− 𝑎)−1 визначений, але не скрiзь.

Оператор A називається самоспряженим (ермiтовим), якщо A+ = A. В гiльбертовому просторi спектр
самоспряженого оператора дiйсний, власнi функцiї ортогональнi, а для самого оператора визначене спе-
ктральне розвинення A =

∫︀
𝑎 dP(𝑎), де P – спектральна функцiя така, що P(𝑎) – проектор, i P зростає

вiд P(−∞) = 0 до P(+∞) = 1. Будь-яка функцiя вiд оператора в термiнах спектрального розвинення
має вигляд 𝑓(A) =

∫︀
𝑓(𝑎) dP(𝑎). Оператор називається компактним, якщо вiн всяку слабо збiжну по-

слiдовнiсть (збiжнiсть за скалярним добутком) переводить у сильно збiжну (збiжнiсть за нормою). У
банаховому просторi (повному нормованому просторi) спектр компактного оператора чисто точковий:
злiченний з точкою згущення на нескiнченностi (або взагалi скiнченний), причому кратнiсть виродження
спектру скiнченна. Оператор, зберiгаючий скалярний добуток, називається унiтарним, вiн задовольняє
спiввiдношення U−1 = U+. Унiтарний оператор завжди можна подати у виглядi U = exp(iA), де A – деякий
самоспряжений оператор. Проектором називається такий оператор P, що P2 = P. ∀𝜓 ∈ ℋ вектор P𝜓 на-
лежить пiдпростору проектування, trP дає розмiрнiсть цього пiдпростору. Якщо {𝜑𝑛} – ортонормований
базис пiдпростору проектування, то P =

∑︀
𝑛 |𝜑𝑛⟩⟨𝜑𝑛|.

Гiльбертiв простiр називається сепарабельним, якщо в ньому iснує злiченна скрiзь щiльна множина.
Основнi властивостi сепарабельних гiльбертових просторiв такi:

1. Всi сепарабельнi гiльбертовi простори iзоморфнi мiж собою.

2. Iснує ортогональна проекцiя будь-якого елемента 𝜓 ∈ ℋ на будь-який замкнутий пiдпростiр ℳ,
причому розклад 𝜓 = 𝜓ℳ + 𝜓ℳ⊥ єдиний. Тому iснує поняття прямої суми i рiзницi замкнутих
пiдпросторiв.
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3. Iснує повний ортонормований базис {𝜑𝑛}, тобто ∀𝜓 ∈ ℋ, 𝜓 =
∑︀

𝑛 𝑐𝑛𝜑𝑛, де 𝑐𝑛 ≡ ⟨𝜑𝑛|𝜓⟩, i
∑︀

𝑛 |𝑐𝑛|2 =
⟨𝜓|𝜓⟩.

4. Всякий компактний самоспряжений оператор має повну ортонормовану систему власних функцiй,
а його спектральне розвинення можна подати у виглядi: A =

∑︀
𝑎 |𝑎⟩𝑎⟨𝑎|.

§2. Фiзичнi принципи квантової механiки

Формалiзм квантової механiки можна стисло подати в наступнiй формi. Фiзичнi величини (спосте-
режуванi) описуються самоспряженими операторами сепарабельного гiльбертового простору, а стани
квантової системи — одиничними векторами цього простору. Еволюцiя iзольованої квантової системи
описується групою унiтарних перетворень U𝑡 = exp(−iH𝑡/ℏ), де H – гамiльтонiан. Це внутрiшнiй свiт
квантової механiки. Реально проявляє вiн себе через процес вимiрювання таким чином: якщо для систе-
ми в станi 𝜓 вимiрюється фiзична величина 𝐴, то можливi одержуванi значення спiвпадають зi спектром
її оператора A. При цьому значення 𝑎 одержується з iмовiрнiстю |⟨𝑎|𝜓⟩|2, де |𝑎⟩ вiдповiдна власна фун-
кцiя оператора A, а пiсля вимiрювання система опиняється у станi |𝑎⟩. Нижче пояснимо, чому саме така
побудова.

Фiзичний принцип суперпозицiї станiв вимагає лiнiйностi простору. Щоб величини |⟨𝑎|𝜓⟩|2 були ймовiр-
ностями необхiдне одиничне нормування станiв, ⟨𝜓|𝜓⟩ = 1. Самоспряженiсть оператора гарантує дiйснiсть
вимiрюваних значень. Фiзика квантових явищ не повинна залежати вiд конкретної реалiзацiї гiльберто-
вого простору, тому потрiбна сепарабельнiсть. Принцип вiдтворюваностi фiзичних вимiрювань забезпе-
чується тим, що при подальшому вимiрюваннi цiєї ж фiзичної величини буде отримуватися одне й те
ж значення, оскiльки власнi функцiї ортогональнi. Унiтарнiсть оператора еволюцiї потрiбна для збере-
ження одиничного нормування станiв. Для забезпечення принципiв причинностi i однорiдностi вiдносно
часу необхiдно, щоб U𝑡+𝜏 = U𝑡U𝜏 , тобто сiм’я U𝑡 має бути напiвгрупою. Оборотнiсть же вимагає групової
структури. Оператор еволюцiї можна узагальнити i на залежнi вiд часу гамiльтонiани: формально мати-
мемо U𝑡 = exp

(︁
− i

ℏ
∫︀ 𝑡
0 H(𝜏) d𝜏

)︁
. Явний вигляд оператора H, так само як i iнших операторiв, виводиться з

принципу вiдповiдностi: при ℏ → 0 повиннi одержати класичну механiку.
Сам акт вимiрювання спостережуваної 𝐴 описується проектором на один з власних векторiв оператора

A: P𝑎 = |𝑎⟩⟨𝑎|, так що P𝑎𝜓 ≡ (⟨𝑎|𝜓⟩)|𝑎⟩. Середнє ж значення вимiрювання дається, очевидно, формулою
⟨𝐴⟩ =

∑︀
𝑎 |⟨𝑎|𝜓⟩|2 ≡ ⟨𝜓|A|𝜓⟩.

Динамiчнi рiвняння квантової механiки можна записати рiзними способами. Рiч у тiм, що у формулi
|⟨𝑎|U𝑡|𝜓⟩|2 оператор еволюцiї можна в будь-якiй пропорцiї приписати i до лiвої (оператор) i до правої
(стан) функцiї. В крайнiх випадках одержимо вiдповiдно рiвняння Гейзенберга i Шредингера. В першо-
му випадку хвильова функцiя стала, а оператори змiнюються за законом A(𝑡) = U−1

𝑡 A(0)U𝑡, так що в
диференцiальнiй формi одержимо рiвняння Гейзенберга:

iℏ
dA

d𝑡
= [A,H] ,

або в загальнiшiй формi:

iℏ
dA

d𝑡
= iℏ

𝜕A

𝜕𝑡
+ [A,H] .

В iншому випадку змiнюється хвильова функцiя за законом 𝜓(𝑡) = U𝑡𝜓(0), що в диференцiальнiй формi
дасть рiвняння Шредингера:

iℏ
d𝜓

d𝑡
= H𝜓.

Практичними реалiзацiями гiльбертового простору ℋ служать координатнi простори, де координата-
ми є власнi числа деякої фiзичної величини. У випадку неперервного спектру оператора цiєї фiзичної
величини ℋ = 𝐿2(𝑋,𝜇) зi скiнченною чи нескiнченною мiрою, яка має злiченний базис (останнє потрiбне
для сепарабельностi). Елементами простору 𝐿2 є хвильовi функцiї 𝜓(𝑥), спряженими будуть 𝜓(𝑥). Коор-
динатами 𝑥 ∈ 𝑋 можуть виступати звичайнi координати частинки (координатне представлення) або її
iмпульс (iмпульсне представлення). Скалярний добуток в 𝐿2 визначений як ⟨𝜑|𝜓⟩ =

∫︀
𝑋 𝜑(𝑥)𝜓(𝑥) d𝜇(𝑥).

У випадку дискретного спектру ℋ = 𝑙2 одержуємо так зване матричне представлення (якщо спектр
скiнченний, то ℋ — скiнченновимiрний евклiдiв простiр). Координати нумеруються цiлими числами, якi
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iндексують власнi функцiї. Елементами є вектори з координатами 𝑐𝑛, а операторами — матрицi з коорди-
натами 𝐴𝑚𝑛 (скiнченнi чи нескiнченнi). Скалярний добуток визначений як ⟨𝜑|𝜓⟩ =

∑︀
𝑛 𝑑𝑛𝑐𝑛, де 𝑐𝑛 i 𝑑𝑛 –

координати векторiв 𝜓 i 𝜑, вiдповiдно. Рiвняння Шредингера набуває вигляду:

iℏ𝑐̇𝑚 =
∑︁
𝑛

𝐻𝑚𝑛𝑐𝑛. (2.1)

На практицi вибирають не один оператор, а повний набiр комутуючих операторiв, тодi кожнiй власнiй
функцiї вiдповiдає лише один набiр власних чисел, розмiрнiсть повного набору дорiвнює кiлькостi ступенiв
вiльностi системи.

Зв’язок мiж 𝐿2 i 𝑙2 представленнями наступний. Нехай H – оператор, на якому побудований 𝑙2, i
нехай 𝜑𝑛(𝑥) – власнi функцiї оператора H в 𝐿2. Тодi для стану 𝜓 i оператора A одержимо такi формули
вiдповiдностi:

𝜓(𝑥) =
∑︁
𝑛

𝑐𝑛𝜓𝑛(𝑥), 𝑐𝑛 =

∫︁
𝑋
𝜑𝑛(𝑥)𝜓(𝑥) d𝜇(𝑥) ≡ ⟨𝑛|𝜓⟩, (2.2)

A =
∑︁
𝑚𝑛

|𝑚⟩𝐴𝑚𝑛⟨𝑛|, 𝐴𝑚𝑛 =

∫︁
𝑋
𝜑𝑚(𝑥)(A𝜑𝑛)(𝑥) d𝜇(𝑥) ≡ ⟨𝑚|A|𝑛⟩. (2.3)

Повний розподiл значень фiзичної величини 𝐴 можна одержати у власному представленнi оператора
A: для неперервної величини розподiлом буде |𝜓(𝑎)|2, для дискретної — |𝑐𝑎|2.

Квантовi стани вiдкритих систем описуються не векторами гiльбертового простору, а спецiальними
операторами — операторами густини 𝜌, якi є додатновизначеними самоспряженими операторами з оди-
ничним слiдом. Якщо ∃𝜓 ∈ ℋ 𝜌 = |𝜓⟩⟨𝜓|, то такий стан називається чистим, вiн вiдповiдає опису станiв
у замкнених системах. Всi iншi стани — мiшанi. Критерiєм чистого стану є умова 𝜌2 = 𝜌. Середнi обчи-
слюються за формулою ⟨𝐴⟩ = tr 𝜌A. Iмовiрнiсть одержати значення 𝑎 в результатi вимiрювання фiзичної
величини 𝐴 дорiвнює ⟨𝑎|𝜌|𝑎⟩ (пiсля вимiрювання система опиняється в чистому станi |𝑎⟩). Рiвняння Шре-
дингера для оператора густини виглядає так:

iℏ
d𝜌

d𝑡
= [H, 𝜌] .

В координатному i матричному представленнях вищенаведенi формули виглядають наступним чином:

iℏ
𝜕𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
=
(︀
H𝑥 − H+

𝑦

)︀
𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑡), iℏ

𝜕𝜌𝑚𝑛
𝜕𝑡

=
∑︁
𝑘

(𝐻𝑚𝑘𝜌𝑘𝑛 − 𝜌𝑚𝑘𝐻𝑘𝑛) ,

⟨𝐴⟩ =
∫︁

A𝑥𝜌(𝑥, 𝑦)|𝑦=𝑥 d𝑥 =
∑︁
𝑚𝑛

𝜌𝑚𝑛𝐴𝑛𝑚, 1 =

∫︁
𝜌(𝑥, 𝑥) d𝑥 =

∑︁
𝑛

𝜌𝑛𝑛.

Оператор густини системи можна трактувати як звуження чистого оператора густини деякої надси-
стеми: 𝜌(𝑥, 𝑦) =

∫︀
Ψ(𝑥, 𝑞)Ψ(𝑦, 𝑞) d𝑞, де 𝑥, 𝑦 – координати системи, а 𝑞 – додатковi координати надсистеми.

Слiд зауважити, що стан квантової системи не є фiзичною величиною, а несе виключно iнформацiй-
ну функцiю. Це пояснюється тим, що стани самi по собi не вимiрюються, а теорiї прихованих параме-
трiв заперечуються експериментальними даними. Крiм того рiзнi математичнi моделi квантової механiки
по рiзному використовують поняття стану, як от в представленнi Гейзенберга, “iнварiантною” залишає-
ться лише комбiнацiя спостережувана плюс стан. Фiзична ж iнтерпретацiя станiв, наприклад, хвильової
функцiї породжує парадокси квантової механiки, коренем яких є неможливiсть опису редукцiї хвильової
функцiї при вимiрюваннi.

Неможливiсть опису процесу вимiрювання в рамках самої квантової механiки може навiяти думку
про її незамкнутiсть. Математично це означає, що проектор — оператор неунiтарний, а отже вiн не може
бути оператором еволюцiї. Насправдi ж представлення вимiрювання проектором є iдеалiзацiєю процесу.
Математичним ключем є наступне твердження: будь-який проектор P1 можна апроксимувати унiтарним
оператором з поточковою збiжнiстю у формi U1+2 ∼ P1U2, де 1 означає вимiрювану квантову систему, 2
– макроскопiчну вимiрюючу систему, а граничним переходом є прямування розмiрiв вимiрюючої системи
до нескiнченностi.
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Неможливiсть одночасного вимiрювання пари фiзичних величин випливає iз спiввiдношення невизна-
ченостi Гейзенберга:

⟨∆𝐴2⟩ ⟨∆𝐵2⟩ ⩾ 1

4
⟨[𝐴,𝐵]⟩2,

яке математично є нерiвнiстю Кошi–Буняковського.
У випадку стацiонарного гамiльтонiану часова змiнна вiдокремлюється, в результатi чого одержимо

стацiонарне рiвняння Шредингера:
H𝜓 = 𝐸𝜓, (2.4)

що є рiвнянням на власнi значення гамiльтонiану. Розв’язавши спектральну задачу, одержимо:

𝜓(𝑡) =
∑︁
𝑛

𝑐𝑛𝜓𝑛 exp

(︂
− i

ℏ
𝐸𝑛𝑡

)︂
, 𝑐𝑛 = ⟨𝜓𝑛|𝜓(0)⟩. (2.5)

Для нестацiонарного гамiльтонiану розв’язок також можна подати у виглядi (2.5) з очевидною змiною:
𝐸𝑛𝑡→

∫︀
𝐻𝑛𝑛 d𝑡. Це так зване дiабатичне представлення, при цьому коефiцiєнти розкладу задовольняють

рiвняння

iℏ𝑐̇𝑚 =
∑︁
𝑛 ̸=𝑚

𝐻𝑚𝑛 exp

(︂
i

∫︁
𝜔𝑚𝑛 d𝑡

)︂
𝑐𝑛, (2.6)

де 𝜔𝑚𝑛 = (𝐻𝑚𝑚 −𝐻𝑛𝑛)/ℏ. Порiвняйте з розкладом (2.2) i рiвнянням (2.1).
Зауважимо, що у випадку наявностi неперервного спектру сума (2.5) замiниться контурним iнтегралом

𝜓(𝑡) =
1

2𝜋i

∮︁
G(𝐸)𝜓(0) exp

(︂
− i

ℏ
𝐸𝑡

)︂
d𝐸, (2.7)

де G(𝐸) = (𝐸 −H)−1 – функцiя Грiна (резольвента оператора 𝐻), а контур обходить спектр оператора 𝐻
у напрямку проти годинникової стрiлки. Для чисто неперервного спектру у межах 𝐸1 . . . 𝐸2

𝜓(𝑡) =
1

2𝜋

∫︁ 𝐸2

𝐸1

ℑG(𝐸 − i0)𝜓(0) exp

(︂
− i

ℏ
𝐸𝑡

)︂
d𝐸. (2.8)



Роздiл II

Одночастинкове рiвняння Шредингера

§3. Одночастинкове рiвняння Шредингера

3.1. Координатне представлення

В картинi Шредингера в координатному представленi оператори координати та iмпульсу мають ви-
гляд: 𝑥̂ = 𝑥, 𝑝 = −iℏ∇. Вони задовольняють такi комутацiйнi спiввiдношення:

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ] = [𝑝𝑖, 𝑝𝑗 ] = 0, [𝑥𝑖, 𝑝𝑗 ] = iℏ𝛿𝑖𝑗 .

Гамiльтонiан частинки в заданому потенцiалi 𝐻 = 𝑝2

2𝑚 + 𝑈(𝑡,𝑥), отже рiвняння Шредингера набирає
вигляду

iℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= − ℏ2

2𝑚
∆𝜓 + 𝑈(𝑡,𝑥)𝜓.

З нього неважко вивести рiвняння неперервностi:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+∇𝑗 = 0,

де густина iмовiрностi 𝜌 i потiк iмовiрностi 𝑗 визначенi так:

𝜌 = |𝜓|2 , 𝑗 =
ℏ
𝑚
ℑ
(︀
𝜓∇𝜓

)︀
.

Розв’язок рiвняння Шредингера можна подати у виглядi

𝜓(𝑡,𝑥) =

∫︁
R𝑑

𝐺(𝑡,𝑥,𝑦)𝜓(0,𝑦) d𝑦, (3.1)

де 𝐺 — так званий пропагатор — унiтарний оператор еволюцiї квантової системи в координатному пред-
ставленнi.

3.2. Стацiонарне рiвняння Шредингера

Розв’язки стацiонарного рiвняння Шредингера мають наступнi властивостi:

• Iндекс, що нумерує рiвнi енергiї називається головним квантовим числом.

• Спектр має двi компоненти дискретну i неперервну.

• Якщо у всiх напрямах iснує lim𝑥→∞ 𝑈(𝑥), то його нижня границя є границею мiж дискретною i
неперервною частинами спектра.

• Енергiя основного стану строго вища за мiнiмальне значення потенцiалу.

• Власнi функцiї дискретного спектру локалiзованi, їх завжди можна вибрати дiйсними (при цьому
середнiй iмпульс нульовий).
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• Власнi функцiї неперервного спектру загалом комплекснi обмеженi, але ненормованi (делокалiзова-
нi).

• Чим бiльша енергiя, тим меншe локалiзованi власнi функцiї, бiльше осцилюють (мають бiльшу кiль-
кiсть вузлiв i екстремумiв).

• В одно- i двовимiрному випадках будь-яка потенцiальна яма має мiнiмум один зв’язаний стан.

• Для необмежених знизу потенцiалiв можливий колапс — власнi значення енергiї необмеженi знизу.
В цих випадках можна користуватися грубим правилом: якщо потенцiал необмежений знизу на 𝑑′

вимiрному пiдмноговидi R𝑑, то умова стабiльностi спiвпадає з умовою iнтегровностi функцiї√︃(︂
−𝑈(𝑥)− ℏ2(𝑑− 𝑑′ − 2)2

8𝑚𝜂(𝑥)2

)︂
+

,

де 𝜂(𝑥) – нормальна до пiдмноговиду координата (наприклад, для сингулярностi в початку коорди-
нат 𝑑′ = 0, 𝜂(𝑥) = |𝑥|).

• Матричнi елементи операторiв координати i iмпульсу пов’язанi спiввiдношенням

𝑝𝑛𝑘 = i𝑚𝜔𝑛𝑘𝑥𝑛𝑘. (3.2)

Власнi функцiї дискретного спектру нормуються стандартно: ⟨𝜓𝑛|𝜓𝑛′⟩ = 𝛿𝑛𝑛′ . Власнi функцiї непе-
рервного спектру прийнято нормувати таким чином:

⟨𝜓𝑘|𝜓𝑘′⟩ = (2𝜋)𝑑𝛿
(︀
𝑘 − 𝑘′)︀ , 𝑘 ∈ R𝑑. (3.3)

Тодi розклад будь-якої функцiї виглядатиме так:

𝜓(𝑥) =

∫︁
R𝑑

⟨𝜓𝑘|𝜓⟩ 𝜓𝑘(𝑥)
d𝑘

(2𝜋)𝑑
+
∑︁
𝑛

⟨𝜓𝑛|𝜓⟩ 𝜓𝑛(𝑥), (3.4)

причому виконується рiвнiсть Парсеваля∫︁
R𝑑

|⟨𝜓𝑘|𝜓⟩|2
d𝑘

(2𝜋)𝑑
+
∑︁
𝑛

|⟨𝜓𝑛|𝜓⟩|2 = |⟨𝜓|𝜓⟩|2 . (3.5)

Пропагатор виражається через власнi функцiї стацiонарної задачi Шредингера за вiдомою формулою:

𝐺(𝑡,𝑥,𝑦) =

∫︁
R𝑑

𝜓𝑘(𝑦)𝜓𝑘(𝑥)e
− i

ℏ𝐸𝑘𝑡
d𝑘

(2𝜋)𝑑
+
∑︁
𝑛

𝜓𝑛(𝑦)𝜓𝑛(𝑥)e
− i

ℏ𝐸𝑛𝑡. (3.6)

Окремої уваги заслуговує випадок фiнiтного потенцiалу, тобто такого, що lim𝑥→∞ 𝑈(𝑥) = 0. Тодi
власнi функцiї дискретного спектру спадають на нескiнченностi показниково з радiусом локалiзацiї, тiсно
пов’язаним з енергiєю рiвня:

𝜓𝑛(𝑥) ∼ e−𝜅𝑛|𝑥|, 𝐸𝑛 = −ℏ2𝜅2𝑛
2𝑚

,

а нормованi власнi функцiї неперервного спектру можна вибрати у виглядi падаючих з нескiнченностi
плоских хвиль одиничної амплiтуди:

𝜓𝑘(𝑥) = ei𝑘𝑥 + 𝑜(1), при |𝑥| → ∞, 𝐸𝑘 =
ℏ2𝑘2

2𝑚
,

причому асимптотичну рiвнiсть треба розумiти в сенсi майже скрiзь (конкретнiше, за виключенням на-
прямiв 𝑥‖𝑘 у випадках нескiнченного перерiзу розсiяння чи одновимiрної задачi).
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3.3. Iмпульсне представлення

Власнi функцiї оператора iмпульсу мають вигляд плоских хвиль 𝜓𝑘(𝑥) = ei𝑘𝑥, а власнi числа 𝑝 =
ℏ𝑘 ∈ R𝑑. Функцiя iмпульсу ⟨𝜓𝑘|𝜓⟩ (фактично, перетвiр Фур’є) є хвильовою функцiєю в iмпульсному
представленнi з правилом нормування (3.5). Оператори координати та iмпульсу в цьому представленнi
мiняються мiсцями: 𝑥̂ = i∇𝑘, 𝑝 = ℏ𝑘.

Хвильова функцiя ei𝑘𝑥 описує плоску монохроматичну хвилю з потоком iмовiрностi 𝑗 = ℏ𝑘
𝑚 . Остання

величина являє собою не що iнше як швидкiсть (групову i фазову), тому пакет
√
𝑁ei𝑘𝑥 природно iнтер-

претувати як пучок 𝑁 частинок. В загальнiшому випадку хвильова функцiя
√︀
𝜌(𝑥)ei𝑘𝑥 описує частинку iз

заданим просторовим розподiлом iмовiрностi 𝜌(𝑥), середньою швидкiстю ℏ𝑘
𝑚 i потоком iмовiрностi 𝜌(𝑥)ℏ𝑘𝑚 .

3.4. Гаусiв пакет

Найпростiшим реалiстичним прикладом хвильової функцiї є гаусiв пакет:

𝜓(𝑥) =

(︂
2

𝜋(𝑎+ i𝑏)2

)︂ 𝑑
4

exp

[︂
−(𝑥− 𝑥0)

2

𝑎2 + i𝑎𝑏
+ i𝑘0𝑥

]︂
, (3.7)

де 𝑎 i 𝑏 – дiйснi числа. Густина iмовiрностi має гаусiв розподiл:

𝜌(𝑥) =

(︂
2

𝜋(𝑎2 + 𝑏2)

)︂ 𝑑
2

exp

[︂
−2

(𝑥− 𝑥0)
2

𝑎2 + 𝑏2

]︂
.

Оскiльки

⟨𝜓𝑘|𝜓⟩ =
(︀
2𝜋𝑎2

)︀ 𝑑
4 ei𝑘0𝑥0 exp

[︂
−(𝑘 − 𝑘0)

2(𝑎2 + i𝑎𝑏)

4
− i𝑘𝑥0

]︂
,

то розподiл по iмпульсах також гаусiв. Таким чином, хвильова функцiя (3.7) описує частинку, яка знахо-
диться в точцi 𝑥0 i має швидкiсть ℏ𝑘0/𝑚. Дисперсiї координати i iмпульсу

⟨︀
∆𝑥2𝑖

⟩︀
=
𝑎2 + 𝑏2

4
,
⟨︀
∆𝑝2𝑖

⟩︀
=

ℏ2

𝑎2
.

Слiд вiдзначити, що при 𝑏 = 0 дисперсiї мiнiмальнi з точки зору спiввiдношення невизначеностей Гейзен-
берга, однак, як далi буде видно, ця властивiсть не зберiгається у процесi еволюцiї.

Енергiя гаусового пакету 𝐸 = ℏ2𝑘20 + ℏ2
2𝑚𝑎2

має вигляд суми класичної i квантової складових.

§4. Точнi розв’язки рiвняння Шредингера у просторi довiльної розмiр-
ностi

4.1. Вiльна частинка

Спектр вiльної частинки неперервний вироджений 𝐸𝑘 = ℏ2𝑘2
2𝑚 , власнi функцiї мають вигляд плоских

хвиль 𝜓𝑘(𝑥) = ei𝑘𝑥, 𝑘 ∈ R𝑑. Звiдси за формулою (3.6) одержимо пропагатор:

𝐺(𝑡,𝑥,𝑦) =
(︁ 𝑚

2𝜋iℏ𝑡

)︁𝑑/2
exp

[︁
𝑖
𝑚

2ℏ𝑡
(𝑥− 𝑦)2

]︁
, (4.1)

яка дозволяє легко розв’язати задачу про рух вiльної частинки, використовуючи формулу (3.1).
Розглянемо для прикладу еволюцiю нерухомої у початковий момент часу частинки з гаусовим розпо-

дiлом по координатах:

𝜓(0,𝑥) =

(︂
2

𝜋𝑎2

)︂ 𝑑
4

exp

[︂
−(𝑥− 𝑥0)

2

𝑎2

]︂
.

Використовуючи формулу (3.1), одержимо

𝜓(𝑡,𝑥) =

(︂
2

𝜋(𝑎+ i𝑏(𝑡))2

)︂ 𝑑
4

exp

[︂
− (𝑥− 𝑥0)

2

𝑎2 + i𝑎𝑏(𝑡)

]︂
,
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де 𝑏(𝑡) = 2ℏ𝑡
𝑚𝑎 . Як видно, хвильова функцiя залишається гаусовою, змiнюється лише дисперсiя:

⟨︀
∆𝑥2𝑖

⟩︀
=

𝑎2+𝑏(𝑡)2

4 . Таким чином, частинка залишається на мiсцi, але пакет розпливається так, що його ширина
зростає на великих часах пропорцiйно часу зi швидкiстю ℏ

𝑚𝑎 , яка тим бiльша, чим вужчий початковий
розподiл. Це є iлюстрацiєю того, що еволюцiя квантової системи в неперервному спектрi необоротна.

Випадок частинки з ненульовою початковою швидкiстю розглянемо в контекстi ширшої задачi руху
частинки в сталому однорiдному полi 𝑈(𝑥) = −𝐹𝑥. Можна показати, що якщо 𝜓0(𝑡,𝑥) – розв’язок задачi
з нульовою силою, то

𝜓0

(︂
𝑡,𝑥− ℏ𝑘𝑡

𝑚
− 𝐹 𝑡2

2𝑚

)︂
exp

[︂
i

(︂
𝑘 +

𝐹 𝑡

ℏ

)︂(︂
𝑥− ℏ𝑘𝑡

2𝑚

)︂
− i

𝐹 2𝑡3

6𝑚ℏ

]︂
буде розв’язком задачi з ненульовою силою i видозмiненою початковою умовою 𝜓0(0,𝑥)e

i𝑘𝑥. Звiдси видно,
що наявнiсть початкової швидкостi i однорiдної сили призводить лише до класичного рiвноприскореного
зсуву пакету в цiлому i класичнiй змiнi його швидкостi, форма ж пакету змiнюється так, як для неру-
хомої частинки. Зокрема, всi середнi еволюцiонують за класичними законами, що й стверджує теорема
Еренфеста.

4.2. Потенцiальний ящик

Модель потенцiального ящика описує частинку, що знаходиться в скiнченному об’ємi простору. Потен-
цiал 𝑈 дорiвнює нулю всерединi 𝑑-вимiрного паралелепiпеда об’ємом 𝑉 = 𝑎1 . . . 𝑎𝑑 i нескiнченний за його
межами. Значення хвильової функцiї на межi паралелепiпеда нульове (в силу неперервностi). Спектр i
власнi функцiї такi1:

𝐸𝑛1...𝑛𝑑
=
𝜋2ℏ2

2𝑚

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑛2𝑖
𝑎2𝑖
, 𝜓𝑛1...𝑛𝑑

(𝑥) =

√︂
2𝑑

𝑉

𝑑∏︁
𝑖=1

sin
𝜋𝑛𝑖𝑥𝑖
𝑎𝑖

, 𝑛𝑖 ∈ N. (4.2)

Матричнi елементи одновимiрного оператора координати та його квадрата:(︁
𝑥− 𝑎

2

)︁
𝑚𝑛

= − 8𝑚𝑛𝑎

𝜋2(𝑚2 − 𝑛2)2
ℐ {𝑚+ 𝑛 is odd} ,

(︂(︁
𝑥− 𝑎

2

)︁2)︂
𝑚𝑛

=
8𝑚𝑛𝑎2

𝜋2(𝑚2 − 𝑛2)2
ℐ {𝑚+ 𝑛 is even} ,

а також дисперсiї координат i iмпульсiв:

⟨∆𝑥𝑖∆𝑥𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗
𝑎2𝑖
12

(︂
1− 6

𝜋2𝑛2𝑖

)︂
, ⟨∆𝑝𝑖∆𝑝𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗

𝜋2ℏ2𝑛2𝑖
𝑎2𝑖

,
⟨︀
∆𝑥2𝑖

⟩︀ ⟨︀
∆𝑝2𝑖

⟩︀
=

ℏ2

4

(︂
𝜋2𝑛2𝑖
3

− 2

)︂
.

В границi 𝑎𝑖 → ∞ одержуємо вiльну частинку, при цьому 𝜋𝑛𝑖/𝑎𝑖 → 𝑘𝑖.

4.3. Сферично симетричний потенцiал

Для сферично симетричного потенцiалу в 𝑑-вимiрному просторi кутовi змiннi вiдокремлюються так,
що

𝜓(𝑥) = 𝑅𝑛𝑟𝑙(𝑟)𝑌𝜆(𝑛), (4.3)

де 𝑥 = 𝑟𝑛, 𝑌𝜆(𝑛) ≡ 𝑌𝑙1...𝑙𝑑−2𝑚(𝜃1, . . . , 𝜃𝑑−2, 𝜑) – гiперсферичнi функцiї2, 𝑙 ≡ 𝑙1 ∈ Z+ – головне орбiтальне
квантове число (див. [4, с.129]). Рiвняння для радiальної хвильової функцiї має вигляд

− ℏ2

2𝑚

(︂
𝑅′′ +

𝑑− 1

𝑟
𝑅′
)︂
+

[︂
ℏ2𝑙(𝑙 + 𝑑− 2)

2𝑚𝑟2
+ 𝑈(𝑟)

]︂
𝑅 = 𝐸𝑅, (4.4)

а умови нормування для дискретної i неперервної частини спектру мають, вiдповiдно, вигляд:∫︁ ∞

0
|𝑅(𝑟)|2 𝑟𝑑−1 d𝑟 = 1,

∫︁ ∞

0
𝑅𝑘(𝑟)𝑅𝑘′(𝑟)𝑟

𝑑−1 d𝑟 = 2𝜋𝛿(𝑘 − 𝑘′). (4.5)

1Для довiдки: ℏ2
𝑚𝑒𝑎2 = 76.2

𝑎[нм]2
меВ.

2𝑙1 ⩾ 𝑙2 ⩾ . . . ⩾ 𝑙𝑑−2 ⩾ 0, −𝑙𝑑−2 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑙𝑑−2.
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Локалiзованi розв’язки цiєї спектральної задачi нумеруються радiальним квантовим числом 𝑛𝑟. Вони
явно залежать також вiд головного орбiтального числа 𝑙 i виродженi по останньому з кратнiстю 𝑔𝑙 =
2𝑙+𝑑−2
𝑙+𝑑−2

(︀
𝑙+𝑑−2
𝑑−2

)︀
.

Iнодi зручно використовувати модифiковану радiальну хвильову функцiю

𝜒(𝑟) = 𝑟
𝑑−1
2 𝑅(𝑟), (4.6)

яка є розв’язком квазiодновимiрної задачi Шредингера:

− ℏ2

2𝑚
𝜒′′ +

[︂
ℏ2

2𝑚𝑟2

(︂
𝑙 +

𝑑− 1

2

)︂(︂
𝑙 +

𝑑− 3

2

)︂
+ 𝑈(𝑟)

]︂
𝜒 = 𝐸𝜒,

∫︁ ∞

0
|𝜒(𝑟)|2 d𝑟 = 1. (4.7)

Якщо виключити радiальний рух, то одержимо так званий iзотропний ротатор з моментом iнерцiї
𝐽 . Стацiонарне рiвняння Шредингера в цьому випадку має вигляд

− ℏ2

2𝐽
∆𝜓 = 𝐸𝜓,

розв’язком якого є 𝐸 = ℏ2
2𝐽 𝑙(𝑙 + 𝑑 − 2) i 𝜓(𝑛) = 𝑌𝜆(𝑛). Зокрема для двовимiрного простору матимемо

(спецiальний випадок):

𝐸𝑚 =
ℏ2𝑚2

2𝐽
, 𝑔𝑚 = 1, 𝜓𝑚(𝜑) = ei𝑚𝜑, 𝑚 ∈ Z,

для тривимiрного:

𝐸𝑙 =
ℏ2

2𝐽
𝑙(𝑙 + 1), 𝑔𝑙 = 2𝑙 + 1, 𝜓𝑙𝑚(𝜃, 𝜑) = 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑), 𝑙 ⩾ 0, −𝑙 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑙.

Радiальна хвильова функцiя для вiльної частинки має вигляд:

𝑅𝑘𝑙(𝑟) =
√
2𝜋𝑘 𝑟1−𝑑/2𝐽𝑙+𝑑/2−1(𝑘𝑟).

Цi функцiї, домноженi на кутову частину, утворюють повний базис, по якому можна розкласти, зокрема,
плоску хвилю (див. [4, с.136]):

ei𝑘𝑟 cos 𝜃 =
Γ(𝑑/2− 1)

2

(︂
2

𝑘

)︂𝑑/2−1 ∞∑︁
𝑙=0

i𝑙(2𝑙 + 𝑑− 2)𝑟1−𝑑/2𝐽𝑙+𝑑/2−1(𝑘𝑟)𝑃
0, 𝑑−3

2
𝑙 (cos 𝜃),

де 𝑃𝑚,𝑛𝑙 – гiперсферичнi квазiмногочлени (𝑃 0,0
𝑙 ≡ 𝑃𝑙 – многочлени Лежандра).

4.4. Гармонiчний осцилятор

Гармонiчний осцилятор має потенцiальну енергiю 𝑈(𝑥) = 𝑚
2

∑︀𝑑
𝑖=1 𝜔

2
𝑖 𝑥

2
𝑖 . Декартовi змiннi повнiстю

вiдокремлюються так, що

𝐸𝑛1...𝑛𝑑
=

𝑑∑︁
𝑖=1

ℏ𝜔𝑖
(︂
𝑛𝑖 +

1

2

)︂
, 𝜓𝑛1...𝑛𝑑

(𝑥) =

𝑑∏︁
𝑖=1

𝜓𝑛(𝑥𝑖), 𝑛𝑖 ∈ Z+,

де

𝜓𝑛(𝑥) =
1√︀

𝑎2𝑛𝑛!
√
𝜋
𝐻𝑛(𝜉)e

−𝜉2/2, (4.8)

– хвильова функцiя одновимiрного осцилятора, 𝑎 =
√︁

ℏ
𝑚𝜔 , 𝜉 = 𝑥/𝑎 – обезрозмiренa координатa3, 𝐻𝑛 –

полiноми Ермiта.

3Для довiдки:
√︁

ℏ
𝑚𝑒𝜔

= 0.276√
𝜔[еВ]

нм.
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Оператори координати i iмпульсу дiють на власнi функцiї особливим чином:

𝑥̂𝜓𝑛 = 𝑎

(︃√︂
𝑛

2
𝜓𝑛−1 +

√︂
𝑛+ 1

2
𝜓𝑛+1

)︃
, 𝑝𝜓𝑛 =

iℏ
𝑎

(︃
−
√︂
𝑛

2
𝜓𝑛−1 +

√︂
𝑛+ 1

2
𝜓𝑛+1

)︃
.

Ненульовi матричнi елементи оператора степеня координати можна обчислити в явному виглядi [5]:

(𝜉𝑠)𝑛,𝑛−𝑠+2𝑘 ≡ (𝜉𝑠)𝑛−𝑠+2𝑘,𝑛 =
𝑠!

(𝑠− 𝑘)!

√︃
1

2𝑠+2𝑘

𝑛!

(𝑛− 𝑠+ 2𝑘)!
𝑃𝑛−𝑠+𝑘,𝑠−2𝑘
𝑘 (3), 𝑘 = 0, [𝑠/2],

де 𝑃 – полiноми Якобi. Зокрема,

𝜉𝑛,𝑛−1 =

√︂
𝑛

2
,

(︀
𝜉2
)︀
𝑛,𝑛

= 𝑛+
1

2
,
(︀
𝜉2
)︀
𝑛,𝑛−2

=
1

2

√︀
𝑛(𝑛− 1),

(︀
𝜉3
)︀
𝑛,𝑛−1

=
3

2

√︂
𝑛3

2
,
(︀
𝜉3
)︀
𝑛,𝑛−3

=

√︂
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)

8
,(︀

𝜉4
)︀
𝑛,𝑛

=
3

4
(2𝑛2 + 2𝑛+ 1),

(︀
𝜉4
)︀
𝑛,𝑛−2

=

(︂
𝑛− 1

2

)︂√︀
𝑛(𝑛− 1),

(︀
𝜉4
)︀
𝑛,𝑛−4

=
1

4

√︀
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)(𝑛− 3).

Спiввiдношення невизначеностей Гейзенберга виглядає так:
⟨︀
∆𝑥2

⟩︀ ⟨︀
∆𝑝2

⟩︀
= ℏ2

4 (2𝑛+ 1)2.
Для iзотропного осцилятора з частотою 𝜔 можна користуватися як набором квантових чисел {𝑛1, . . . , 𝑛𝑑},

так i сферичним набором {𝑛𝑟, 𝑙, . . .}, де 𝑛𝑟 ∈ Z+. При цьому головне квантове число 𝑛 = 𝑛1 + . . . + 𝑛𝑑 =
2𝑛𝑟+𝑙, а рiвнi енергiї 𝐸𝑛 = ℏ𝜔(𝑛+𝑑/2) мають кратнiсть виродження 𝑔𝑛 =

(︀
𝑛+𝑑−1
𝑛

)︀
. Обезрозмiренi радiальнi

власнi функцiї мають вигляд

𝑅𝑛𝑟𝑙(𝑟) =

√︃
2𝑛𝑟!

Γ(𝑛𝑟 + 𝑙 + 𝑑/2)
𝑟𝑙𝐿𝑙+𝑑/2−1

𝑛𝑟

(︀
𝑟2
)︀
e−𝑟

2/2,

де 𝐿𝑎𝑛 – полiноми Лагера.

§5. Одновимiрне рiвняння Шредингера: спектр

5.1. Прямокутна яма

Потенцiал дорiвнює −𝑉 на вiдрiзку (0, 𝑎) i нулевi за його межами. Матимемо неперервний спектр при
𝐸 > 0 i дискретний при −𝑉 < 𝐸 < 0. Розглянемо останнiй.

Введемо позначення

𝐸 = −ℏ2𝜅2

2𝑚
, 𝐸 + 𝑉 =

ℏ2𝑘2

2𝑚
, 𝑘2 + 𝜅2 = 𝑣2 =

2𝑚𝑉

ℏ2
.

В задачi лише один безрозмiрний параметр 𝑣𝑎 або 𝑚𝑉 𝑎2/ℏ2, при цьому масштабами довжини i енергiї є,
вiдповiдно, 𝑎 i ℏ2/𝑚𝑎2. Потенцiал симетричний вiдносно точки 𝑥 = 𝑎/2, тому хвильовi функцiї будуть або
парними, або непарними.

Перший спосiб. Розбиваємо на три областi: (−∞, 0)∪(0, 𝑎)∪(𝑎,+∞). Розв’язавши стацiонарне рiвняння
Шредингера в цих областях i врахувавши умови на нескiнченностi, матимемо такi хвильовi функцiї:

𝜓1 = 𝐵e𝜅𝑥, 𝜓2 = 𝐶1 cos 𝑘𝑥+ 𝐶2 sin 𝑘𝑥, 𝜓3 = 𝐴e−𝜅(𝑥−𝑎).

Зшиваючи їх, одержимо рiвняння на спектр:

tan 𝑘𝑎 =
2𝑘𝜅

𝑘2 − 𝜅2
⇐⇒ tan

𝑘𝑎

2
=

{︂
𝜅

𝑘
,−𝑘

𝜅

}︂
.

Задача розв’язується простiше, якщо врахувати симетрiю. Тодi достатньо розглянути область 𝑥 >
𝑎/2, продовжуючи розв’язок в протилежний бiк парним або непарним способом. З урахуванням симетрiї
хвильова функцiя матиме вигляд:

𝜓1 = (−1)𝑝𝐴e𝜅𝑥, 𝜓2 = 𝐶 cos
[︁
𝑘
(︁
𝑥− 𝑎

2

)︁
+
𝜋𝑝

2

]︁
, 𝜓3 = 𝐴e−𝜅(𝑥−𝑎),
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де 𝑝 = 0 для парних рiвнiв i 𝑝 = 1 для непарних. Зшиваючи розв’язки в точцi 𝑥 = 𝑎, одержимо рiвняння
на спектр:

tan

(︂
𝑘𝑎

2
+
𝜋𝑝

2

)︂
=
𝜅

𝑘
.

Звiдки
𝑘𝑎

2
+
𝜋𝑝

2
= arctan

𝜅

𝑘
+ 𝜋𝑚 ≡ 𝜋

2
− arcsin

𝑘

𝑣
+ 𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z,

або пiсля перепозначення 2𝑚− 𝑝 = 𝑛 i аналiзу можливих значень 𝑛

𝑘𝑛𝑎+ 2arcsin
𝑘𝑛
𝑣

= 𝜋(𝑛+ 1), 𝑛 = 0,
[︁𝑣𝑎
𝜋

]︁
.

Отже, спектр складається з
[︀
𝑣𝑎
𝜋

]︀
+ 1 рiвнiв, причому 𝜋𝑛 ⩽ 𝑘𝑛𝑎 < 𝜋(𝑛 + 1), кожен наступний рiвень

з’являється, коли 𝑣 = 𝜋𝑛/𝑎. Рiвнi з парними i непарними функцiями чергуються, так що замiсть 𝑝 у
виразi для хвильової функцiї можна писати 𝑛. Пронормувавши хвильову функцiю, одержимо

|𝐶𝑛|2 =
(︂
𝑎

2
+

1

𝜅𝑛

)︂−1

, 𝐴𝑛 = (−1)𝑛
𝑘𝑛
𝑣
𝐶𝑛.

В границi 𝑉 → ∞ (𝑣𝑎 → ∞) одержимо потенцiальний ящик. В протилежному випадку (𝑣𝑎 → 0)
матимемо один мiлкий рiвень

𝜅

𝑣
= sin

𝑘𝑎

2
≈ 𝑣𝑎

2
=⇒ 𝐸 ≈ −

(︁𝑣𝑎
2

)︁2
𝑉.

Радiус локалiзацiї на ньому 𝜅−1 ≈ 2𝑎(𝑣𝑎)−2.

5.2. Дельта-яма

Якщо спрямувати ширину прямокутної ями до нуля так, що величина 𝑉 𝑎 = 𝛼 залишається сталою (при
цьому 𝑣𝑎→ 0), одержимо потенцiал 𝑈(𝑥) = −𝛼𝛿(𝑥). Розв’яжемо цю задачу без використання результатiв
попередньої. Записуємо злiва i справа вiд нуля хвильовi функцiї:

𝜓1 = 𝐵e−𝜅𝑥, 𝜓2 = 𝐴e−𝜅𝑥,

де 𝐸 = −ℏ2𝜅2
2𝑚 . Хвильова функцiя неперервна в нулi, а умови зшивання її похiдної мають вигляд

𝜓′(+0)− 𝜓′(−0) =
2𝑚(−𝛼)

ℏ2
𝜓(0), (5.1)

що можна вивести iнтегруванням стацiонарного рiвняння Шредингера по нескiнченно малому околу нуля.
Використовуючи (5.1) одержимо один рiвень

𝜅 =
𝑚𝛼

ℏ2
=⇒ 𝐸 = −𝑚𝛼

2

2ℏ2
.

Хвильова функцiя має вигляд
𝜓 =

√
𝜅e−𝜅|𝑥|. (5.2)

5.3. Взаємодiя двох потенцiальних ям

Розглянемо потенцiал 𝑈(𝑥) = −𝛼𝛿(𝑥)−𝛼𝛿(𝑥−𝑎). Зважаючи на (5.2), замiсть 𝛼 зручно використовувати
iнший параметр: 𝑟 = ℏ2

𝑚𝛼 . Позначивши 𝐸 = −ℏ2𝜅2
2𝑚 , шукаємо хвильову функцiю у виглядi симетричної i

антисиметричної лiнiйних комбiнацiй хвильових функцiй (5.2) окремих ям:

𝜓 = 𝑐
(︁
e−𝜅|𝑥| ± e−𝜅|𝑥−𝑎|

)︁
, 𝑐2 =

𝜅

2

[︀
1± (1 + 𝜅𝑎)e−𝜅𝑎

]︀−1
,

де 𝜅 – розв’язок рiвняння
𝜅𝑟 = 1± e−𝜅𝑎.
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При 𝑎 < 𝑟 це рiвняння має тiльки один розв’язок, в супротивному випадку — два.
Розглянемо останнiй випадок. Знайдемо силу, з якою перша яма дiє на другу:

𝐹 = −𝜕𝐸
𝜕𝑎

=
ℏ2𝜅
𝑚

𝜕𝜅

𝜕𝑎
= − ℏ2𝜅3/𝑚

1 + 𝜅𝑎± e𝜅𝑎
.

З одержаного виразу видно, що в основному симетричному станi ями притягуються (𝐹 < 0), а в збудже-
ному антисиметричному — вiдштовхуються (𝐹 > 0).

Це правило переноситься на потенцiальнi ями будь-якої форми: якщо 𝜓1,2 – хвильовi функцiї основних
станiв першої i другої ями, то в станi 𝑐1𝜓1+𝑐2𝜓2 ями притягуються, якщо їх хвильовi функцiї iнтерферують
позитивно i вiдштовхуються в супротивному випадку.

Залежнiсть 𝐸(𝑎) використовується у методi адiабатичного наближення, суть якого наступна. Нехай
рух потенцiальних ям набагато повiльнiший руху частинки в них. Тодi задача про еволюцiю всiєї си-
стеми в цiлому може бути розв’язана наближено в такiй послiдовностi: при фiксованому положеннi ям
знаходимо рiвнi енергiї i хвильовi функцiї частинки в такому потенцiалi, по знайденiй залежностi 𝐸(𝑎)
пiдправляємо потенцiальну енергiю взаємодiї ям мiж собою i розв’язуємо рiвняння Шредингера для руху
ям в ефективному потенцiалi. При цьому ми використовуємо адiабатичнiсть змiни потенцiалу, в якому ру-
хається частинка, тобто вважаємо, що хвильова функцiя частинки “встигає пiдлаштуватися” до повiльної
змiни параметрiв потенцiалу (немає переходiв мiж рiвнями!).

5.4. Кусково-iнтегровнi потенцiали

Дуже часто потенцiал можна апроксимувати кусково-iнтегровним. Вважаючи вiдомою матрицю Кошi
для кожного куска, стацiонарне рiвняння Шредингера можна звести до алгебраїчного рiвняння. Справдi,
нехай потенцiал складається з трьох кускiв роздiлених точками 𝑎 i 𝑏. Всi iншi випадки зводяться до
останнього за вiдомими властивостями матрицi Кошi: G(𝑎, 𝑎) = 1 i G(𝑏, 𝑎) = G(𝑏, 𝑥)G(𝑥, 𝑎). Тодi неважко
бачити, що рiвняння

𝑢⊥
𝑏 G(𝑏, 𝑎)𝑢𝑎 = 0, (5.3)

дає умову iснування локалiзованого розв’язку, тут 𝑢𝑎 – власний вектор матрицi Кошi G(𝑥, 𝑎), вiдповiда-
ючий спадаючому при 𝑥→ −∞ розв’язку, тобто

lim
𝑥→−∞

G(𝑥, 𝑎)𝑢𝑎 = 0,

𝑢𝑏 – аналогiчний власний вектор у точцi 𝑏:

lim
𝑥→+∞

G(𝑥, 𝑏)𝑢𝑏 = 0,

а символ ⊥ означає транспонований ортогональний вектор (для двокомпонентних векторiв достатньо
помiняти мiсцями компоненти, iнвертувавши знак бiля однiєї з них). Сама ж хвильова функцiя з точнiстю
до нормування виглядатиме так:

𝜓(𝑥) = 𝑐 · (G(𝑥, 𝑎)𝑢𝑎)1 , (5.4)

тут iндекс 1 означає першу компоненту вектора. При цьому корисно мати на увазi ще двi властивостi
матрицi Кошi: G−1(𝑥, 𝑦) = G(𝑦, 𝑥), а для симетричного вiдносно точок 𝑥 i 𝑦 потенцiалу матрицi G(𝑥, 𝑦) i
G(𝑦, 𝑥) вiдрiзняються лише протилежними знаками недiагональних елементiв.

Розглянемо тривiальнi приклади iнтегровних потенцiалiв. Для сталого потенцiалу

G(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
cos 𝑘(𝑥− 𝑦) 𝑘−1 sin 𝑘(𝑥− 𝑦)

−𝑘 sin 𝑘(𝑥− 𝑦) cos 𝑘(𝑥− 𝑦)

)︃
, при 𝐸 − 𝑈 = ℏ2𝑘2

2𝑚 > 0,(︃
cosh𝜅(𝑥− 𝑦) 𝜅−1 sinh𝜅(𝑥− 𝑦)

𝜅 sinh𝜅(𝑥− 𝑦) cosh𝜅(𝑥− 𝑦)

)︃
, при 𝐸 − 𝑈 = −ℏ2𝜅2

2𝑚 < 0.

(5.5)

Для потенцiалу 𝑈(𝑥) = ℏ2
𝑚𝑟𝛿(𝑥)

G(+0,−0) =

(︂
1 0

2𝑟−1 1

)︂
. (5.6)
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Розглянемо типовi приклади асимптотики потенцiалу на нескiнченностi. Для найпростiшого випадку
— стiнки

𝑢𝑎 = 𝑢𝑏 =

(︂
0
1

)︂
, 𝑢⊥

𝑏 =
(︀
1 0

)︀
,

звiдки одержимо рiвняння на енергiю 𝐺12(𝑏, 𝑎) = 0 i хвильову функцiю 𝜓(𝑥) = 𝑐𝐺12(𝑥, 𝑎). Для сталого
потенцiалу локалiзованi розв’язки будуть лише за умови 𝐸 − 𝑈 < 0, тодi враховуючи асимптотику

G(𝑥, 𝑦) ∼ e±𝜅(𝑥−𝑦)

2

(︂
1 ±𝜅−1

±𝜅 1

)︂
при 𝑥→ ±∞, одержимо

𝑢𝑎 =

(︂
1
𝜅𝑎

)︂
, 𝑢𝑏 =

(︂
1

−𝜅𝑏

)︂
, 𝑢⊥

𝑏 =
(︀
𝜅𝑏 1

)︀
,

що дасть таке рiвняння на енергiю:

𝐺21(𝑏, 𝑎) + 𝜅𝑎𝐺22(𝑏, 𝑎) + 𝜅𝑏𝐺11(𝑏, 𝑎) + 𝜅𝑎𝜅𝑏𝐺12(𝑏, 𝑎) = 0.

§6. Одновимiрне рiвняння Шредiнгера: проходження бар’єру

6.1. Загальна теорiя

Задача про проходження бар’єру (одновимiрна задача розсiяння) формулюється наступним чином. Не-
хай потенцiал 𝑈 фiнiтний, тобто lim𝑥→−∞ 𝑈(𝑥) = 0 i lim𝑥→+∞ 𝑈(𝑥) =𝑊 . Тодi на нескiнченностi розв’язки
стацiонарного рiвняння Шредингера мають вигляд плоских хвиль. За умовою з −∞ падає потiк частинок
у виглядi плоскої хвилi ei𝑘𝑥. В результатi проходження потенцiалу 𝑈 цей потiк розiб’ється на пройшовший
(transmitted) i вiдбитий (reflected) потоки. Тодi на нескiнченностi хвильова функцiя матиме наступний
асимптотичний вигляд:

𝜓(𝑥) ∼

{︃
ei𝑘𝑥 +𝐵e−i𝑘𝑥, 𝑥→ −∞,

𝐴ei𝑘
′𝑥, 𝑥→ +∞,

(6.1)

де 𝐸 = ℏ2𝑘2
2𝑚 i 𝐸−𝑊 = ℏ2𝑘′2

2𝑚 . Цi умови однозначно визначають розв’язок стацiонарного рiвняння Шредин-
гера. Величини 𝐴 i 𝐵 називаються амплiтудами пройшовшої i вiдбитої хвиль. Коефiцiєнти проходження
𝑇 i вiдбивання 𝑅 означаються як вiдношення вiдповiдних потокiв:

𝑇 =

⃒⃒⃒⃒
𝑗T
𝑗in

⃒⃒⃒⃒
≡ 𝑘′

𝑘
|𝐴|2, 𝑅 =

⃒⃒⃒⃒
𝑗R
𝑗in

⃒⃒⃒⃒
≡ |𝐵|2,

причому з рiвняння неперервностi випливає, що 𝑇 + 𝑅 = 1. Величина 𝜑T = arg𝐴 називається фазовим
зсувом пройшовшої хвилi (якщо 𝜑T > 0, то хвиля випереджаюча, iнакше затримана).

Знаючи коефiцiєнт проходження можна знайти iмовiрнiсть проходження нормованого хвильового па-
кету 𝜓 за формулою

⟨𝑇 ⟩ =
∫︁ ∞

−∞

⃒⃒⃒
⟨ei𝑘𝑥|𝜓(𝑥)⟩

⃒⃒⃒2
𝑇 (𝑘)

d𝑘

2𝜋
.

Розв’язок у виглядi падаючої справа хвилi дається виразом:

𝜓(𝑥) =
𝜓(𝑥)−𝐵𝜓(𝑥)

𝐴
∼

{︃
𝑘′

𝑘 𝐴e
−i𝑘𝑥, 𝑥→ −∞,

e−i𝑘′𝑥 − 𝐵𝐴
𝐴

ei𝑘
′𝑥, 𝑥→ +∞.

Якщо потенцiал симетричний вiдносно точки 𝑥0, то порiвнюючи (6.1) i вищенаведений вираз, одержимо
𝐵e−2i𝑘𝑥0 = −(𝐵𝐴/𝐴)e2i𝑘𝑥0 , звiдки

arg𝐵 = arg𝐴+ 𝜋/2 + 2𝑘𝑥0 + 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ Z,

тобто 𝐵 виражається через 𝐴 з точнiстю до знаку.
В загальному випадку поставлена задача розв’язується наступним чином. Нехай 𝜓1,2 – пара лiнiй-

но незалежних розв’язкiв стацiонарного рiвняння Шредингера i нехай асимптотики цих розв’язкiв на
нескiнченностi такi: 𝜓𝑖(𝑥) ∼ 𝛼𝑖e

i𝑘𝑥 + 𝛽𝑖e
−i𝑘𝑥 при 𝑥→ −∞ i 𝜓𝑖(𝑥) ∼ 𝛼′

𝑖e
i𝑘′𝑥 + 𝛽′𝑖e

−i𝑘′𝑥 при 𝑥→ +∞. Тодi

𝐴 =
𝛼′
1𝛽

′
2 − 𝛼′

2𝛽
′
1

𝛼1𝛽′2 − 𝛼2𝛽′1
.
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6.2. Прямокутний бар’єр

Розглянемо проходження прямокутного бар’єру 0 < 𝑥 < 𝑎 висоти 𝑉 . При 𝐸 > 𝑉 матимемо надбар’єрне
проходження, а при 0 ⩽ 𝐸 ⩽ 𝑉 — тунелювання скрiзь бар’єр. Почнемо з першого. Позначимо

𝐸 =
ℏ2𝑘2

2𝑚
, 𝐸 − 𝑉 =

ℏ2𝑘′2

2𝑚
, 𝑉 =

ℏ2𝑣2

2𝑚
,

так що 𝑘2 − 𝑘′2 = 𝑣2. Розбивши на три областi (−∞, 0) ∪ (0, 𝑎) ∪ (𝑎,+∞), матимемо:

𝜓1 = ei𝑘𝑥 +𝐵e−i𝑘𝑥, 𝜓2 = 𝑐1 cos 𝑘
′(𝑥− 𝑎) + 𝑐2 sin 𝑘

′(𝑥− 𝑎), 𝜓3 = 𝐴ei𝑘𝑥.

Зшиваючи функцiї, одержимо4:

𝐴 =
e−i𝑘𝑎

cos 𝑘′𝑎− i𝑘
2+𝑘′2

2𝑘𝑘′ sin 𝑘′𝑎
, 𝐵 = −i𝐴ei𝑘𝑎

𝑣2

2𝑘𝑘′
sin 𝑘′𝑎.

𝑇 = |𝐴|2 = 1

1 +
(︁

𝑣2

2𝑘𝑘′ sin 𝑘
′𝑎
)︁2 , 𝜑T = arg

(︂
cos 𝑘′𝑎,

𝑘2 + 𝑘′2

2𝑘𝑘′
sin 𝑘′𝑎

)︂
− 𝑘𝑎.

При 𝑘′𝑎 = 𝜋𝑛 одержимо 𝑇 = 1 — явище резонансного проходження бар’єру, при цьому 𝑘𝑎+ 𝜑T = 𝜋𝑛,
так наче на бар’єрi фаза не змiнюється або змiнюється на 𝜋. В основi явища лежить гасяча iнтерференцiя
хвиль, вiдбитих вiд неоднорiдностей потенцiалу (в даному випадку правої i лiвої межi бар’єру).

Для випадку тунелювання формули тi ж, але з 𝑘′ = i𝜅′, що дасть

𝑇 =
1

1 +
(︁

𝑣2

2𝑘𝜅′ sinh𝜅
′𝑎
)︁2 , 𝜑T = arg

(︂
cosh𝜅′𝑎,

𝑘2 − 𝜅′2

2𝑘𝜅′
sinh𝜅′𝑎

)︂
− 𝑘𝑎.

Якщо 𝑇 ≪ 1, що вiдповiдає 𝜅′𝑎≫ 1, одержимо наближену квазiкласичну формулу

𝑇 ≈ 16
𝐸(𝑉 − 𝐸)

𝑉 2
exp

{︃
−
2𝑎
√︀

2𝑚(𝑉 − 𝐸)

ℏ

}︃
.

6.3. Резонансне тунелювання i квазiстацiонарнi рiвнi

Розглянемо двогорбий потенцiал, що складається з двох прямокутникiв шириною 𝑏 i висотою 𝑉 кожен,
роздiлених iнтервалом 𝑏. В позначеннях попередньої задачi маємо

𝑇 =

{︃
1 +

[︂
𝑣2

𝑘𝜅′
sinh𝜅′𝑏

(︂
cosh𝜅′𝑏 cos 𝑘𝑎− 𝑘2 − 𝜅′2

2𝑘𝜅′
sinh𝜅′𝑏 sin 𝑘𝑎

)︂]︂2}︃−1

.

Бачимо, що при 𝑘2−𝜅′2
2𝑘𝜅′ tanh𝜅′𝑏 tan 𝑘𝑎 = 1 коефiцiєнт проходження 𝑇 = 1, тобто маємо резонансне ту-

нелювання. При значнiй iнтенсивностi бар’єрiв резонанси дуже вузькi i високi, оскiльки нерезонансний
коефiцiєнт проходження показниково малий: ∼ e−2𝜅′𝑏. В той же час квадрат амплiтуди хвилi в ямi зростає
в резонансi вiд показниково подавленого нерезонансного значення до величин порядку e2𝜅

′𝑏. Такi стани
називають квазiстацiонарними, оскiльки частинка надзвичайно довгий час може знаходитися в такому
станi перш нiж тунелювати з ями.

§7. Частинка в центральному полi: спектр

7.1. Оператор моменту iмпульсу

Оператор моменту iмпульсу 𝐿 = 𝑟 × 𝑝 задовольняє наступнi комутацiйнi спiввiдношення:

[𝐿𝑖, 𝐿𝑗 ] = 𝑖ℏ𝑒𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘, [𝑝𝑖, 𝐿𝑗 ] = 𝑖ℏ𝑒𝑖𝑗𝑘𝑝𝑘, [𝑥𝑖, 𝐿𝑗 ] = 𝑖ℏ𝑒𝑖𝑗𝑘𝑥𝑘, [𝐿2, 𝐿𝑖] = [𝑝2, 𝐿𝑖] = [𝑟2, 𝐿𝑖] = 0.

4При малих 𝑣𝑎 маємо 𝜑T = − (𝑣𝑎)2

𝑘𝑎
+𝑂((𝑣𝑎)4).
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У сферичних координатах оператор моменту iмпульсу має вигляд (𝐿± ≡ 𝐿𝑥 ± 𝑖𝐿𝑦):

𝐿𝑧 = −𝑖ℏ 𝜕

𝜕𝜑
, 𝐿± = ℏ𝑒±𝑖𝜑

(︂
± 𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑖 cot 𝜃

𝜕

𝜕𝜑

)︂
, 𝐿2 = −ℏ2

(︂
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

)︂
+

1

sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜑2

)︂
.

Виберемо за повну систему комутуючих операторiв оператори 𝐿2 i 𝐿𝑧, їй вiдповiдає набiр власних
функцiй 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜑), 𝑙 = 0, 1, . . ., 𝑚 = −𝑙, . . . , 𝑙. При цьому власними числами оператора 𝐿2 будуть ℏ2𝑙(𝑙+ 1)
з кратнiстю виродження 2𝑙 + 1, а оператора 𝐿𝑧 вiдповiдно ℏ𝑚. Сферичнi гармонiки мають вигляд:

𝑌𝑙𝑚 =

√︃
2𝑙 + 1

4𝜋

(𝑙 −𝑚)!

(𝑙 +𝑚)!
𝑃𝑚𝑙 (cos 𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜑, 𝑚 ⩾ 0, 𝑌𝑙,−𝑚 = (−1)𝑚𝑌 *

𝑙𝑚,

𝑌00 =

√︂
1

4𝜋
, 𝑌10 =

√︂
3

4𝜋
cos 𝜃, 𝑌1±1 = ±

√︂
3

8𝜋
sin 𝜃𝑒±𝑖𝜑,

𝑌20 =

√︂
5

16𝜋
(1− 3 cos2 𝜃), 𝑌2±1 = ±

√︂
15

8𝜋
cos 𝜃 sin 𝜃𝑒±𝑖𝜑, 𝑌2±2 =

√︂
15

32𝜋
sin2 𝜃𝑒±𝑖2𝜑.

Ненульовими матричними елементами одиничного радiус-вектора будуть лише такi:

⟨𝑙 − 1,𝑚 |cos 𝜃| 𝑙,𝑚⟩ = ⟨𝑙,𝑚 |cos 𝜃| 𝑙 − 1,𝑚⟩ =
√︂
𝑙2 −𝑚2

4𝑙2 − 1
,⟨

𝑙,𝑚
⃒⃒⃒
sin 𝜃 𝑒𝑖𝜑

⃒⃒⃒
𝑙 − 1,𝑚− 1

⟩
=

⟨
𝑙 − 1,𝑚− 1

⃒⃒⃒
sin 𝜃 𝑒−𝑖𝜑

⃒⃒⃒
𝑙,𝑚

⟩
=

√︂
(𝑙 +𝑚)(𝑙 +𝑚− 1)

4𝑙2 − 1
,⟨

𝑙 − 1,𝑚
⃒⃒⃒
sin 𝜃 𝑒𝑖𝜑

⃒⃒⃒
𝑙,𝑚− 1

⟩
=

⟨
𝑙,𝑚− 1

⃒⃒⃒
sin 𝜃 𝑒−𝑖𝜑

⃒⃒⃒
𝑙 − 1,𝑚

⟩
= −

√︂
(𝑙 −𝑚)(𝑙 −𝑚+ 1)

4𝑙2 − 1
.

В загальному випадку будь-якої векторної величини 𝐴 вiдмiнними вiд нуля будуть лише матричнi еле-
менти, що вiдповiдають переходам 𝑙 → 𝑙, 𝑙 ± 1 крiм випадку 0 → 0, при цьому по другому квантовому
числу правила вiдбору дозволяють лише переходи 𝑚→ 𝑚 для оператора 𝐴𝑧 i 𝑚→ 𝑚± 1 для операторiв
𝐴± вiдповiдно.

В загальному випадку кутовi матричнi елементи розраховуються за такою формулою:

⟨𝑙1𝑚1|𝑙𝑚|𝑙2𝑚2⟩ =
√︂

(2𝑙1 + 1)(2𝑙 + 1)(2𝑙2 + 1)

4𝜋

(︂
𝑙1 𝑙 𝑙2

−𝑚1 𝑚 𝑚2

)︂(︂
𝑙1 𝑙 𝑙2
0 0 0

)︂
,

де використанi так званi 3j-символи Вiгнера. Для 3j-символа(︂
𝑙1 𝑙2 𝑙3
𝑚1 𝑚2 𝑚3

)︂
правила вiдбору такi: “правило трикутника” для 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 i умова 𝑚1 +𝑚2 +𝑚3 = 0.

7.2. Сферична яма

Задачу про сферичну яму розв’яжемо в 𝑑-вимiрному просторi. Нехай потенцiальна енергiя дорiвнює
−𝑉 при 𝑟 < 𝑎 i нулевi за межами ями. Введемо позначення

𝐸 = −ℏ2𝜅2

2𝑚
, 𝐸 + 𝑉 =

ℏ2𝑘2

2𝑚
, 𝑘2 + 𝜅2 = 𝑣2 =

2𝑚𝑉

ℏ2
.

Розв’язками радiального рiвняння Шредингера будуть функцiї

𝑅𝑛𝑟𝑙(𝑟) =

{︃
𝐴𝑟1−𝑑/2𝐽𝜈(𝑘𝑟), 𝑟 < 𝑎,

𝐵𝑟1−𝑑/2𝐾𝜈(𝜅𝑟), 𝑟 > 𝑎,

де 𝜈 = 𝑙 + 𝑑/2− 1. Спектр визначається з рiвняння

−𝑘𝐽𝜈−1(𝑘𝑎)

𝐽𝜈(𝑘𝑎)
= 𝜅

𝐾𝜈−1(𝜅𝑎)

𝐾𝜈(𝜅𝑎)
. (7.1)
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В одно- i двовимiрному випадках це рiвняня завжди має принаймнi один розв’язок. У вищих розмiрностях
сферична яма має зв’язанi стани лише при 𝑣𝑎 > 𝑗𝜈−1,1.

Для сферичного потенцiального ящика, спрямувавши 𝑉 → ∞, матимемо 𝑘𝑎 = 𝑗𝜈,𝑛𝑟+1, 𝑛𝑟 ∈ Z+. Стала
нормування легко обчислюється в цьому випадку:

𝐴 = (−1)𝑛𝑟+1

√
2

𝑎𝐽𝜈−1(𝑘𝑎)
.

7.3. Кулонiвський потенцiал

Обезрозмiрюючи рiвняння Шредингера для частинки в потенцiалi 𝑈 = −𝛼/𝑟, одержимо одиницi дов-
жини5 𝑎 = ℏ2

𝑚𝛼 i енергiї 𝛼
𝑎 . В обезрозмiрених величинах радiальне рiвняння набирає вигляду

𝑅′′ +
2

𝑟
𝑅′ +

(︂
2𝜀+

2

𝑟
− 𝑙(𝑙 + 1)

𝑟2

)︂
𝑅 = 0.

Розв’язуючи його, одержимо рiвнi енергiї

𝐸𝑛 = − 𝛼

2𝑎𝑛2
, 𝑔𝑛 = 𝑛2,

i власнi функцiї

𝑅𝑛𝑙(𝑟) =
2

𝑛2

√︃
(𝑛− 𝑙 − 1)!

(𝑛+ 𝑙)!

(︂
2𝑟

𝑛

)︂𝑙
𝐿2𝑙+1
𝑛−𝑙−1

(︂
2𝑟

𝑛

)︂
e−

𝑟
𝑛 ≡ 1

𝑛

1

(2𝑙 + 1)!

√︃
(𝑛+ 𝑙)!

(𝑛− 𝑙 − 1)!

1

𝑟
𝑀𝑛,𝑙+1/2

(︂
2𝑟

𝑛

)︂

≡ 2

𝑛2
1

(2𝑙 + 1)!

√︃
(𝑛+ 𝑙)!

(𝑛− 𝑙 − 1)!

(︂
2𝑟

𝑛

)︂𝑙
𝐹

(︂
−𝑛+ 𝑙 + 1; 2𝑙 + 2;

2𝑟

𝑛

)︂
e−

𝑟
𝑛 .

Зокрема,

𝑅10 = 2𝑒−𝑟, 𝑅20 =
1√
2

(︁
1− 𝑟

2

)︁
e−

𝑟
2 , 𝑅21 =

1

2
√
6
𝑟e−

𝑟
2 ,

𝑅30 =
2

3
√
3

(︂
1− 2

3
𝑟 +

2

27
𝑟2
)︂
e−

𝑟
3 , 𝑅31 =

8

27
√
6
𝑟
(︁
1− 𝑟

6

)︁
e−

𝑟
3 , 𝑅32 =

4

81
√
30
𝑟2e−

𝑟
3 .

Середнi ⟨𝑟𝑠⟩𝑛𝑙 обчислюються за рекурентним спiввiдношенням Крамерса:

𝑠+ 1

𝑛2
⟨𝑟𝑠⟩ − (2𝑠+ 1)

⟨︀
𝑟𝑠−1

⟩︀
+
𝑠

4

(︀
(2𝑙 + 1)2 − 𝑠2

)︀ ⟨︀
𝑟𝑠−2

⟩︀
= 0,⟨︀

𝑟−2
⟩︀
=

1

𝑛3(𝑙 + 1/2)
,
⟨︀
𝑟−1
⟩︀
=

1

𝑛2
, ⟨𝑟⟩ = 1

2

(︀
3𝑛2 − 𝑙(𝑙 + 1)

)︀
,
⟨︀
𝑟2
⟩︀
=
𝑛2

2

(︀
5𝑛2 + 1− 3𝑙(𝑙 + 1)

)︀
.

При обчисленнi матричних елементiв виду ⟨𝑛𝑙|𝑟𝑠|𝑛′𝑙′⟩ також можна скористатися рекурентними спiввiд-
ношеннями (див. [1, дод. f]).

Потенцiальна, повна кiнетична i обертальна кiнетична енергiї мають вигляд:

𝑈

|𝐸|
= −2,

𝐾

|𝐸|
= 1,

𝐾rot

|𝐸|
=

𝑙(𝑙 + 1)

𝑛(𝑙 + 1/2)
.

Квадрупольний момент для електрона у станi |𝑛𝑙𝑚⟩ (𝑙 ⩾ 1) має лише дiагональнi компоненти: 𝑄𝑥𝑥 =
𝑄𝑦𝑦 = −𝑄𝑧𝑧/2,

𝑄𝑧𝑧 = 𝑒𝑎2
⟨︀
3𝑧2 − 𝑟2

⟩︀
= 𝑒𝑎2(−1)𝑚

𝑛2(5𝑛2 + 1− 3𝑙(𝑙 + 1))(3𝑚2 − 𝑙(𝑙 + 1))

(2𝑙 − 1)(2𝑙 + 3)
.

5Наприклад для електрона в полi нерухомого протона 𝑎 = 0.0529 нм, 𝐸 = 13.6
𝑛2 еВ.
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§8. Частинка в центральному полi: задача розсiяння

8.1. Загальнi поняття

В задачi розсiяння на локалiзованому потенцiалi (𝑈(𝑟) → 0, при 𝑟 → ∞) з нескiнченностi вздовж
заданого напрямку падає одиничний потiк частинок у виглядi плоскої хвилi. Вiдбитi хвилi, очевидно,
матимуть вигляд сферичних хвиль, що рухаються назовнi. Отже межовi умови для хвильової функцiї
виглядають так:

𝜓(𝑟) ∼ 𝑒𝑖𝑘𝑧 +
𝐴(𝜃, 𝜑)

𝑟
𝑒𝑖𝑘𝑟, 𝑟 → ∞.

Функцiя кутiв 𝐴 називається амплiтудою розсiяння. Перерiзом розсiяння 𝜎 називається ефективна площа
перерiзу тiєї частини падаючого потоку, що розсiюється. За одиницю часу в перерiзi 𝜎 падає ℏ𝑘

𝑚 𝜎 частинок
(за умовою концентрацiя частинок в потоцi 𝑛 = 1). Число частинок у розсiянiй хвилi дорiвнює ℏ𝑘

𝑚

∫︀
|𝐴|2 dΩ.

Отже, за законом збереження (розсiяння пружне) 𝜎 =
∫︀
|𝐴|2 dΩ. Величина d𝜎 = |𝐴|2 dΩ називається

диференцiальним перерiзом розсiяння в даному напрямi.
Далi обмежимося сферично симетричними потенцiалами. Тодi, очевидно, всi величини не залежать

вiд азимутального кута, тому розкладаємо їх в ряд по полiномах Лежандра. Для амплiтуди розсiяння,
зокрема, маємо

𝐴(𝜃) =

∞∑︁
𝑙=0

𝐴𝑙(2𝑙 + 1)𝑃𝑙(cos 𝜃),

тут i надалi множник (2𝑙 + 1) вибирається для зручностi. Константи 𝐴𝑙 називаються парцiальними ам-
плiтудами розсiяння. Використовуючи формулу

𝑒𝑖𝑘𝑧 =

√︂
𝜋

2𝑘𝑟

∞∑︁
𝑙=0

𝑖𝑙𝐽𝑙+1/2(𝑘𝑟)(2𝑙 + 1)𝑃𝑙(cos 𝜃),

одержимо розклад межової умови при 𝑟 → ∞:

𝑒𝑖𝑘𝑧 +
𝐴(𝜃, 𝜑)

𝑟
𝑒𝑖𝑘𝑟 ∼ 1

2𝑖𝑘𝑟

∞∑︁
𝑙=0

[︁
𝑆𝑙𝑒

𝑖𝑘𝑟 + (−1)𝑙+1𝑒−𝑖𝑘𝑟
]︁
(2𝑙 + 1)𝑃𝑙(cos 𝜃),

де 𝑆𝑙 = 1+2𝑖𝑘𝐴𝑙. Для сферично симетричного потенцiалу закон збереження числа частинок виконується
окремо для кожного 𝑙, оскiльки зберiгається момент кiлькостi руху. Таким чином, з розкладу межової
умови одержимо |𝑆𝑙| =

⃒⃒
(−1)𝑙+1

⃒⃒
≡ 1, тобто 𝑆𝑙 = 𝑒2𝑖𝛿𝑙 (смисл величин 𝛿𝑙 див. далi). Повний перерiз

розсiяння можна записати у виглядi суми 𝜎 =
∑︀∞

𝑙=0 𝜎𝑙, де

𝜎𝑙 = 4𝜋(2𝑙 + 1) |𝐴𝑙|2 ≡
4𝜋

𝑘2
(2𝑙 + 1) sin2 𝛿𝑙

– парцiальний перерiз розсiяння.
Хвильову функцiю шукаємо у виглядi

𝜓(𝑟, 𝜃) =

∞∑︁
𝑙=0

𝑅𝑙(𝑟)(2𝑙 + 1)𝑃𝑙(cos 𝜃),

де радiальна функцiя задовольняє стацiонарне рiвняння Шредингера з 𝐸 = ℏ2𝑘2
2𝑚 i межову умову при

𝑟 → ∞:

𝑅𝑙(𝑟) ∼
𝑆𝑙𝑒

𝑖𝑘𝑟 + (−1)𝑙+1𝑒−𝑖𝑘𝑟

2𝑖𝑘𝑟
.

8.2. Розсiяння на сферi

Нехай потенцiал нескiнченний всерединi сфери радiуса 𝑎 i дорiвнює нулю за її межами. Радiальна
хвильова функцiя задовольняюча межовi умови на нескiнченностi має вигляд

𝑅𝑙(𝑟) = 𝑖𝑙
√︂

𝜋

8𝑘𝑟

[︁
𝑆𝑙𝐻

+
𝑙+1/2(𝑘𝑟) +𝐻−

𝑙+1/2(𝑘𝑟)
]︁
.
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Прирiвнюючи її в точцi 𝑎 до нуля одержимо

𝛿𝑙 = −𝜋
2
− arg

(︀
𝐽𝑙+1/2(𝑘𝑎), 𝑁𝑙+1/2(𝑘𝑎)

)︀
≡ − arg

(︀
−𝑁𝑙+1/2(𝑘𝑎), 𝐽𝑙+1/2(𝑘𝑎)

)︀
,

𝜎𝑙 =
4𝜋

𝑘2
(2𝑙 + 1)

𝐽𝑙+1/2(𝑘𝑎)
2

𝐽𝑙+1/2(𝑘𝑎)2 +𝑁𝑙+1/2(𝑘𝑎)2
.

Повний перерiз розсiяння 𝜎 падає з ростом 𝑘 вiд 4𝜋𝑎2 до 2𝜋𝑎2. Остання величина вдвiчi бiльше класичного
аналога. Це пояснюється тим, що при 𝑘 → ∞ половина вiдбитого потоку розсiюється вздовж напряму
падаючого, формуючи при iнтерференцiї повну тiнь. Саме ця частина не врахована в класицi.

§9. Частинка в перiодичному потенцiалi

9.1. Загальна теорiя

Розглянемо рух частинки в одновимiрному перiодичному потенцiалi 𝑈 з перiодом 𝑎. Теорема Блоха
(теорема Флоке в математицi) стверджує, що стацiонарнi хвильовi функцiї мають вигляд

𝜓𝑠𝑘(𝑥) = 𝑢𝑠𝑘(𝑥)e
i𝑘𝑥, (9.1)

де 𝑢𝑠𝑘 – перiодична функцiя з перiодом 𝑎, квантове число 𝑠 нумерує зони дозволених енергiй, а квазiхви-
льове число 𝑘 змiнюється в межах першої зони Брiлюена (−𝜋/𝑎, 𝜋/𝑎). Практично функцiї (9.1) можна
знайти як розв’язки стацiонарного рiвняння Шредингера на промiжку 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑥0+𝑎) з межовими умова-
ми 𝜓(𝑥0+ 𝑎) = 𝜓(𝑥0)e

i𝑘𝑎, 𝜓′(𝑥0+ 𝑎) = 𝜓′(𝑥0)e
i𝑘𝑎. Оскiльки 𝜓𝑠𝑘 = 𝜓𝑠,−𝑘, рiвнi енергiї двократно виродженi:

𝐸𝑠(𝑘) = 𝐸𝑠(−𝑘). Домовимося нормувати функцiї (9.1) стандартним для неперервного спектру чином (3.3):

⟨𝜓𝑠𝑘|𝜓𝑠′𝑘′⟩ = 2𝜋𝛿
(︀
𝑘 − 𝑘′

)︀
𝛿𝑠𝑠′ ,

що еквiвалентно такiй умовi:

1

𝑎

∫︁ 𝑎

0
𝜓𝑠𝑘(𝑥)𝜓𝑠′𝑘(𝑥) d𝑥 ≡ 1

𝑎

∫︁ 𝑎

0
𝑢𝑠𝑘(𝑥)𝑢𝑠′𝑘(𝑥) d𝑥 = 𝛿𝑠𝑠′ . (9.2)

Тодi розклад (3.4) виглядатиме так:

𝜓(𝑥) =
∑︁
𝑠

∫︁ 𝜋/𝑎

−𝜋/𝑎
⟨𝜓𝑠𝑘|𝜓⟩ 𝜓𝑠𝑘(𝑥)

d𝑘

2𝜋
. (9.3)

Домовимося позначати через 𝐴𝑠𝑠′ “укороченi” матричнi елементи

𝐴𝑠𝑠′ =
1

𝑎

∫︁ 𝑎

0
𝜓𝑠𝑘(𝑥)𝐴𝜓𝑠′𝑘(𝑥) d𝑥.

Зауважимо, що для них не виконується спiввiдношення (3.2), оскiльки оператор координати неперiоди-
чний. Через 𝐴𝑠𝑠′ позначатимемо матричнi елементи

𝐴𝑠𝑠′ =
1

𝑎

∫︁ 𝑎

0
𝑢𝑠𝑘(𝑥)𝐴𝑢𝑠′𝑘(𝑥) d𝑥 ≡

(︁
ei𝑘0𝑥𝐴e−i𝑘0𝑥

)︁
𝑠𝑠′
.

Наприклад, для оператора iмпульсу 𝑝𝑠𝑠′ = 𝑝𝑠𝑠′ − ℏ𝑘0𝛿𝑠𝑠′ .
Нехай M – матриця Кошi стацiонарного рiвняння Шредингера на перiодi. З тотожностi detM = 1

випливає, що пара власних чисел цiєї матрицi — мультиплiкаторiв, має вигляд {𝜇, 𝜇−1}, де 𝜇 – розв’язок
рiвняння

𝜇+ 𝜇−1 = trM. (9.4)

З умови обмеженостi хвильової функцiї на нескiнченностi випливає, що 𝜇 = ei𝑘𝑎 з дiйсним 𝑘, яке в силу
перiодичностi експоненти можна обмежити iнтервалом (−𝜋/𝑎, 𝜋/𝑎), при цьому рiвняння (9.4) зведеться
до вигляду

trM = 2 cos 𝑘𝑎. (9.5)
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Знаючи M, хвильову функцiю завжди можна звести до перiоду за формулою(︂
𝜓
𝜓′

)︂
(𝑥+ 𝑎𝑛) = M𝑛

(︂
𝜓
𝜓′

)︂
(𝑥).

В одновимiрному випадку екстремуми зон розташованi в точках 0 або 𝜋/𝑎. В околi цих точок мо-
жна користуватися наближенням ефективної маси. При фiксованому 𝑘0 функцiї 𝑢𝑠𝑘0 утворюють повний
базис у просторi перiодичних функцiй (оскiльки 𝜓𝑠𝑘0 утворюють повний базис у просторi вiдповiдних
квазiперiодичних функцiй), тому функцiю 𝑢𝑠𝑘 можна розкласти в ряд по функцiях 𝑢𝑠𝑘0 . В цьому базисi
матричнi елементи гамiльтонiана мають вигляд

𝐻̃𝑠𝑠′ = 𝐸𝑠(𝑘0)𝛿𝑠𝑠′ +
ℏ2(𝑘 − 𝑘0)

2

2𝑚
𝛿𝑠𝑠′ +

ℏ(𝑘 − 𝑘0)

𝑚
𝑝𝑠𝑠′(𝑘0). (9.6)

Розглядаючи останнiй доданок в (9.6) як збурення i враховуючи, що 𝑝𝑠𝑠(𝑘0) = 0 за рахунок дiйсностi
функцiї 𝜓𝑠𝑘0 в точках екстремуму зон6, у другому порядку теорiї збурень одержимо

𝐸𝑠(𝑘) = 𝐸𝑠(0) +
ℏ2(𝑘 − 𝑘0)

2

2𝑚eff
,

де

𝑚eff

𝑚
=

⎛⎝1 +
2

𝑚

∑︁
𝑠′ ̸=𝑠

|𝑝𝑠𝑠′(𝑘0)|2

𝐸𝑠(𝑘0)− 𝐸𝑠′(𝑘0)

⎞⎠−1

, (9.7)

причому для верхiвки зони ефективна маса завжди вiд’ємна. При цьому

𝑢𝑠𝑘 = 𝑢𝑠𝑘0 +
ℏ(𝑘 − 𝑘0)

𝑚

∑︁
𝑠′ ̸=𝑠

𝑝𝑠𝑠′(𝑘0)

𝐸𝑠(𝑘0)− 𝐸𝑠′(𝑘0)
𝑢𝑠′𝑘0 .

Для чисельних розрахункiв часто використовується ортонормований базис функцiй Ваньє

𝜓𝑠,𝑛(𝑥) = 𝜓𝑠(𝑥− 𝑛𝑎), (9.8)

де 𝑛 ∈ Z,

𝜓𝑠(𝑥) =

√
𝑎

2𝜋

∫︁ 𝜋/𝑎

−𝜋/𝑎
ei𝜑(𝑘)𝜓𝑠,𝑘(𝑥) d𝑘,

а 𝜑 – довiльна фазова функцiя, вибiр якої диктується практичними потребами, як-то умова максимальної
локалiзованостi функцiй Ваньє, причому незалежно вiд вибору 𝜑 функцiї Ваньє спадають показниково з
вiдстанню, а матричнi елементи гамiльтонiана мають вигляд

⟨𝑠𝑛|𝐻̂|𝑠′𝑛′⟩ = 𝛿𝑠𝑠′
𝑎

2𝜋

∫︁ 𝜋/𝑎

−𝜋/𝑎
ei(𝑛−𝑛

′)𝑘𝑎𝐸𝑠𝑘 d𝑘

9.2. Гребiнка Дiрака

Нехай потенцiал має вигляд 𝑈(𝑥) =
∑︀

𝑛∈Z
ℏ2
𝑚𝑟𝛿(𝑥 − 𝑛𝑎). Розбиваємо на областi 𝑛𝑎 < 𝑥 < (𝑛 + 1)𝑎, так

що 𝑛 = [𝑥/𝑎]. В кожнiй такiй областi 𝜓𝑛(𝑥) = 𝐴𝑛 cos𝜆(𝑥−𝑛𝑎)+𝐵𝑛𝜆−1 sin𝜆(𝑥−𝑛𝑎), де 𝐸 = ℏ2𝜆2
2𝑚 . Зшиваючи

одержимо (︂
𝐴𝑛
𝐵𝑛

)︂
= M𝑛

(︂
𝐴0

𝐵0

)︂
,

де

M =

(︂
1 0

2𝑟−1 1

)︂(︂
cos𝜆𝑎 𝜆−1 sin𝜆𝑎

−𝜆 sin𝜆𝑎 cos𝜆𝑎

)︂
=

(︂
cos𝜆𝑎 𝜆−1 sin𝜆𝑎

−𝜆 sin𝜆𝑎+ 2𝑟−1 cos𝜆𝑎 cos𝜆𝑎+ 2(𝜆𝑟)−1 sin𝜆𝑎

)︂
– матриця Кошi на перiодi. Числа 𝜆 визначаються з рiвняння (9.5), яке в даному випадку має вигляд

cos𝜆𝑎+
1

𝜆𝑟
sin𝜆𝑎 = cos 𝑘𝑎.

6Звiдси якраз i випливає, що точки 0 i 𝜋/𝑎 є точками екстремуму в кожнiй зонi.
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Зони дозволених 𝜆 лежать у межах

−2 arctan𝜆𝑟 + 𝜋𝑙 ⩽ 𝜆𝑎 ⩽ 𝜋𝑙, 𝑙 ∈ N,

причому для непарних 𝑙 зона зростає в напрямi 𝑘 вiд 0 до 𝜋/𝑎, а для парних 𝑙 — в протилежному напрямi.
Неважко також бачити, що верхiвки зон вiдповiдають рiвням енергiї потенцiального ящика ширини 𝑎.

Хвильова функцiя запишеться у виглядi

𝜓𝑛(𝑥) =
(︀
cos𝜆(𝑥− 𝑛𝑎) 𝜆−1 sin𝜆(𝑥− 𝑛𝑎)

)︀
T

(︂
ei𝑘𝑛𝑎 0
0 e−i𝑘𝑛𝑎

)︂(︂
𝑐1
𝑐2

)︂
,

де

T =

(︂
𝜆−1 sin𝜆𝑎 𝜆−1 sin𝜆𝑎

ei𝑘𝑎 − cos𝜆𝑎 e−i𝑘𝑎 − cos𝜆𝑎

)︂
– матриця перетворення M до дiагонального вигляду (її стовпчики — власнi вектори). Розв’язок можна
записати i в блохiвському виглядi:

𝜓(𝑥) = 𝑐1𝑢(𝑥)e
i𝑘𝑥 + 𝑐2𝑢(𝑥)e

−i𝑘𝑥,

де 𝑢 – перiодична функцiя, задана на промiжках наступним чином:

𝑢𝑛(𝑥) = e−i𝑘(𝑥−(𝑛+1)𝑎) sin𝜆(𝑥− 𝑛𝑎)− e−i𝑘(𝑥−𝑛𝑎) sin𝜆(𝑥− (𝑛+ 1)𝑎).

Ефективнi маси на межах зон такi:

𝑚eff

𝑚
=

(︂
𝜆
d2𝜆

d𝑘2

)︂−1

=

(︀
1 + 1

𝜆2𝑎𝑟

)︀
sin𝜆𝑎− 1

𝜆𝑟 cos𝜆𝑎

𝜆𝑎 cos 𝑘𝑎
=

{︃
1

𝜆2𝑎𝑟

(︁
1 + 2𝑟/𝑎

1+𝜆2𝑟2

)︁
, дно зони,

− 1
𝜆2𝑎𝑟

, верхiвка зони.

Зауважте, що ефективна маса залежить в основному вiд енергiї: 𝐸 ≈ ℏ2
2𝑚eff𝑎𝑟

.
При великих енергiях ширина забороненої зони прямує до сталої величини:

𝐸gap =
2ℏ2

𝑚𝑎2

(︂
𝜆𝑎− arctan

1

𝜆𝑟

)︂
arctan

1

𝜆𝑟
→ 2ℏ2

𝑚𝑎𝑟
, 𝜆→ ∞,

причому 𝑚eff
𝑚 ≈ 1

4
𝐸gap
𝐸 .

Якщо 𝑟 < 0, то уявнi значення 𝜆 також попадають в спектр, причому при 𝑟 > −𝑎, маємо одну вiдще-
плену зону вiд’ємних енергiй, вiдповiдаючу зв’язаним станам окремої 𝛿-ями, iнакше ця зона зливається з
неперервним спектром.

§10. Спiн

Якi внутрiшнi ступенi вiльностi може мати нерелятивiстська частинка без введення нових полiв i без її
структурної декомпозицiї (тобто введення нових внутрiшнiх симетрiй)? Вiдповiдь на це питання дає аналiз
можливих незвiдних представлень групи рухiв тривимiрного простору. Цi представлення розбиваються
на два класи: 𝐷(𝑝,𝑠𝑝) i 𝐷(0,𝑠), де фiзичний смисл iндексiв представлення такий: 𝑝 – модуль iмпульсу, 𝑠 –
модуль моменту, 𝑠𝑝 – їх скалярний добуток. Перший клас описує трансляцiйнi ступенi вiльностi частинки
i вже використаний: кожна вiльна частинка характеризується iмпульсом 𝑝, причому iнварiантом є лише
його модуль 𝑝 (обертанням системи координат можна одержати всi можливi напрями). Другий описує
“внутрiшнi обертання” частинки i дає поняття спiну.

Таким чином, кожна частинка характеризується новою фiзичною величиною – безрозмiрним спiном
𝑠, iнварiантом є його модуль 𝑠, який може приймати лише невiд’ємнi пiвцiлi значення. Розмiрнiсть вну-
трiшнього спiнового простору 2𝑠+ 1. Отже, хвильову функцiю можна подати у виглядi вектора з компо-
нентами 𝜓𝜎, де 𝜎 = −𝑠, 𝑠 – проекцiя спiну на вiсь 𝑧. Бiлiнiйна форма на таких функцiях має вигляд

⟨𝜙 |𝐴|𝜓⟩ =
∫︁ ∑︁

𝜎𝜏

𝜙*
𝜎𝐴𝜎𝜏𝜓𝜏d𝑉.
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Абсолютна величина безрозмiрного спiну вводиться так, що −i𝑠 є iнфiнiтезимальними операторами обер-
тань у спiновому просторi, тобто при поворотi системи координат на кут 𝛾 навколо осi 𝑛 хвильова функцiя
перетворюється матрицею exp (−i𝛾𝑛𝑠). Тодi 𝑠 – ермiтiв оператор, 𝑠2 має власнi значення 𝑠(𝑠 + 1), а ко-
мутацiйнi спiввiдношення такi: [𝑠𝑖, 𝑠𝑗 ] = i𝜖𝑖𝑗𝑘𝑠𝑘.

Порiвнянням з механiчним моментом iмпульсу переконуємося, що величина 𝑆 = ℏ𝑠 має правильну
розмiрнiсть i є фiзичним спiном.

Розглянемо, зокрема, частинку зi спiном 1/2. Вона описується двокомпонентною хвильовою функцiєю:

𝜓 =

(︂
𝜓 1/2

𝜓−1/2

)︂
, 𝜓+ =

(︀
𝜓1/2 𝜓−1/2

)︀
.

У базисi оператора 𝑠𝑧 оператор спiну має вигляд 𝑠 = 𝜎/2, де

𝜎 =

{︂(︂
0 1
1 0

)︂
,

(︂
0 −i
i 0

)︂
,

(︂
1 0
0 −1

)︂}︂
≡ {𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧}

– матрицi Паулi. Вони мають такi специфiчнi властивостi: 𝜎2𝑖 = 1 i 𝜎𝑖𝜎𝑗 = i𝜖𝑖𝑗𝑘𝜎𝑘. Власними функцiями
оператора 𝑠𝑧 є пара

𝜓↑ =

(︂
1
0

)︂
, 𝜓↓ =

(︂
0
1

)︂
. (10.1)

Оператор повороту на кут 𝛾 навколо осi 𝑛, набирає вигляду exp (−i𝛾𝑛𝜎/2), де в термiнах кутiв Ейлера

𝑛𝜎 =

(︂
cos𝛽 e−i𝛼 sin𝛽

ei𝛼 sin𝛽 − cos𝛽

)︂
.



Роздiл III

Дискретнi системи

§11. Осциляцiї Рабi

Для вiдкритої квантової системи взаємодiю з оточенням часто можна описати простим релаксацiйним
членом, тодi рiвняння для оператора густини матиме вигляд

iℏ

(︃
𝜌̇𝑛𝑚 + i𝜔𝑛𝑚𝜌𝑛𝑚 +

𝜌𝑛𝑚 − 𝜌
(0)
𝑛𝑚

𝜏𝑛𝑚

)︃
=
∑︁
𝑘

(𝑉𝑛𝑘𝜌𝑘𝑚 − 𝜌𝑛𝑘𝑉𝑘𝑚) (11.1)

Розглянемо приклад дворiвневої системи з невиродженими рiвнями. Оператор густини в даному ви-
падку має вигляд (︂

𝜌11 𝜌12
𝜌21 𝜌22

)︂
.

Враховуючи спiввiдношення
𝜌11 + 𝜌22 = 1, 𝜌12 = 𝜌*21, 𝜌*𝑖𝑖 = 𝜌𝑖𝑖,

незалежних величин лише три. Виберемо їх у виглядi дiйсної 𝜌11−𝜌22 i комплексної 𝜌21. Нехай гамiльтонiан
має вигляд

𝐻 =

(︂
𝐸1 0
0 𝐸2

)︂
+ 𝑉 (𝑡),

тодi (11.1) зведеться до наступної системи:

d(𝜌11 − 𝜌22)

d𝑡
+

1

𝜏11

(︁
(𝜌11 − 𝜌22)−

(︁
𝜌
(0)
11 − 𝜌

(0)
22

)︁)︁
= −2𝑖

ℏ
𝑉 *
21𝜌21 + c.c.,

d𝜌21
d𝑡

+

(︂
𝑖𝜔21 +

1

𝜏21

)︂
𝜌21 = − 𝑖

ℏ
𝑉21(𝜌11 − 𝜌22) +

𝑖

ℏ
(𝑉11 − 𝑉22)𝜌21,

де 𝜏11 = 𝜏22 – час релаксацiї дiагональних елементiв до їх рiвноважного значення, 𝜏21 = 𝜏12 – час рела-
ксацiї недiагональних елементiв (для розрiджених газiв, при низьких температурах релаксацiя зумовлена
лише непружними процесами, тодi 𝜏21 = 2𝜏11; для густих газiв, конденсованого середовища в оптичному
дiапазонi 𝜏21 ≪ 𝜏11).

Розглянемо дворiвневу систему в змiнному електричному полi амплiтуди 𝐴(𝑡) у дипольному набли-
женнi за умови, що власний дипольний момент системи вiдсутнiй. Тодi матимемо:

𝑉21 ≡ 𝑉 *
12 = −1

2
𝑑21
(︀
𝐴(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡 +𝐴*(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡

)︀
, 𝑉𝑖𝑖 = 0.

Введемо новi дiйснi змiннi (𝑢, 𝑣, 𝑤) таким чином:

𝜌21 =
1

2
(𝑢+ 𝑖𝑣)𝑒−𝑖𝜔𝑡, 𝜌12 =

1

2
(𝑢− 𝑖𝑣)𝑒𝑖𝜔𝑡, 𝜌11 − 𝜌22 = 𝑤.

Зауважимо, що величина 𝑢 визначає показник заломлення, а 𝑣 – коефiцiєнт поглинання середовища (пiд-
силення, якщо 𝑤0 > 0), оскiльки поляризовнiсть системи 𝛼 = −𝑑12(𝑢 + 𝑖𝑣)/2. В результатi одержимо

25
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систему: ⎧⎨⎩
𝑢̇+ 𝛾2𝑢+ 𝑣𝛿 = −𝑤𝑓2(𝑡),
𝑣̇ + 𝛾2𝑣 − 𝑢𝛿 = 𝑤𝑓1(𝑡),
𝑤̇ + 𝛾1(𝑤 − 𝑤0) = 𝑢𝑓2(𝑡)− 𝑣𝑓1(𝑡),

де 𝑓1(𝑡) + 𝑖𝑓2(𝑡) = 𝑑21
(︀
𝐴(𝑡) +𝐴*(𝑡)𝑒2𝑖𝜔𝑡

)︀
/ℏ, 𝛾1 = 1/𝜏11, 𝛾2 = 1/𝜏21, 𝛿 = 𝜔 − 𝜔21. Позначимо також Ω =

|𝑑21𝐴|/ℏ.
Типовими є такi спiввiдношення мiж параметрами: 𝛾1,2 ≪ 𝜔21 (релаксацiйнi процеси повiльнiшi кван-

тових осциляцiй), 𝛿 ≪ 𝜔21 (умова резонансу), Ω ≪ 𝜔21 (невелике поле). В цьому випадку можна ко-
ристуватися наближення огинаючої, розглядаючи повiльну змiну амплiтуди на фонi малих коливань з
частотою 𝜔21 ≈ 𝜔. Записавши систему у виглядi⎛⎝𝑢̇𝑣̇

𝑤̇

⎞⎠+

⎛⎝𝛾2 𝛿 0
−𝛿 𝛾2 −Ω
0 Ω 𝛾1

⎞⎠⎛⎝𝑢𝑣
𝑤

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0

𝛾1𝑤0

⎞⎠+Ω

⎛⎝ 0 0 − sin 2𝜔𝑡
0 0 cos 2𝜔𝑡

sin 2𝜔𝑡 − cos 2𝜔𝑡 0

⎞⎠⎛⎝𝑢𝑣
𝑤

⎞⎠ ,

бачимо, що останнiй доданок пiсля усереднення по перiоду квантових осциляцiй можна розглядати як
збурення. Рiвняння для повiльнозмiнної амплiтуди – лiнiйне зi сталими коефiцiєнтами. Характеристичнi
показники задовольняють рiвняння

(𝛾1 + 𝜆)
(︀
(𝛾2 + 𝜆)2 + 𝛿2 +Ω2

)︀
= Ω2(𝛾1 − 𝛾2).

Всi три коренi мають вiд’ємнi дiйснi частини порядку 𝛾1,2. Це означає, що на великих часах 𝑡 ≳ 1/𝛾1,2
система релаксує до квазiстацiонарного стану (ефект насичення):

𝑢 = − Ω𝛿

𝛾22 + 𝛿2
𝑤,

𝑣 =
Ω𝛾2

𝛾22 + 𝛿2
𝑤,

𝑤 = 𝑤0

(︂
1 +

Ω2

𝛾1𝛾2

𝛾22
𝛾22 + 𝛿2

)︂−1

.

Видно, що 𝛾2 – пiвширина лiнiї поглинання.
У випадку слабкого затухання, 𝛾1,2 ≪ Ω, будуть два комплексно спряжених розв’язки з уявною части-

ною порядку
√
Ω2 + 𝛿2. Це означає, що на невеликих часах, 𝑡 ≪ 1/𝛾1,2, в системi вiдбуваються осциляцiї

самої амплiтуди – так званi осциляцiї Рабi . Зокрема, якщо 𝛾1,2 = 0, то розв’язок наступний:

𝑢 = 𝑤0
Ω𝛿

Ω2 + 𝛿2

(︁
cos
√︀
Ω2 + 𝛿2𝑡− 1

)︁
,

𝑣 = 𝑤0
Ω√

Ω2 + 𝛿2
sin
√︀
Ω2 + 𝛿2𝑡,

𝑤 = 𝑤0 + 𝑤0
Ω2

Ω2 + 𝛿2

(︁
cos
√︀
Ω2 + 𝛿2𝑡− 1

)︁
.

§12. Формула Ландау–Зенера

Розглянемо iзольовану дворiвневу систему з гамiльтонiаном

𝐻(𝑡) =

(︂
𝐸1(𝑡) 𝑉

𝑉 𝐸2(𝑡)

)︂
.

У дiабатичному представленнi еволюцiя коефiцiєнтiв визначається системою (2.6):

iℏ𝑐̇1 = 𝑉 exp

(︂
i

∫︁
𝜔12(𝑡) d𝑡

)︂
𝑐2,

iℏ𝑐̇2 = 𝑉 exp

(︂
−i

∫︁
𝜔12(𝑡) d𝑡

)︂
𝑐1.
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Розглянемо найпростiшу модель перетину рiвнiв: 𝜔12 = 𝛼2𝑡. Обезрозмiримо рiвняння замiною 𝜏 = 𝛼𝑡:

i𝑐̇1 = 𝑞e i𝜏2/2𝑐2,

i𝑐̇2 = 𝑞e−i𝜏2/2𝑐1,

де 𝑞 = 𝑉
ℏ𝛼 . Цю систему зручно перетворити до вигляду

𝑐1,2 ∓ i𝑐̇1,2 + 𝑝𝑐1,2 = 0,

де 𝑝 = |𝑞|2. Нехай у початковий момент часу заселений перший рiвень: 𝑐1(−∞) = 1, 𝑐2(−∞) = 0. Знайдемо
еволюцiю заселення другого рiвня.

Диференцiальна задача для 𝑐2 має вигляд:

𝑐2 + i𝑐̇2 + 𝑝𝑐2 = 0, 𝑐2(−∞) = 0, 𝑐̇2(𝜏) ∼ −i𝑞e−i𝜏2/2, 𝜏 → −∞.

Парою лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння є функцiї

𝜏e−i𝜏2/2𝑀

(︂
1 +

i𝑝

2
,
3

2
,
i𝜏2

2

)︂
, 𝜏e−i𝜏2/2𝑈

(︂
1 +

i𝑝

2
,
3

2
,
i𝜏2

2

)︂
,

де 𝑀,𝑈 – виродженi гiпергеометричнi функцiї Кумера, аргументи яких надалi опускатимемо. Функцiя
𝑀 цiла, а функцiя 𝑈 регулярна за винятком логарифмiчної особливiстi у нулi. Умову на −∞ задовольняє
тiльки друга функцiя. Звiдси випливає, що розв’язок має наступний вигляд:

𝑐2(𝜏) = (𝐴|𝜏 |𝑈 +𝐵𝜏+𝑀) e−i𝜏2/2,

де 𝜏+ = 𝜏 , при 𝜏 > 0, i нуль в iншому випадку. Ця функцiя автоматично задовольняє умову 𝑐2(−∞) = 0 i
неперервна в нулi. Коефiцiєнт 𝐴 визначаємо з другої умови на нескiнченностi, що дасть

𝐴 =
𝑞

2
e−𝜋𝑝/4.

Коефiцiєнт 𝐵 визначаємо з умови неперервностi похiдної у нулi, що дасть

𝐵 = −2𝐴
d(𝜏𝑈)

d𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝜏=0

≡ 4
√
𝜋

Γ
(︀
1
2 + i𝑝2

)︀𝐴.
Графiки часових залежностей див. у Maple-файлi. При 𝜏 → +∞ перехiд у стан 2 вiдбувається з

iмовiрнiстю
|𝑐2(+∞)|2 = 1− e−2𝜋𝑝

(див. елегантний вивiд цiєї формули в [16]). Оскiльки

|𝑐2(0)|2 =
1− e−𝜋𝑝

2

такого ж порядку, що й |𝑐2(+∞)|2, швидкiсть переходу можна оцiнити за формулою

|𝑐̇2(0)|
|𝑐2(0)|

=

⎯⎸⎸⎷ℜ

[︃
2(1 + i)

Γ
(︀
1 + i𝑝2

)︀
Γ
(︀
1
2 + i𝑝2

)︀]︃.
Для малих 𝑝 ця величина близька до одиницi, тобто швидкiсть переходу дорiвнює 𝛼. При великих 𝑝 ця
величина спадає як 𝑝−1/4, уповiльнюючи перехiд.



Роздiл IV

Наближенi методи

§13. Квазiкласичне наближення

Квазiкласичне наближення (метод ВКБ) застосовне тодi, коли визначена хвиля де Бройля, тобто коли
довжина хвилi мало змiнюється на вiдстанях порядку її самої: d𝜆/d𝑥≪ 1, це дає таку умову:𝑚ℏ𝐹/𝑝3 ≪ 1.
Крiм того наступна поправка дає додатково умову 𝑚2ℏ

∫︀
𝐹 2/𝑝5 d𝑥≪ 1.

В першому наближеннi хвильова функцiя в областi квазiкласичностi має вигляд хвилi де Бройля:

𝜓(𝑥) =
𝑐1√︀
𝑝(𝑥)

exp

(︂
𝑖

ℏ

∫︁
𝑝(𝑥) d𝑥

)︂
+

𝑐2√︀
𝑝(𝑥)

exp

(︂
− 𝑖

ℏ

∫︁
𝑝(𝑥) d𝑥

)︂
, (13.1)

де 𝑝(𝑥) ≡ 𝑝(𝑥,𝐸) =
√︀

2𝑚(𝐸 − 𝑈(𝑥)). Аналiзуючи поведiнку точних розв’язкiв рiвняння Шредiнгера в
областях порушення умов квазiкласичностi, зшиваємо хвилi де Бройля в сусiднiх областях квазiкласи-
чностi i одержуємо рiвняння на спектр. Для кусково сталих потенцiалiв квазiкласичне наближення дає,
очевидно, точнi результати.

Нехай потенцiал на заданому рiвнi енергiї має лише двi точки повороту класичної траєкторiї 𝑥1 ⩽ 𝑥 ⩽
𝑥2 i нехай скрiзь за винятком околiв точок повороту виконуються умови квазiкласичного наближення.
Тодi (13.1) набуде вигляду

𝜓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(−1)𝑛𝑐1√

|𝑝(𝑥)|
exp

(︀
−1

ℏ
∫︀ 𝑥1
𝑥 |𝑝(𝑦)| d𝑦

)︀
, 𝑥 < 𝑥1,

(−1)𝑛𝑐√
𝑝(𝑥)

cos
(︁
1
ℏ
∫︀ 𝑥
𝑥1
𝑝(𝑥) d𝑥− 𝜑1

)︁
≡ 𝑐√

𝑝(𝑥)
cos
(︀
1
ℏ
∫︀ 𝑥2
𝑥 𝑝(𝑥) d𝑥− 𝜑2

)︀
, 𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2,

𝑐2√
|𝑝(𝑥)|

exp
(︁
−1

ℏ
∫︀ 𝑥
𝑥2

|𝑝(𝑦)|d𝑦
)︁
, 𝑥 > 𝑥2,

(13.2)

де 𝑛 ⩾ 0 – головне квантове число (кiлькiсть вузлiв хвильової функцiї), а амплiтуди 𝑐1,2 i фази 0 < 𝜑1,2 ⩽
𝜋/2 визначаються поведiнкою потенцiалу в околi точок повороту. З другого рядка в (13.2) одержимо
рiвняння на спектр, яке називається правилом квантування Бора–Зомерфельда:∮︁

𝑝(𝑥,𝐸) d𝑥 ≡ 2

∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝑝(𝑥,𝐸) d𝑥 = 2𝜋ℏ
(︂
𝑛+

𝜑1 + 𝜑2
𝜋

+ 𝑜(1)

)︂
, (13.3)

тут 𝑜(1) вiдповiдає асимптотицi 𝑛→ ∞. Умова нормування в першому наближеннi дає

𝑐 =

√︃
4𝑚

𝑇 (𝐸)
, де перiод 𝑇 (𝐸) =

∮︁
𝑚d𝑥

𝑝(𝑥,𝐸)
≡ 2𝜋ℏ

𝑑𝑛

𝑑𝐸
.

Аналiз рiвняння Шредiнгера в околi точки повороту (на прикладi 𝑥1) дає таке [1, с. 206]:

• Якщо |𝐹 (𝑥1)| <∞, то 𝜑1 = 𝜋/4 i 𝑐1 = 𝑐/2.

• Якщо рух обмежений стiнкою 𝑈(𝑥) ∼ +(𝑥− 𝑥1)
−𝑠, 𝑠 > 2, то в околi точки 𝑥1 працює квазiкласичне

наближення, а оскiльки хвильова функцiя неперервна i 𝜓(𝑥1) = 0, то 𝜑1 = 𝜋/2 i 𝑐1 = 0.

28
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• Якщо 𝑥1 – особлива точка потенцiалу виду 𝑈(𝑥) ∼ ±(𝑥 − 𝑥1)
−𝑠, 𝑠 ⩽ 2, то замiною 𝜓(𝑥) = 𝑒𝜉/2𝑢(𝜉),

𝑥−𝑥1 = 𝑒𝜉 рiвняння зведеться до першого випадку з 𝜑1 = 𝜋/4, проте повертаючись у формулi (13.3)
до змiнної 𝑥, побачимо, що потенцiал треба замiнити на ефективний 𝑈eff(𝑥) = 𝑈(𝑥)+ℏ2/8𝑚(𝑥−𝑥1)2.
Зокрема, для випадку 𝑈(𝑥) ∼ 𝛼(𝑥 − 𝑥1)

−2 можна використовувати звичайний потенцiал, але зi
складнiшою фазою

𝜑1 =
𝜋

4

(︃
1 +

√︂
1 +

8𝑚𝛼

ℏ2
−
√︂

8𝑚𝛼

ℏ2

)︃
.

Слiд зауважити, що для достатньо плоских потенцiалiв, тобто таких що 𝑈 ′′(𝑥0) = 0 в точцi 𝑥0 мiнi-
муму потенцiалу, квазiкласичне наближення дає хорошу оцiнку i для основного рiвня, при цьому малим
параметром є величина ℏ2

𝑚(𝐸0−𝑈(𝑥0))(𝑥2−𝑥1)2 .
Для руху в сферично симетричному потенцiалi 𝑈(𝑟) для модифiкованої радiальної функцiї (4.6) ми

маємо одновимiрну задачу в потенцiалi 𝑈𝑙(𝑟) (4.7) з межовою умовою в точцi 𝑟 = 0. Тодi правила кванту-
вання такi: ∫︁ 𝑟max

𝑟min

𝑝eff(𝑟, 𝐸) d𝑟 = 𝜋ℏ
(︂
𝑛𝑟 +

1

4
+
𝜑

𝜋

)︂
,

де 𝜑 визначається поведiнкою потенцiалу в зовнiшнiй точцi повороту, а ефективний потенцiал має вигляд:

𝑈eff(𝑟) = 𝑈𝑙(𝑟) +
ℏ2

2𝑚𝑟2
1

4
≡ 𝑈(𝑟) +

ℏ2

2𝑚𝑟2
(𝑙 + 𝑑/2− 1)2.

Узагальнюючи (13.3) на випадок системи з 𝑠 ступенями вiльностi, одержимо квазiкласичну формулу
для кiлькостi квантових станiв з енергiєю, не вище заданої:

Γ(𝐸) =

∫︁
𝐻(𝑝,𝑞)⩽𝐸

d𝑠𝑝 d𝑠𝑞

(2𝜋ℏ)𝑠
, (13.4)

при цьому густина станiв

𝑔(𝐸) ≡ dΓ(𝐸)

d𝐸
=

1

ℏ𝜔(𝐸)
,

де 𝜔(𝐸) – циклiчна частота руху по класичнiй траєкторiї.

У випадку тунелювання маємо таку формулу для коефiцiєнта проходження [1, с. 220]:

𝐷 ∼ exp

(︂
−2

ℏ

∫︁ 𝑥2

𝑥1

|𝑝(𝑥,𝐸)|d𝑥
)︂
, (13.5)

причому передекспоненцiйний множник в першому наближеннi невизначений (точнiше, дорiвнює одиницi,
але невизначенiсть такого ж порядку).

§14. Варiацiйний метод

Для знаходження основного стану мiнiмiзуємо енергiю 𝐸 =
∫︀
𝜓𝐻̂𝜓 d𝑉 за умови

∫︀
𝜓𝜓 d𝑉 = 1. Для

збуджених станiв додаємо ще умови ортогональностi нижчим станам. При виборi пробної функцiї потрi-
бно враховувати межовi умови, асимптотику хвильової функцiї в особливих точках i на нескiнченностi,
симетрiю задачi, а також деякi загальнi принципи, наприклад, в мiнiмумi потенцiалу хвильова функцiя
максимальна.

Для сферично симетричних потенцiалiв iнтеграли енергiї i нормування мають вигляд:

𝐸 =

∞∫︁
0

[︂
ℏ2

2𝑚
𝑅′2 +

(︂
ℏ2

2𝑚

𝑙(𝑙 + 𝑑− 2)

𝑟2
+ 𝑈(𝑟)

)︂
𝑅2

]︂
𝑟𝑑−1 d𝑟,

∞∫︁
0

𝑅2𝑟𝑑−1 d𝑟 = 1,

або ж для модифiкованої радiальної функцiї (4.6):

𝐸 =

∞∫︁
0

[︂
ℏ2

2𝑚
𝜒′2 +

(︂
ℏ2

2𝑚𝑟2

(︂
𝑙(𝑙 + 𝑑− 2) +

1

2
(𝑑− 1)(𝑑− 3)

)︂
+ 𝑈(𝑟)

)︂
𝜒2

]︂
d𝑟,

∞∫︁
0

𝜒2 d𝑟 = 1.

Варiацiйний принцип є основою для чисельного методу розкладу хвильової функцiї по скiнченному
базису.
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§15. Стацiонарна теорiя збурень

Нехай гамiльтонiан має вигляд 𝐻 = 𝐻(0)+𝑉 , де 𝑉 – оператор збурення. Розкладаємо власнi значення
енергiї i власнi функцiї в ряд 𝐸𝑛 = 𝐸

(0)
𝑛 + 𝐸

(1)
𝑛 + 𝐸

(2)
𝑛 + . . . i 𝜓𝑛 = 𝜓

(0)
𝑛 + 𝜓

(1)
𝑛 + 𝜓

(2)
𝑛 + . . . по амплiтудi

збурення.
У випадку невироджених рiвнiв, позначивши 𝐸𝑛𝑚 = 𝐸

(0)
𝑛 −𝐸

(0)
𝑚 , одержимо [1, с. 167] такi поправки до

енергiї:

𝐸(1)
𝑛 = 𝑉𝑛𝑛, 𝐸(2)

𝑛 =
∑︁
𝑚 ̸=𝑛

|𝑉𝑚𝑛|2

𝐸𝑛𝑚
, 𝐸(3)

𝑛 =
∑︁
𝑚̸=𝑛

∑︁
𝑘 ̸=𝑛

𝑉𝑛𝑚𝑉𝑚𝑘𝑉𝑘𝑛
𝐸𝑛𝑚𝐸𝑛𝑘

−
∑︁
𝑚 ̸=𝑛

𝑉𝑛𝑛|𝑉𝑚𝑛|2

𝐸2
𝑛𝑚

, (15.1)

i аналогiчно для хвильової функцiї:

𝜓(1)
𝑛 =

∑︁
𝑚 ̸=𝑛

𝑉𝑚𝑛
𝐸𝑛𝑚

𝜓(0)
𝑚 , 𝜓(2)

𝑛 =
∑︁
𝑚 ̸=𝑛

⎛⎝∑︁
𝑘 ̸=𝑛

𝑉𝑚𝑘𝑉𝑘𝑛
𝐸𝑛𝑚𝐸𝑛𝑘

− 𝑉𝑚𝑛𝑉𝑛𝑛
𝐸2
𝑛𝑚

⎞⎠𝜓(0)
𝑚 − 1

2

⎛⎝∑︁
𝑚̸=𝑛

|𝑉𝑚𝑛|2

𝐸2
𝑛𝑚

⎞⎠𝜓(0)
𝑛 . (15.2)

Корисно також мати поправки до матричних елементiв операторiв:

𝐴(1)
𝑚𝑛 =

∑︁
𝑘 ̸=𝑚

𝑉𝑚𝑘
𝐸𝑚𝑘

𝐴
(0)
𝑘𝑛 +

∑︁
𝑘 ̸=𝑛

𝐴
(0)
𝑚𝑘

𝑉𝑘𝑛
𝐸𝑛𝑘

. (15.3)

Для оператора густини ця формула непридатна, у випадку багаточастинкової системи невзаємодiючих
фермiонiв матимемо:

𝜌(0) =
occ∑︁
𝑛

⃒⃒⃒
𝜓(0)
𝑛

⟩⟨
𝜓(0)
𝑛

⃒⃒⃒
, 𝜌(1) =

occ∑︁
𝑛

uno∑︁
𝑚

𝑉𝑛𝑚
𝐸𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝜓(0)
𝑛

⟩⟨
𝜓(0)
𝑚

⃒⃒⃒
+ h.c., (15.4)

𝜌(2) =

{︃
occ∑︁
𝑛,𝑚

uno∑︁
𝑘

−
uno∑︁
𝑛,𝑚

occ∑︁
𝑘

}︃
𝑉𝑛𝑘𝑉𝑘𝑚
𝐸𝑛𝑘𝐸𝑘𝑚

⃒⃒⃒
𝜓(0)
𝑛

⟩⟨
𝜓(0)
𝑚

⃒⃒⃒
+

{︃
occ∑︁
𝑛

uno∑︁
𝑚

uno∑︁
𝑘

−
uno∑︁
𝑛

occ∑︁
𝑚

occ∑︁
𝑘

}︃(︂
𝑉𝑛𝑘𝑉𝑘𝑚
𝐸𝑛𝑘𝐸𝑛𝑚

⃒⃒⃒
𝜓(0)
𝑛

⟩⟨
𝜓(0)
𝑚

⃒⃒⃒
+ h.c.

)︂
,

де “occ” i “uno” означають суму по заповнених i незаповнених рiвнях вiдповiдно, а суми у фiгурних дужках
означають, що пiдсумнi вирази у них однаковi i вказанi справа вiд фiгурних дужок. Умовою застосовностi
стационарної теорiї збурень є малiсть поправок порiвняно з вiдстанню мiж сусiднiми рiвнями незбуреної
задачi.

Випадок виродження принципово складнiший. Нехай даний рiвень енергiї 𝐸(0)
𝑛𝜈 незбуреної задачi ви-

роджений, де 𝑛 – головне квантове число, а 𝜈 нумерує виродженi квантовi стани. Тодi вибiр власних
функцiй незбуреної задачi неоднозначний. Зафiксуємо якимось чином цей вибiр, маркуючи такий базис,
а також обчисленi на ньому матричнi елементи тильдою, як от 𝜓(0)

𝑛𝜈 . Перший крок теорiї збурень полягає
у вiдшуканнi правильних хвильових функцiй нульового порядку 𝜓

(0)
𝑛𝜈 , правильних в тому розумiннi, що

кожна з них повнiстю належить пiдпростору якогось рiвня енергiї збуреної задачi. Шукаємо розв’язок у
виглядi 𝜓(0)

𝑛𝜈 =
∑︀

𝜇 𝑐𝜇𝜓
(0)
𝑛𝜇 . Коефiцiєнти розкладу є розв’язками наступної спектральної задачi (так зване

секулярне рiвняння): ∑︁
𝜇

𝑉𝑛𝜈,𝑛𝜇𝑐𝜇 = 𝐸(1)
𝑛 𝑐𝜈 , (15.5)

власнi значення якої дають першi поправки до енергiї. Може так статися, що кратнiсть виродження рiвнiв
поправлених секулярним рiвнянням (15.5) не вiдповiдає точному розв’язку, тодi матричнi елементи 𝑉𝑛𝜈,𝑛𝜇
в (15.5) треба пiдправляти теорiєю збурення вищих порядкiв. Зокрема, в другому порядку замiсть 𝑉𝑛𝜈,𝑛𝜇
в рiвняння (15.5) пiдставляємо [1, с. 170]

𝑉𝑛𝜈,𝑛𝜇 +
∑︁
𝑘 ̸=𝑛,𝜅

𝑉𝑛𝜈,𝑘𝜅𝑉𝑘𝜅,𝑛𝜇

𝐸
(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑘

.

Поправки вищих порядкiв обчислюються на базi правильних функцiй нульового порядку за форму-
лами

𝐸(2)
𝑛𝜈 =

∑︁
𝑚̸=𝑛,𝜇

|𝑉𝑚𝜇,𝑛𝜈 |2

𝐸
(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑚

≡
∑︁
𝑚̸=𝑛,𝜇

|𝑉𝑚𝜇,𝑛𝜈 |2

𝐸
(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑚
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для енергiї i

𝜓(1)
𝑛𝜈 =

∑︁
𝑚̸=𝑛,𝜇

𝑉𝑚𝜇,𝑛𝜈

𝐸
(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑚

𝜓(0)
𝑚𝜇 +

∑︁
𝜇̸=𝜈

1

(𝑉𝑛𝜈,𝑛𝜈 − 𝑉𝑛𝜇,𝑛𝜇)

⎛⎝ ∑︁
𝑘 ̸=𝑛,𝜅

𝑉𝑛𝜇,𝑘𝜅𝑉𝑘𝜅,𝑛𝜈(︁
𝐸

(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑘

)︁
⎞⎠𝜓(0)

𝑛𝜇

для хвильової функцiї. Умовою застосовностi теорiї є малiсть поправок порiвняно з вiдстанню мiж сусi-
днiми рiвнями енергiї незбуреної задачi (тобто стани, для яких виродження знялося, не враховуються).

§16. Нестацiонарна теорiя збурень

Нехай гамiльтонiан має вигляд 𝐻 = 𝐻(0) + 𝑉 (𝑡), де 𝑉 (𝑡) – оператор збурення, а 𝐻(0) не залежить вiд
часу. Розв’язок нестацiонарного рiвняння Шредiнгера шукаємо у виглядi

𝜓(𝑡) =
∑︁
𝑛

𝑐𝑛(𝑡)𝜓
(0)
𝑛 exp

(︁
−𝑖𝐸(0)

𝑛 𝑡/ℏ
)︁
, (16.1)

де 𝜓(0)
𝑛 – власнi функцiї оператора 𝐻(0). Для коефiцiєнтiв розкладу одержимо рiвняння

𝑖ℏ𝑐̇𝑛 =
∑︁
𝑘

𝑉𝑛𝑘(𝑡)𝑒
𝑖𝜔𝑛𝑘𝑡𝑐𝑘, (16.2)

де

𝜔𝑛𝑘 =
𝐸

(0)
𝑛 − 𝐸

(0)
𝑘

ℏ
, (16.3)

Не обмежуючи загальностi, виберемо незбурену хвильову функцiю у виглядi 𝜓(0)
𝑚 exp

(︁
−𝑖𝐸(0)

𝑚 𝑡/ℏ
)︁
, мар-

куючи це додатковим iндексом в коефiцiєнтах розкладу: 𝑐𝑛𝑚. Використовуючи теорiю збурень, шукаємо
розв’язок рiвняння (16.2) у виглядi ряду теорiї збурень 𝑐𝑛𝑚 = 𝛿𝑛𝑚+ 𝑐

(1)
𝑛𝑚+ 𝑐

(2)
𝑛𝑚+ . . . по амплiтудi збурення.

В перших двох порядках одержимо

𝑐(1)𝑛𝑚(𝑡) =
1

𝑖ℏ

∫︁
𝑉𝑛𝑚(𝑡)𝑒

𝑖𝜔𝑛𝑚𝑡 d𝑡, (16.4)

𝑐(2)𝑛𝑚(𝑡) =
1

(𝑖ℏ)2
∑︁
𝑘

∫︁
𝑡>𝑡1>𝑡2

𝑉𝑛𝑘(𝑡1)𝑒
𝑖𝜔𝑛𝑘𝑡1𝑉𝑘𝑚(𝑡2)𝑒

𝑖𝜔𝑘𝑚𝑡2 d𝑡1 d𝑡2. (16.5)

Умова застосовностi теорiї стандартна: малiсть поправок першого порядку.
Залежно вiд типу часової залежностi збурення розрiзняють кiлька випадкiв, якi розглянемо нижче.

16.1. Обмеженi в часi збурення

Якщо збурення обмежене в часi (формально, якщо iнтеграли Фур’є всiх 𝑉𝑛𝑚(𝑡) збiгаються), то приро-
дно поставити таку задачу: при 𝑡 = −∞ система перебуває у стацiонарному станi з хвильовою функцiєю
𝜓i = 𝜓

(0)
𝑚 , яка iмовiрнiсть знайти систему в стацiонарному станi 𝜓f = 𝜓

(0)
𝑛 при 𝑡 = +∞, причому такi

стацiонарнi стани iснують, оскiльки за умовою 𝑉 (±∞) = 0. В першому порядку теорiї збурень вiдповiдь
дається, очевидно, за допомогою формули (16.4), яка дає

𝑤𝑚𝑛 = |𝑐𝑛𝑚(+∞)|2 =
⃒⃒⃒⃒
1

ℏ

∫︁ ∞

−∞
𝑉𝑛𝑚(𝑡)𝑒

𝑖𝜔𝑛𝑚𝑡 d𝑡

⃒⃒⃒⃒2
при 𝑚 ̸= 𝑛. Для дiагональних елементiв в першому порядку результат малозмiстовний: 𝑤𝑚𝑚 = 1, тож
слiд скористатися формулою повної iмовiрностi: 𝑤𝑚𝑚 = 1−

∑︀
𝑛𝑤𝑚𝑛.

Наприклад, якщо 𝑉𝑛𝑚(𝑡) = 𝑉𝑛𝑚 ℐ {0 < 𝑡 < 𝑇}, тобто незалежне вiд часу збурення дiє протягом часу
𝑇 , то

𝑤𝑚𝑛 =
|𝑉𝑛𝑚|2

ℏ2𝜔2
𝑛𝑚

2(1− cos𝜔𝑛𝑚𝑇 ).
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16.2. Збурення з обмеженою змiною в часi

Подiбна ситуацiя виникає, коли збурення в часi необмежене, але його змiна обмежена в часi, тобто
𝑉 (−∞) = 0 i iснує lim𝑡→+∞ 𝑉 (𝑡) ≡ 𝑉 (+∞) ̸= 0. Тодi при 𝑡 = ±∞ знову ж таки iснують стацiонарнi стани
𝜓i = 𝜓

(0)
𝑚 i 𝜓f, але власнi функцiї 𝜓f вiдрiзняються вiд 𝜓

(0)
𝑛 , хоча для малих збурень структура спектру

зберiгається, тому зберiгається й iндексацiя рiвнiв. В першому наближеннi теорiї збурень матимемо при
𝑡→ +∞

𝑐(1)𝑛𝑚(𝑡) = −𝑉𝑛𝑚(+∞)

ℏ𝜔𝑛𝑚
𝑒𝑖𝜔𝑛𝑚𝑡 +

1

ℏ𝜔𝑛𝑚

∫︁ ∞

−∞

𝜕𝑉𝑛𝑚(𝜏)

𝜕𝜏
𝑒𝑖𝜔𝑛𝑚𝜏 d𝜏.

Покажемо, що перший член дає поправку до власних функцiй, а другий — iмовiрностi переходiв. Для
простоти розглянемо невиродженi рiвнi. Iмовiрнiсть переходу дається формулою

𝑤𝑚𝑛 =
⃒⃒⃒⟨
𝜓f
𝑛|𝜓(+∞)

⟩⃒⃒⃒2
, де 𝜓f

𝑛 =
(︁
𝜓(0)
𝑛 + 𝜓(1)

𝑛

)︁
exp

[︁
−𝑖
(︁
𝐸(0)
𝑛 + 𝐸(1)

𝑛

)︁
𝑡/ℏ
]︁
,

причому поправки до енергiй i власних функцiй обчислюються за оператором збуренням 𝑉 (+∞). За
формулами (15.1) i (15.2) одержимо⟨

𝜓f
𝑛|𝜓(+∞)

⟩
=

exp [𝑖𝑉𝑛𝑛(+∞)𝑡/ℏ]
ℏ𝜔𝑛𝑚

∫︁ ∞

−∞

𝜕𝑉𝑛𝑚(𝜏)

𝜕𝜏
𝑒𝑖𝜔𝑛𝑚𝜏 d𝜏,

звiдки

𝑤𝑚𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
1

ℏ𝜔𝑛𝑚

∫︁ ∞

−∞

𝜕𝑉𝑛𝑚(𝑡)

𝜕𝑡
𝑒𝑖𝜔𝑛𝑚𝑡 d𝑡

⃒⃒⃒⃒2
при 𝑚 ̸= 𝑛. Дiагональнi елементи не можна обчислити за формулою (16.4), оскiльки iнтеграл розбiгається.
Звертаючись до точного рiвняння (16.2) для 𝑐𝑚𝑚 у першому порядку теорiї збурень для невироджених
рiвнiв матимемо:

𝑐𝑚𝑚(𝑡) = exp

[︂
1

𝑖ℏ

∫︁ 𝑡

−∞
𝑉𝑚𝑚(𝜏) d𝜏

]︂
,

а iмовiрность переходу тривiальна: 𝑤𝑚𝑚 = 1, тобто треба використовувати формулу повної iмовiрностi:
𝑤𝑚𝑚 = 1−

∑︀
𝑚𝑤𝑚𝑛.

Наприклад, якщо 𝑉𝑛𝑚(𝑡) лiнiйно зростає вiд 0 до фiксованого 𝑉𝑛𝑚 на промiжку часу 𝑇 , то

𝑤𝑚𝑛 =
|𝑉𝑛𝑚|2

ℏ2𝜔2
𝑛𝑚

2(1− cos𝜔𝑛𝑚𝑇 )

𝜔2
𝑛𝑚𝑇

2
.

Залежно вiд швидкостi змiни 𝑉 (𝑡) розрiзняють два граничнi випадки. Якщо змiна повiльна, тобто
матричнi елементи 𝑉𝑛𝑚(𝑡) мало змiнюються на часах порядку 𝜔−1

𝑛𝑚, то таке збурення називається адiаба-
тичним, оскiльки переходи мiж рiвнями з рiзними значеннями енергiї вiдсутнi (енергiя – адiабатичний
iнварiант). Переходи в цьому випадку вiдбуваються лише мiж виродженими по енергiї рiвнями.

У протилежному випадку миттєвого збурення хвильова функцiя системи вiдразу пiсля включення
збурюючого потенцiалу залишається такою ж, як i до включення. В цьому випадку iмовiрностi пере-
ходiв можна обчислити точно за формулою 𝑤if = |⟨𝜓f|𝜓i⟩|2, якщо вiдомi точнi власнi функцiї збуреної
системи 𝜓f. Для малих збурень у першому порядку одержимо результат стацiонарної теорiї збурень:
𝑤𝑚𝑛 = |𝑉𝑛𝑚|2/(ℏ𝜔𝑛𝑚)2.

16.3. Перiодичне збурення. Нерезонансний випадок

У першому порядку теорiї збурень 𝑉 (𝑡) входить лiнiйно, а тому будь-яке перiодичне збурення можна
представити iнтегралом Фур’є. Тому достатньо обмежитися збуреннями виду 𝑉 (𝑡) = 𝐹𝑒−𝑖𝜔𝑡+𝐹+𝑒𝑖𝜔𝑡. Нас
цiкавлять лише перiодичнi розв’язки, тобто стацiонарний режим.

Розглянемо спершу нерезонансний випадок, тобто 𝜔 ̸= 𝜔𝑛𝑚. За формулою (16.4) одержимо

𝑐(1)𝑛𝑚(𝑡) = − 𝐹𝑛𝑚
ℏ(𝜔𝑛𝑚 − 𝜔)

𝑒𝑖(𝜔𝑛𝑚−𝜔)𝑡 − 𝐹𝑚𝑛
ℏ(𝜔𝑛𝑚 + 𝜔)

𝑒𝑖(𝜔𝑛𝑚+𝜔)𝑡. (16.6)

Матричнi елементи операторiв слiд брати у представленнi Гейзенберга, оскiльки задача нестацiонарна.
Видiлятимемо їх шрифтом, щоб вiдрiзнити їх вiд матричних елементiв, узятих на власних функцiях
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незбуреного гамiльтонiану. Для стацiонарного гамiльтонiану 𝒜(0)
𝑛𝑚(𝑡) = 𝐴𝑛𝑚𝑒

𝑖𝜔𝑛𝑚𝑡. В першому наближеннi
теорiї збурень [1, с. 179]

𝒜(1)
𝑛𝑚(𝑡) = −𝑒

−𝑖𝜔𝑛𝑚𝑡

ℏ
∑︁
𝑘

[︂(︂
𝐴𝑛𝑘𝐹𝑘𝑚

𝜔𝑘𝑚 − 𝜔 − 𝑖0
+

𝐹𝑛𝑘𝐴𝑘𝑚
𝜔𝑘𝑛 + 𝜔 + 𝑖0

)︂
𝑒−𝑖𝜔𝑡

+

(︂
𝐴𝑛𝑘𝐹𝑚𝑘

𝜔𝑘𝑚 + 𝜔 − 𝑖0
+

𝐹𝑘𝑛𝐴𝑘𝑚
𝜔𝑘𝑛 − 𝜔 + 𝑖0

)︂
𝑒𝑖𝜔𝑡
]︂
, (16.7)

тут 𝑖0 додається для того, щоб формула формально справджувалася i у випадку резонансу.
Прикладом практичного використання одержаної формули є обчислення сприйнятливостi квантової

системи. Нехай до системи прикладається зовнiшнє поле величини ℰ так, що 𝐹 = 𝑋̂ℰ𝜔. Тодi сприйнятли-
вiсть 𝜒𝑛 системи у квантовому станi 𝑛, означена спiввiдношенням 𝒜(1)

𝑛𝑛(𝜔) = 𝜒𝑛(𝜔)ℰ𝜔, дається виразом

𝜒𝑛(𝜔) = −1

ℏ
∑︁
𝑘

(︂
𝐴𝑛𝑘𝑋𝑘𝑛

𝜔𝑘𝑛 − 𝜔 − 𝑖0
+

𝑋𝑛𝑘𝐴𝑘𝑛
𝜔𝑘𝑛 + 𝜔 + 𝑖0

)︂
. (16.8)

Зокрема, для поляризовностi квантової системи1 маємо 𝐴 = 𝑒 (𝑟 − ⟨𝑟⟩) i 𝑋̂ = −𝑒𝑟, а отже

𝛼𝑖𝑗𝑛 (𝜔) =
𝑒2

ℏ
∑︁
𝑘

(︃
𝑟𝑖𝑛𝑘𝑟

𝑗
𝑘𝑛

𝜔𝑘𝑛 − 𝜔 − 𝑖0
+

𝑟𝑗𝑛𝑘𝑟
𝑖
𝑘𝑛

𝜔𝑘𝑛 + 𝜔 + 𝑖0

)︃
≡ 2𝑒2

ℏ
∑︁
𝑘

(︃
ℜ𝑟𝑖𝑛𝑘𝑟

𝑗
𝑘𝑛

𝜔2
𝑘𝑛 − 𝜔2

𝜔𝑘𝑛 + 𝑖
ℑ𝑟𝑖𝑛𝑘𝑟

𝑗
𝑘𝑛

𝜔2
𝑘𝑛 − 𝜔2

𝜔

)︃
.

В загальному випадку цей тензор складається з дiйсної симетричної компоненти i уявної антисиметри-
чної. Якщо ж 𝜓𝑛 можна вибрати дiйсною, то друга компонента обнулюється, i поляризовнiсть є дiйсним
симетричним тензором вигляду

𝛼𝑖𝑗𝑛 (𝜔) =
𝑒2

𝑚

∑︁
𝑘

𝑓 𝑖𝑗𝑘𝑛
𝜔2
𝑘𝑛 − 𝜔2

, (16.9)

де безрозмiрний тензор

𝑓 𝑖𝑗𝑘𝑛 =
2𝑚𝜔𝑘𝑛

ℏ
ℜ𝑟𝑖𝑛𝑘𝑟

𝑗
𝑘𝑛

називається тензором сил осцилятора (в дипольному наближеннi). У випадку iзотропного поля компо-
ненти тензора усереднюються:

𝑓 iso
𝑘𝑛 =

2𝑚𝜔𝑘𝑛
3ℏ

|𝑟𝑘𝑛|2.

16.4. Перiодичне збурення. Випадок резонансу

Нехай частота збурення така, що 𝜔 = 𝜔21 + 𝛿 для деякої пари рiвнiв 1 i 2. Для цих двох рiвнiв
формула (16.4) незастосовна, тому виписуємо для них точнi рiвняння, нехтуючи iншими рiвнями, а також
викидаючи нерезонанснi доданки в наближення огинаючої, |𝛿| ≪ 𝜔21 (див. строгий вивiд у §11):

iℏ𝑐̇1 = 𝐹21e
i𝛿𝑡𝑐2, iℏ𝑐̇2 = 𝐹21e

−i𝛿𝑡𝑐1.

Якщо в початковий момент часу система перебувала знаходилася на першому рiвнi (|𝑐1(0)| = 1), то
розв’язок матиме вигляд

𝑐2(𝑡) =
Ω√

Ω2 + 𝛿2
𝑒−i𝛿𝑡/2 sin

√
Ω2 + 𝛿2 𝑡

2
, (16.10)

де Ω = |2𝐹21/ℏ|. Для початкової умови |𝑐2(0)| = 1 розв’язок для 𝑐1 комплексно спряжений до (16.10).
Таким чином, в резонансi шириною Ω система осцилює мiж станами з частотою порядку Ω (осциляцiї
Рабi), причому на це ще накладаються мiлкi квантовi осциляцiї з частотою 𝜔21.

В практичних застосуваннях часто виникає ситуацiя, коли 1/𝜔 ≪ 𝑡 ≲ 1/Ω, тобто час спостереження
значно бiльший характерних часiв квантової динамiки, але переходи все ще малоймовiрнi (осциляцiї Рабi
ще не спостерiгаються). Тодi iмовiрнiсть переходу мiж рiвнями з розрахунку на одиницю часу формально
зводиться до золотого правила Фермi (16.11) [3]:

𝑤21

𝑡
=
𝑤12

𝑡
=

𝑡−1Ω2

Ω2 + 𝛿2
sin2

√
Ω2 + 𝛿2 𝑡

2
∼ 2𝜋

ℏ2
|𝐹21|2𝛿(𝜔 − 𝜔21),

1Нагадаємо формулу 𝜀 = 1 + 4𝜋𝑛𝛼.
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16.5. Переходи в неперервному спектрi

Якщо кiнцевий стан належить неперервному спектру, то частота переходу (iмовiрнiсть з розрахунку
на одиницю часу) обчислюється за золотим правилом Фермi [1, с. 188]:

𝑤̇if =
2𝜋

ℏ
|𝐹fi|2𝛿(𝐸f − 𝐸i − ℏ𝜔). (16.11)



Роздiл V

Багаточастинковi системи

§17. Багаточастинковi системи: загальна теорiя

З принципу тотожностi частинок випливає, що хвильова функцiя повинна бути або абсолютно си-
метричною, або абсолютно антисиметричною вiдносно перестановок координат частинок. Справдi, при
перестановцi будь-якої пари координат хвильова функцiя може змiнитися лише на фазовий множник.
Повторна перестановка дає в результатi тотожне перетворення. Тобто фазовий множник дорiвнює ±1.
Оскiльки описана процедура не повинна залежати вiд вибору тiєї чи iншої пари частинок, а також вiд
наявностi чи вiдсутностi iнших частинок, то фазовий множник дорiвнює або +1 для всiх парних переста-
новок, або −1, що й доводить твердження.

В релятивiстськiй квантовiй теорiї, виходячи з умови обмеженостi енергiї знизу, показується, що хви-
льова функцiя системи частинок з цiлим спiном абсолютно симетрична, а з пiвцiлим спiном – абсолютно
антисиметрична.

Хвильова функцiя багаточастинкової системи є складною функцiєю багатьох змiнних. Насправдi, нам
не потрiбно знати повну хвильову функцiю для вiдповiдi на бiльшiсть фiзичних питань, якi виникають
на практицi, оскiльки практично всi оператори фiзичних величин є комбiнацiєю одно- i двочастинкових
операторiв. Тому для “практично повного” опису стацiонарного стану необхiдно знати лише одно- i дво-
частинкову матрицю густини (це не оператор), а для аналiзу переходiв – її очевидне узагальнення – одно-
i двочастинкова матрицi переходiв [7]:

𝜌1e
ΨΦ(𝜉1; 𝜂1) = 𝑁

∫︁
Ψ(𝜉1, 𝜁2, 𝜁3, . . . , 𝜁𝑁 )Φ(𝜂1, 𝜁2, 𝜁3, . . . , 𝜁𝑁 ) d𝜁2 d𝜁3 . . . d𝜁𝑁 , (17.1а)

𝜌2e
ΨΦ(𝜉1, 𝜉2; 𝜂1, 𝜂2) = 𝑁(𝑁 − 1)

∫︁
Ψ(𝜉1, 𝜉2, 𝜁3, . . . , 𝜁𝑁 )Φ(𝜂1, 𝜂2, 𝜁3, . . . , 𝜁𝑁 ) d𝜁3 . . . d𝜁𝑁 . (17.1б)

Дiагональнi елементи цих матриць позначатимемо скорочено як

𝜌1e(𝜉) ≡ 𝜌1e(𝜉, 𝜉), 𝜌2e(𝜉1, 𝜉2) ≡ 𝜌2e(𝜉1, 𝜉2; 𝜉1, 𝜉2).

Зокрема для системи з гамiльтонiаном

𝐻(𝜉1, . . . , 𝜉𝑁 ) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐻1e(𝜉𝑘) +
∑︁
𝑘<𝑙

𝑊 (𝜉𝑘, 𝜉𝑙) (17.2)

матричнi елементи гамiльтонiану виражаються через матрицi густини так:

⟨Φ|H|Ψ⟩ =
∫︁
ℎ1e(𝜉, 𝜂)𝜌1e

ΨΦ(𝜂, 𝜉) d𝜂 d𝜉 +
1

2

∫︁
𝑊 (𝜉1, 𝜉2)𝜌

2e
ΨΦ(𝜉1, 𝜉2) d𝜉1 d𝜉2, (17.3)

де ℎ1e – iнтегральне ядро оператора 𝐻1e, визначене як

(︀
𝐻1e𝜙

)︀
(𝜉) =

∫︁
ℎ1e(𝜉, 𝜂)𝜙(𝜂) d𝜂.

35
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Тут необхiдно зробити наступне зауваження: окремо взятий одночастинковий оператор 𝐻1e з (17.2) не
є оператором багаточастинкової системи, таким є сума

∑︀𝑁
𝑘=1𝐻

1e(𝜉𝑘). Аналогiчне твердження стосується
потенцiалу 𝑊 мiжчастинкової взаємодiї. Iнший приклад: дипольний момент переходу

⟨Φ| 𝑒
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘 |Ψ⟩ = 𝑒

∫︁
𝜉 𝜌1e

ΨΦ(𝜉) d𝜉.

В деяких випадках може знадобитися повна двочастинкова матриця:

⟨Φ|
∑︁
𝑘<𝑙

𝐴(𝜉𝑘)𝐵(𝜉𝑙)|Ψ⟩ = 1

2

∫︁
𝑎(𝜉1, 𝜂1)𝑏(𝜉2, 𝜂2)𝜌

2e
ΨΦ(𝜂1, 𝜂2; 𝜉1, 𝜉2) d𝜂1 d𝜂2 d𝜉1 d𝜉2,

де 𝑎 i 𝑏 – iнтегральнi ядра операторiв 𝐴 i 𝐵.

§18. Система електронiв

18.1. Детермiнант Слейтера

Багаточастинкова хвильова функцiя є складною функцiєю багатьох змiнних i чи не єдиним практи-
чним способом опису такої функцiї є розклад її в ряд по добутках одночастинкових функцiй. Окремо
взятий добуток не задовольняє переставним спiввiдношенням для електронiв, оскiльки для частинок з
пiвцiлим спiном хвильова функцiя повинна бути антисиметричною вiдносно перестановки їх координат.
У базисi одноелектронних хвильових функцiй цього можна досягнути використовуючи детермiнант Слей-
тера (Slater):

|𝜓1, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑁 ⟩(𝜉1, . . . , 𝜉𝑁 ) =
1√
𝑁 !

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝜓1(𝜉1) 𝜓1(𝜉2) . . . 𝜓1(𝜉𝑁 )
𝜓2(𝜉1) 𝜓2(𝜉2) . . . 𝜓2(𝜉𝑁 )
. . . . . . . . . . . .

𝜓𝑁 (𝜉1) 𝜓𝑁 (𝜉2) . . . 𝜓𝑁 (𝜉𝑁 )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ , (18.1)

тут 𝜉𝑘 = (𝑥𝑘, 𝜎𝑘) – просторовi i спiновi координати 𝑘-го електрона, 𝜓𝑖 – одноелектроннi хвильовi функцiї.
Функцiя (18.1) вiдмiнна вiд тотожного нуля тодi i тiльки тодi, коли функцiї 𝜓𝑖 лiнiйно незалежнi – надалi
завжди вважатимемо, що ця умова виконана. При лiнiйному перетвореннi одноелектронних функцiй де-
термiнант Слейтера просто домножується на детермiнант матрицi лiнiйного перетворення. Звiдси випли-
ває, що з точнiстю до сталої детермiнант залежить тiльки вiд 𝑁 -вимiрного пiдпростору Span{𝜓1, . . . , 𝜓N},
тобто за одноелектроннi функцiї можна вибрати будь-якi 𝑁 лiнiйно незалежних функцiй з цього пiдпро-
стору. Зокрема, їх завжди можна вибрати ортонормованими.

Iнтеграли перекриття функцiй (18.1) обчислюються за формулою

⟨𝜙1, . . . , 𝜙𝑁 |𝜓1, . . . , 𝜓𝑁 ⟩ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ⟨𝜙1|𝜓1⟩ ⟨𝜙1|𝜓2⟩ . . . ⟨𝜙1|𝜓𝑁 ⟩
⟨𝜙2|𝜓1⟩ ⟨𝜙2|𝜓2⟩ . . . ⟨𝜙2|𝜓𝑁 ⟩
. . . . . . . . . . . .

⟨𝜙𝑁 |𝜓1⟩ ⟨𝜙𝑁 |𝜓2⟩ . . . ⟨𝜙𝑁 |𝜓𝑁 ⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ≡ det𝑂(𝜙1, . . . , 𝜙𝑁 ;𝜓1, . . . , 𝜓𝑁 ), (18.2)

тут 𝑂 – матриця перекриття. Mатричнi елементи одно- i двочастинкових операторiв обчислюються за
допомогою таких формул:

⟨Φ|𝐴(𝜉1)|Ψ⟩ = det𝑂

𝑁
tr𝐴𝑂−1, (18.3а)

⟨Φ|𝐴(𝜉1)𝐵(𝜉2)|Ψ⟩ = det𝑂

𝑁(𝑁 − 1)

(︀
tr𝐴𝑂−1 tr𝐵𝑂−1 − tr𝐴𝑂−1𝐵𝑂−1

)︀
, (18.3б)

⟨Φ|𝑊 (𝜉1, 𝜉2)|Ψ⟩ = det𝑂

𝑁(𝑁 − 1)

Φ∑︁
𝑖,𝑗

Ψ∑︁
𝑘,𝑙

(𝑊𝑖𝑘𝑗𝑙 −𝑊𝑖𝑙𝑗𝑘)
(︀
𝑂−1

)︀
𝑘𝑖

(︀
𝑂−1

)︀
𝑙𝑗
,

≡ det𝑂

𝑁(𝑁 − 1)

Φ∑︁
𝑖,𝑗

Ψ∑︁
𝑘,𝑙

𝑊𝑖𝑘𝑗𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
𝑂−1

)︀
𝑘𝑖

(︀
𝑂−1

)︀
𝑘𝑗(︀

𝑂−1
)︀
𝑙𝑖

(︀
𝑂−1

)︀
𝑙𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (18.3в)
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тут i надалi позначення виду 𝑖 ∈ Ψ слiд розумiти як iндекс одноелектронної функцiї з детермiнанта
Слейтера,

𝐴𝑖𝑘 =

∫︁
𝜙𝑖(𝜉)(𝐴𝜓𝑘)(𝜉) d𝜉, 𝑊𝑖𝑘𝑗𝑙 =

∫︁
𝜙𝑖(𝜉)𝜓𝑘(𝜉)𝑊 (𝜉, 𝜂)𝜙𝑗(𝜂)𝜓𝑙(𝜂) d𝜉 d𝜂 ≡𝑊𝑗𝑙𝑖𝑘. (18.4)

Звернiть увагу на загальноприйнятий порядок iндексiв для двоелектронних iнтегралiв, так що 𝑊𝑖𝑘𝑗𝑙 ≡
(𝑊𝑖𝑘)𝑗𝑙, а у випадку 𝜙 = 𝜓 iнтеграл 𝑊𝑖𝑖𝑗𝑗 вiдповiдає класичнiй взаємодiї електронних густин |𝜓𝑖|2 i |𝜓𝑗 |2.
Слiд зауважити, що для виродженої матрицi 𝑂 обернена матриця невизначена, в цьому випадку потрiбно
або використовувати граничний перехiд, або користуватися мiнорами:

(−1)𝑖+𝑘 det𝑂(𝑖,𝑘) =
(︀
𝑂−1

)︀
𝑘𝑖
det𝑂, sgn(𝑖−𝑗) sgn(𝑘− 𝑙)(−1)𝑖+𝑗+𝑘+𝑙 det𝑂(𝑖𝑗,𝑘𝑙) =

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
𝑂−1

)︀
𝑘𝑖

(︀
𝑂−1

)︀
𝑘𝑗(︀

𝑂−1
)︀
𝑙𝑖

(︀
𝑂−1

)︀
𝑙𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ det𝑂,
(18.5)

де матрицi виду 𝑂(𝑖1𝑖2...,𝑘1𝑘2...) утворенi з матрицi 𝑂 викресленням 𝑖1-го, 𝑖2-го i т.д. рядкiв i 𝑘1-го, 𝑘2-го
i т.д. стовпчикiв в нумерацiї одноелектронних хвильових функцiй. Одночастинкова матриця переходiв
(17.1) обчислюється за формулою

𝜌1e
ΨΦ(𝜉; 𝜂) = det𝑂

Ψ∑︁
𝑖

Φ∑︁
𝑘

𝜓𝑖(𝜉)
(︀
𝑂−1

)︀
𝑖𝑘
𝜙𝑘(𝜂), (18.6)

через неї ж виражається i двочастинкова матриця:

𝜌2e
ΨΦ(𝜉1, 𝜉2; 𝜂1, 𝜂2) =

1

det𝑂

⃒⃒⃒⃒
𝜌1e(𝜉1; 𝜂1) 𝜌1e(𝜉2; 𝜂1)
𝜌1e(𝜉1; 𝜂2) 𝜌1e(𝜉2; 𝜂2)

⃒⃒⃒⃒
≡ det𝑂

Ψ∑︁
𝑖,𝑗

Φ∑︁
𝑘,𝑙

𝜓𝑖(𝜉1)𝜓𝑗(𝜉2)

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
𝑂−1

)︀
𝑖𝑘

(︀
𝑂−1

)︀
𝑗𝑘(︀

𝑂−1
)︀
𝑖𝑙

(︀
𝑂−1

)︀
𝑗𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜙𝑘(𝜂1)𝜙𝑙(𝜂2).

(18.7)

18.2. Простiр Фока

Якщо функцiї {𝜓𝑖, 𝑖 ∈ A} складають повний базис у просторi одноелектронних хвильових функцiй
(зазвичай A = N), то множина функцiй

𝒞𝑁 (A) = { |𝜓𝑖1 , . . . , 𝜓𝑖𝑁 ⟩ ≡ |𝑖1, . . . , 𝑖𝑁 ⟩ ≡ |𝐼⟩, 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑁 , 𝑖1 ∈ A, . . . , 𝑖𝑁 ∈ A } (18.8)

складає повний базис у просторi 𝑁 -електронних (антисиметричних) хвильових функцiй. Звернiть увагу
на позначення: у випадку, коли одноелектронний базис вiдомий з контексту, вживаємо iндекси замiсть
функцiй. Для однозначностi вважатимемо, що iндекси строго впорядкованi за зростанням (кожна пере-
становка сумiжних iндексiв змiнює знак на протилежний). Базиснi функцiї можна також записувати в
числах заповнення:

|𝑛1, 𝑛2, . . .⟩,

тут 𝑛1 – число електронiв (0 або 1) з одноелектронною функцiєю 𝜓1 i т.д. Формули розкладу очевиднi:

Ψ =

𝒞𝑁 (A)∑︁
𝐼

𝐶𝐼 |𝐼⟩, (18.9а)

коефiцiєнти визначаються iз системи

𝒞𝑁 (A)∑︁
𝐽

⟨𝐼|𝐽⟩𝐶𝐽 = 𝑁 !

∫︁
𝜓𝑖1(𝜉1) . . . 𝜓𝑖𝑁 (𝜉𝑁 )Ψ(𝜉1, . . . , 𝜉𝑁 ) d𝜉1 . . . d𝜉𝑁 , (18.9б)

де
⟨𝐼|𝐽⟩ ≡ det𝑂(𝜓𝑖1 , . . . , 𝜓𝑖𝑁 ;𝜓𝑗1 , . . . , 𝜓𝑗𝑁 ). (18.10)

При лiнiйнiй замiнi базису одноелектронних функцiй багатоелектроннi функцiї змiнюються так (формула
Cauchy–Binet):

𝜓𝑖 =
∑︁
𝑗∈A

𝑇𝑖𝑗𝜙𝑗 =⇒ |𝐼⟩𝜓 =
∑︁

𝐽 :|𝐽 |=|𝐼|

det𝑇𝐼𝐽 |𝐽⟩𝜙. (18.11)
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Пряма сума просторiв з нулем, одною, двома i т.д. частинками

𝒞(A) =
|A|⨁︁
𝑁=0

𝒞𝑁 (A) (18.12)

називається простором Фока. Oператор 𝐴, заданий у координатному представленнi, у просторi 𝒞(A) по-
значатимемо A, так що формула (17.2) виглядатиме так:

H = H1e +W, (18.13)

де число електронiв неявно фiксоване.
У просторi Фока введемо оператори

c𝑖|𝐼⟩ = 𝑃 (𝑖, 𝐼) |𝐼∖𝑖⟩, (18.14)

де

𝑃 (𝑖, 𝐼) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑖 займає непарну позицiю в 𝐼,
−1, 𝑖 займає парну позицiю в 𝐼,
0, 𝑖 /∈ 𝐼.

(18.15)

Неважко бачити, що цi оператори антикомутують:

{c𝑖, c𝑗} = 0. (18.16)

Будь-який оператор можна подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї добуткiв c𝑖 та спряжених операторiв c+𝑖 .
Зокрема, одно- i двочастинковий оператори запишуться так:

A =
A∑︁
𝑖,𝑘

c+𝑖 𝐴𝑖𝑘c𝑘, W =
1

2

A∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

c+𝑖 c
+
𝑗 𝑊𝑖𝑘𝑗𝑙c𝑙c𝑘. (18.17)

Це випливає з порiвняння формул (18.3) з тотожностями

⟨𝐼|c+𝑖 c𝑘|𝐽⟩ = 𝑃 (𝑖, 𝐼)𝑃 (𝑘, 𝐽) det𝑂(𝑖,𝑘) ≡
(︀
𝑂−1

)︀
𝑘𝑖
det𝑂, (18.18а)

⟨𝐼|c+𝑖 c
+
𝑗 c𝑙c𝑘|𝐽⟩ = 𝑃 (𝑖, 𝐼)𝑃 (𝑗, 𝐼∖𝑖)𝑃 (𝑙, 𝐽∖𝑘)𝑃 (𝑘, 𝐽) det𝑂(𝑖𝑗,𝑘𝑙) ≡

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︀
𝑂−1

)︀
𝑘𝑖

(︀
𝑂−1

)︀
𝑘𝑗(︀

𝑂−1
)︀
𝑙𝑖

(︀
𝑂−1

)︀
𝑙𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ det𝑂, (18.18б)

де 𝑂 ≡ 𝑂(𝜓𝑖1 , . . . , 𝜓𝑖𝑁 ;𝜓𝑗1 , . . . , 𝜓𝑗𝑁 ). Звернiть увагу, що iндекси матрицi 𝑂 у цiй формулi вiдповiдають
iндексам з множин 𝐼 та 𝐽 , а не матричним iндексам. Крiм того, скрiзь вважається, що |𝐼| = |𝐽 | (iнакше
вирази нульовi). Це означає, що число частинок зберiгається, i у просторi Фока ми не виходимо за межi
𝒞𝑁 (A). Формула (18.13) тепер матиме вигляд

H =
A∑︁
𝑖,𝑘

c+𝑖 𝐻
1e
𝑖𝑘 c𝑘 +

1

2

A∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

c+𝑖 c
+
𝑗 𝑊𝑖𝑘𝑗𝑙c𝑙c𝑘. (18.19)

Oдно- i двочастинкову матрицi переходiв (17.1) можна представити у виглядi:

𝜌1e
ΨΦ(𝜉; 𝜂) =

A∑︁
𝑖,𝑘

𝜓𝑖(𝜉)
(︀
𝜌1e
ΨΦ

)︀
𝑖𝑘
𝜙𝑘(𝜂), 𝜌2e

ΨΦ(𝜉1, 𝜉2; 𝜂1, 𝜂2) =
A∑︁

𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝜓𝑖(𝜉1)𝜓𝑗(𝜉2)
(︀
𝜌2e
ΨΦ

)︀
𝑖𝑘𝑗𝑙

𝜙𝑘(𝜂1)𝜙𝑙(𝜂2), (18.20)

де (︀
𝜌1e
ΨΦ

)︀
𝑘𝑖

= ⟨Φ|c+𝑖 c𝑘|Ψ⟩,
(︀
𝜌2e
ΨΦ

)︀
𝑘𝑖𝑙𝑗

= ⟨Φ|c+𝑖 c
+
𝑗 c𝑙c𝑘|Ψ⟩ (18.21)

(звернiть увагу на порядок iндексiв). Слiд зауважити, що для неортогонального базису

(︀
𝜌1e
ΨΦ

)︀
𝑖𝑘

̸=
∫︁
𝜓𝑖(𝜉)𝜌

1e
ΨΦ(𝜉; 𝜂)𝜓𝑘(𝜂) d𝜉 d𝜂, 𝐴(𝜉, 𝜂) ̸=

A∑︁
𝑖,𝑘

𝜓𝑖(𝜉)𝐴𝑖𝑘𝜙𝑘(𝜂). (18.22)

Формула (17.3) при цьому видозмiниться так:

𝐸 =

A∑︁
𝑖,𝑘

𝐻1e
𝑖𝑘 𝜌

1e
𝑘𝑖 +

1

2

A∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

𝑊𝑖𝑘𝑗𝑙𝜌
2e
𝑘𝑖𝑙𝑗 . (18.23)
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18.3. Оператори народження i знищення

У цьому параграфi розглянемо випадок ортогонального одночастинкового базису. Ключовим спроще-
нням є той факт, що нерiвностi (18.22) стають тотожностями, а

c+𝑖 |𝐼⟩ = 𝑃 (𝑖, 𝐼 ∪ 𝑖) |𝐼 ∪ 𝑖⟩. (18.24)

В цьому випадку оператор c+𝑖 можна назвати оператором народження квазiчастинки у станi 𝑖 [1, 6].
Оператор c𝑖 буде, очевидно, оператором знищення цiєї квазiчастинки. Нескладно бачити, що оператори
народження i знищення задовольняють такi спiввiдношення:

{c𝑖, c𝑗} = 0, {c+𝑖 , c
+
𝑗 } = 0, {c+𝑖 , c𝑗} = 𝛿𝑖𝑗 . (18.25)

Функцiї з базису (18.8) можна записати у виглядi впорядкованого добутку

|𝐼⟩ =
∏︁
𝑖∈𝐼

c+𝑖 |⟩.

Оператор
n𝑖 = c+𝑖 c𝑖 (18.26)

буде оператором числа квазiчастинок у станi 𝑖, оскiльки

n𝑖|𝐼⟩ = ℐ {𝑖 ∈ 𝐼} |𝐼⟩. (18.27)

Через цей оператор виражаються дiагональнi елементи матриць густини/переходiв:(︀
𝜌1e
ΨΦ

)︀
𝑖𝑖
≡ ⟨Ψ|n𝑖|Φ⟩,

(︀
𝜌2e
ΨΦ

)︀
𝑖𝑖𝑗𝑗

≡ ⟨Ψ|n𝑖n𝑗 |Φ⟩ − 𝛿𝑖𝑗⟨Ψ|n𝑖|Φ⟩.

Якщо Ψ задана розкладом (18.9), то

(︀
𝜌1e
Ψ

)︀
𝑖𝑖
=

𝒞𝑁 (A)∑︁
𝐼

ℐ {𝑖 ∈ 𝐼} |𝐶𝐼 |2.

Формули (18.18) i (18.3) для багатоелектронних матричних елементiв спрощуються. Можливi чотири
випадки. Якщо 𝐼 = 𝐽 , ненульовими матричними елементами будуть

⟨𝐼|𝐼⟩ = 1, ⟨𝐼|c+𝑖 c𝑖|𝐼⟩ = 1, 𝑖 ∈ 𝐼, ⟨𝐼|c+𝑖 c
+
𝑗 c𝑗c𝑖|𝐼⟩ = 1 = −⟨𝐼|c+𝑖 c

+
𝑗 c𝑖c𝑗 |𝐼⟩, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼,

=⇒ ⟨𝐼|A|𝐼⟩ =
𝐼∑︁
𝑖

𝐴𝑖𝑖, ⟨𝐼|W|𝐼⟩ = 1

2

𝐼∑︁
𝑖,𝑗

(𝑊𝑖𝑖𝑗𝑗 −𝑊𝑖𝑗𝑗𝑖). (18.28а)

Якщо 𝐼 i 𝐽 вiдрiзняються лише одним iндексом 𝑖 ̸= 𝑘,

⟨𝐼|c+𝑖 c𝑘|𝐽⟩ = (−1)𝑚, ⟨𝐼|c+𝑖 c
+
𝑗 c𝑗c𝑘|𝐽⟩ = (−1)𝑚 = −⟨𝐼|c+𝑖 c

+
𝑗 c𝑘c𝑗 |𝐽⟩, 𝑗 ∈ 𝐼∖𝑖,

=⇒ ⟨𝐼|A|𝐽⟩ = (−1)𝑚𝐴𝑖𝑘, ⟨𝐼|W|𝐽⟩ = (−1)𝑚
𝐼∖𝑖∑︁
𝑗

(𝑊𝑖𝑘𝑗𝑗 −𝑊𝑖𝑗𝑗𝑘), (18.28б)

де 𝑚 – число iндексiв з множини 𝐼 ∩ 𝐽 мiж 𝑖 та 𝑘. Якщо 𝐼 i 𝐽 вiдрiзняються парою iндексiв {𝑖 < 𝑗} = 𝐼∖𝐽
i {𝑘 < 𝑙} = 𝐽∖𝐼,

⟨𝐼|c+𝑖 c
+
𝑗 c𝑙c𝑘|𝐽⟩ = (−1)𝑚 = −⟨𝐼|c+𝑖 c

+
𝑗 c𝑘c𝑙|𝐽⟩ =⇒ ⟨𝐼|W|𝐽⟩ = (−1)𝑚(𝑊𝑖𝑘𝑗𝑙 −𝑊𝑖𝑙𝑗𝑘), (18.28в)

де 𝑚 – сума чисел iндексiв з множини 𝐼 ∩ 𝐽 мiж 𝑖 та 𝑗 i 𝑘 та 𝑙. У рештi випадкiв матричнi елементи
нульовi.
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18.4. Спiн-орбiталi

Практичний iнтерес становить випадок незалежного вiд спiну гамiльтонiану. В цьому випадку повний
спiн системи зберiгається, тобто оператори S2 i S𝑧 є iнтегралами руху. Спiни окремих частинок не зберi-
гаються, тому повна хвильова функцiя взагалi кажучи не розпадається в добуток координатної i спiнової
частин. Бiльш того, детермiнант Слейтера побудований на функцiях 𝜓(𝑥)𝜒(𝜎), де 𝜒 – власна функцiя
операторiв S2 i S𝑧 одного електрона (10.1), не є взагалi кажучи власною функцiєю оператора повного
спiну S2. Справдi, дiя оператора S2 на такий детермiнант дається виразом

S2 = 𝑆2
𝑧 +

1

2
𝑁unpair +

∑︁
𝑖∈↑

∑︁
𝑗∈↓

flip𝑖 flip𝑗 , (18.29)

де 𝑁unpair – число неспарованих електронiв (спарованi електрони мають протилежний спiн i однакову
просторову частину), а оператор “flip” перевертає спiн (але не змiнює порядок функцiй у детермiнантi,
тому слiд уважно стежити за знаком). Цей вираз пропорцiйний одиничному оператору тодi i тiльки тодi,
коли всi електрони з однiєю з двох проекцiй спiну спарованi. Насамкiнець зауважимо, що умова анти-
симетричностi повної хвильової функцiї накладає певнi обмеження на симетрiю її координатної частини,
тому рiвнi енергiї залежать вiд повного спiну.

В одноелектронному базисi зi спiновою частиною (10.1) матричнi елементи (18.3) дiагональнi по спiну
в тому розумiннi, що

𝐴𝜎𝜏𝑖𝑘 = 𝛿𝜎𝜏 ⟨𝜙𝜎𝑖 |𝐴|𝜓𝜎𝑘 ⟩ ≡ 𝛿𝜎𝜏𝐴
𝜎
𝑖𝑘, 𝑊 𝜎𝜐𝜏𝜑

𝑖𝑘𝑗𝑙 = 𝛿𝜎𝜐𝛿𝜏𝜑 ⟨𝜙𝜎𝑖 (𝑥)𝜙𝜏𝑗 (𝑦)|𝑊 |𝜓𝜎𝑘 (𝑥)𝜓𝜏𝑙 (𝑦)⟩ ≡ 𝛿𝜎𝜐𝛿𝜏𝜑𝑊
𝜎𝜏
𝑖𝑘𝑗𝑙, (18.30а)

тут 𝜓𝜎 – просторова частина одноелектронної хвильової функцiї зi спiном 𝜎. Тодi

det𝑂 =
∏︁
𝜎

det𝑂𝜎, tr𝐴𝑂−1 =
∑︁
𝜎

tr𝐴𝜎𝑂−1
𝜎 , (18.30б)

де 𝑂𝜎 ≡ 𝑂(𝜙𝜎1 , . . . , 𝜙
𝜎
𝑁𝜎

;𝜓𝜎1 , . . . , 𝜓
𝜎
𝑁𝜎

), а чотирикратна сума в (18.3в) зведеться до вигляду

∑︁
𝜎,𝜏

Φ𝜎∑︁
𝑖

Φ𝜏∑︁
𝑗

Ψ𝜎∑︁
𝑘

Ψ𝜏∑︁
𝑙

(︀
𝑊 𝜎𝜏
𝑖𝑘𝑗𝑙 − 𝛿𝜎𝜏𝑊

𝜎𝜎
𝑖𝑙𝑗𝑘

)︀ (︀
𝑂−1
𝜎

)︀
𝑘𝑖

(︀
𝑂−1
𝜏

)︀
𝑙𝑗
. (18.30в)

У формулах (18.30) неявно вважається, що Ψ i Φ мають однакове значення 𝑁 ≡ 𝑁↑+𝑁↓ i 𝑆𝑧 ≡ (𝑁↑−𝑁↓)/2
(iнакше всi вирази нульовi), при цьому всi матрицi в (18.30) квадратнi.

Позначення (18.8) дещо ускладняться:

Ψ ≡
⃒⃒⃒
𝑖′1 𝑖′2 ...
𝑖′′1 𝑖′′2 ...

⟩
≡ |𝐼↑, 𝐼↓⟩, (18.31)

де верхнi iндекси вiдповiдають спiну ↑, причому у детермiнантi Слейтера порядок функцiй такий:

{𝜓𝑖′1𝜒↑, 𝜓𝑖′2𝜒↑, . . . , 𝜓𝑖′′1𝜒↓, 𝜓𝑖′′2𝜒↓, . . .}.

Звернiть увагу, що знак оператора “flip” в (18.29) для так впорядкованого детермiнанту дорiвнює (−1)𝑚,
де 𝑚 – число позицiй, на якi потрiбно зсунути перевернуту одноелектронну хвильову функцiю. Формула
(18.11) видозмiниться так:

|𝐼↑, 𝐼↓⟩𝜓 =
∑︁

𝐽 :|𝐽↑|=|𝐼↑|,|𝐽↓|=|𝐼↓|

det𝑇𝐼↑𝐽↑ det𝑇𝐼↓𝐽↓ |𝐽↑, 𝐽↓⟩𝜙. (18.32)

Оператори (18.14) дiють так:

c𝑖↑|𝐼↑, 𝐼↓⟩ = 𝑃 (𝑖, 𝐼↑) |(𝐼↑∖𝑖), 𝐼↓⟩, c𝑖↓|𝐼↑, 𝐼↓⟩ = (−1)|𝐼
↑|𝑃 (𝑖, 𝐼↓) |𝐼↑, (𝐼↓∖𝑖)⟩. (18.33)

Базовi матричнi елементи (18.18) ускладняться:

⟨𝐼↑, 𝐼↓|𝐽↑, 𝐽↓⟩ = ⟨𝐼↑|𝐽↑⟩⟨𝐼↓|𝐽↓⟩ ≡ det𝑂↑ det𝑂↓ ≡ det𝑂, (18.34а)

⟨𝐼↑, 𝐼↓|c+𝑖𝜎c𝑘𝜏 |𝐽
↑, 𝐽↓⟩ = 𝛿𝜎𝜏

(︀
𝑂−1
𝜎

)︀
𝑘𝑖
det𝑂, (18.34б)

⟨𝐼↑, 𝐼↓|c+𝑖𝜎c
+
𝑗𝜏c𝑙𝜑c𝑘𝜐|𝐽

↑, 𝐽↓⟩ =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛿𝜎𝜐

(︀
𝑂−1
𝜎

)︀
𝑘𝑖

𝛿𝜏𝜐
(︀
𝑂−1
𝜏

)︀
𝑘𝑗

𝛿𝜎𝜑
(︀
𝑂−1
𝜎

)︀
𝑙𝑖

𝛿𝜏𝜑
(︀
𝑂−1
𝜏

)︀
𝑙𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒det𝑂. (18.34в)
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Формула (18.19) видозмiниться так:

H =
A∑︁
𝑖,𝑘

↑↓∑︁
𝜎

c+𝑖𝜎𝐻
1e
𝑖𝑘 c𝑘𝜎 +

1

2

A∑︁
𝑖,𝑗,𝑘,𝑙

↑↓∑︁
𝜎𝜏

c+𝑖𝜎c
+
𝑗𝜏𝑊𝑖𝑘𝑗𝑙c𝑙𝜏c𝑘𝜎, (18.35)

причому спiновi iндекси у матричних елементiв 𝐻1e i 𝑊 вiдсутнi, якщо координатнi частини базисних
функцiй (18.8) однаковi для обох проекцiй спiну.

Розглянемо приклад двоелектронної системи. В цьому випадку можливi два значення повного спiну.
При 𝑆 = 0

Ψ(𝜉1, 𝜉2) = 𝑋(𝑥1, 𝑥2)
1√
2
[𝜒↑(𝜎1)𝜒↓(𝜎2)− 𝜒↓(𝜎1)𝜒↑(𝜎2)] ,

причому координатна частина 𝑋(𝑥1, 𝑥2) повинна бути симетричною. При 𝑆 = 1 маємо три спiновi функцiї
з рiзними значеннями проекцiї повного спiну:

Ψ(𝜉1, 𝜉2) = 𝑋(𝑥1, 𝑥2)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜒↑(𝜎1)𝜒↑(𝜎2), 𝑆𝑧 = +1,

𝜒↓(𝜎1)𝜒↓(𝜎2), 𝑆𝑧 = −1,
1√
2
[𝜒↑(𝜎1)𝜒↓(𝜎2) + 𝜒↓(𝜎1)𝜒↑(𝜎2)] , 𝑆𝑧 = 0,

всi з однаковою просторовою частиною, яка повинна бути антисиметричною. Звернiть увагу, що останню
хвильову функцiю (𝑆 = 1, 𝑆𝑧 = 0) неможливо подати у виглядi детермiнанту Слейтера, навiть для
невзаємодiючих електронiв.

18.5. Метод Хартрi–Фока

Для взаємодiючої системи використовується в основному варiацiйний метод в комбiнацiї з теорiєю
збурення або методом функцiонала густини. Пробну багаточастинкову функцiю природно взяти у виглядi
лiнiйної комбiнацiї детермiнантiв Слейтера. В найпростiшому варiантi, так званому методi Хартрi–Фока,
який i розглянемо, обмежуються одним детермiнантом. Розглянемо лише парну взаємодiю так, що

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐻1e(𝜉𝑘) +
∑︁
𝑘<𝑙

𝑊 (𝜉𝑘, 𝜉𝑙), 𝐻1e(𝜉) = − ℏ2

2𝑚
∆+ 𝑉 (𝜉). (18.36)

За формулами (18.3) з 𝑂 = 1 (це наша свобода вибору) функцiонал енергiї зведеться до вигляду

𝐸[Ψ] ≡ ⟨Ψ|𝐻|Ψ⟩ =
𝑁∑︁
𝑖=1

⟨︀
𝜓𝑖
⃒⃒
𝐻1e⃒⃒𝜓𝑖⟩︀+ 𝐸int, (18.37)

де
𝐸int =

∑︁
𝑖<𝑗

[⟨𝜓𝑖(𝜉)𝜓𝑗(𝜂)|𝑊 (𝜉, 𝜂)|𝜓𝑖(𝜉)𝜓𝑗(𝜂)⟩ − ⟨𝜓𝑖(𝜉)𝜓𝑗(𝜂)|𝑊 (𝜉, 𝜂)|𝜓𝑗(𝜉)𝜓𝑖(𝜂)⟩] , (18.38)

– енергiя взаємодiї мiж електронами, яка складається з двох доданкiв: прямої взаємодiї i обмiнної. В
термiнах оператора густини,

𝜌(𝜉, 𝜂) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜓𝑖(𝜉)𝜓𝑖(𝜂), 𝜌(𝜉, 𝜉) ≡ 𝜌(𝜉) =
∑︁
𝑖

|𝜓𝑖(𝜉)|2 ,

енергiю взаємодiї можна розписати так:

𝐸int =
1

2

∫︁∫︁
𝑊 (𝜉, 𝜂)

[︁
𝜌(𝜉)𝜌(𝜂)− |𝜌(𝜉, 𝜂)|2

]︁
d𝜉 d𝜂 ≡ 1

2

∫︁
𝐽(𝜉)𝜌(𝜉) d𝜉 − 1

2

∫︁∫︁
𝐾(𝜉, 𝜂)𝜌(𝜂, 𝜉) d𝜉 d𝜂, (18.39)

де

𝐽(𝜉) =

∫︁
𝑊 (𝜉, 𝜂)𝜌(𝜂) d𝜂, 𝐾(𝜉, 𝜂) =𝑊 (𝜉, 𝜂)𝜌(𝜉, 𝜂).
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Варiюючи 𝐸[Ψ] по всiх 𝜓𝑖 при умовi збереження ортонормованостi останнiх одержимо

𝑁∑︁
𝑖=1

⟨︀
𝛿𝜓𝑖

⃒⃒
𝐻HF𝜓𝑖

⟩︀
= 0 ∀𝛿𝜓 : ⟨𝛿𝜓𝑖|𝜓𝑗⟩+ ⟨𝜓𝑖|𝛿𝜓𝑗⟩ = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑁, (18.40)

де 𝐻HF – оператор Хартрi–Фока, визначений наступним чином:

(︀
𝐻HF𝜓

)︀
(𝜉) =

[︂
− ℏ2

2𝑚
∆+ 𝑉 (𝜉) + 𝐽(𝜉)

]︂
𝜓(𝜉)−

∫︁
𝐾(𝜉, 𝜂)𝜓(𝜂) d𝜂. (18.41)

Розв’язком (18.40) є будь-яка ортонормована система функцiй у просторi iнварiантному вiдносно дiї опе-
ратора Хартрi–Фока (який у свою чергу залежить вiд Ψ) — природньо вибрати власнi функцiї останнього,
в результатi чого ми приходимо до рiвнянь Хартрi–Фока:

𝐻HF𝜓𝑖 = 𝜀𝑖𝜓𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁. (18.42)

Зауважимо, що в (18.42) 𝐽(𝜉) i 𝐾(𝜉, 𝜂) можна одночасно замiнити прозорiшими для фiзичної iнтерпретацiї
величинами

𝐽 𝑖(𝜉) =

∫︁
𝑊 (𝜉, 𝜂)

[︁
𝜌(𝜂)− |𝜓𝑖(𝜂)|2

]︁
d𝜂 i 𝐾𝑖(𝜉, 𝜂) =𝑊 (𝜉, 𝜂)

[︀
𝜌(𝜉, 𝜂)− 𝜓𝑖(𝜉)𝜓𝑖(𝜂)

]︀
,

якi мають смисл, вiдповiдно, потенцiалу прямої i густини обмiнної енергiй 𝑖-го “Слейтерiвського еле-
ктрона” (тобто 𝑖-ї одноелектронної хвильової функцiї) у полi iнших “електронiв”. Видно, що на вiдмiну
вiд прямої взаємодiї обмiнна взаємодiя нелокальна. Рiвняння (18.42) при фiксованих 𝐽 i 𝐾 є лiнiйною
iнтегро-диференцiальною спектральною задачею вiдносно 𝜓𝑖, що є основою для практичного розв’язання
нелiнiйної системи (18.42) методом iтерацiй. Зокрема для основного стану алгоритм такий: вибираємо по-
чаткове наближення для хвильових функцiй орбiталей, обчислюємо на них 𝐽 i 𝐾, розв’язуємо одержану
таким чином лiнiйну спектральну задачу, серед власних функцiй якої вибираємо 𝑁 найменших по енергiї
— вони i є хвильовими функцiями наступного наближення. Для пошуку найнижчого збудженого стану
одну з 𝑁 найменших по енергiї орбiталей залишаємо незаповненою на кожному кроцi iтерацiї. Для вищих
збуджених станiв дiємо аналогiчно, але крiм одноелектронних збуджень треба враховувати можливiсть
багатоелектронних збуджень.

Повну енергiю можна обчислювати як за формулою (18.37), так i за альтернативною формулою

𝐸[Ψ] =
𝑁∑︁
𝑖=1

⟨︀
𝜓𝑖
⃒⃒
𝐻HF⃒⃒𝜓𝑖⟩︀− 𝐸int, (18.43)

яка справедлива для будь-якої Ψ, а для розв’язку рiвнянь Хартрi–Фока спрощується до вигляду

𝐸 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝜀𝑖 − 𝐸int.

Насамкiнець згадаємо теорему Купмана, яка стверджує, що 𝜀𝑖 спiвпадає з енергiєю iонiзацiї електрона з
𝑖-ї орбiталi, якщо пiсля iонiзацiї орбiталi залишаються незмiнними. Аналогiчне твердження можна зробити
i для енергiї спорiдненостi електрона.

18.6. Метод Хартрi–Фока у випадку незалежного вiд спiну гамiльтонiану

Нехай гамiльтонiан не залежить вiд спiну:

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
− ℏ2

2𝑚
∆𝑘 + 𝑉 (𝑥𝑘)

)︂
+
∑︁
𝑘<𝑘′

𝑊 (𝑥𝑘, 𝑥𝑘′).

В цьому випадку просторовi i спiновi змiннi вiдокремлюються так, що одноелектроннi хвильовi функцiї
матимуть вигляд 𝜓(𝑥)𝜒(𝜎) (ми залишили для координатної частини символ повної хвильової функцiї).
Для спiнової частини виберемо базис (10.1), вiдклавши на деякий час вирiшення проблеми повного спiну.
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Позначимо через 𝑛′ i 𝑛′′ числа електронiв, що мають спiн ↑ i ↓ вiдповiдно; нескладно бачити, що 𝑛′ =
𝑁/2 + 𝑆𝑧 i 𝑛′′ = 𝑁/2− 𝑆𝑧. Одноелектронний базис має вигляд

{𝜓′
1𝜒↑, 𝜓

′
2𝜒↑, . . . , 𝜓

′
𝑛′𝜒↑, 𝜓

′′
1𝜒↓, 𝜓

′′
2𝜒↓, . . . , 𝜓

′′
𝑛′′𝜒↓},

де штрихами розрiзняються стани з рiзними проекцiями спiну. Використовуючи позначення 𝜉 = (𝑥, 𝜎),
𝜂 = (𝑦, 𝜏) i формули (18.3) з урахуванням (18.30), одержимо

𝜌(𝜉, 𝜂) = 𝛿𝜎𝜏
[︀
𝜌′(𝑥, 𝑦)𝜒↑(𝜎) + 𝜌′′(𝑥, 𝑦)𝜒↓(𝜎)

]︀
, 𝜌(𝜉) = 𝜌′(𝑥)𝜒↑(𝜎) + 𝜌′′(𝑥)𝜒↓(𝜎),

𝐽(𝜉) = 𝐽 ′(𝑥) + 𝐽 ′′(𝑥) ≡ 𝐽(𝑥), 𝐾(𝜉, 𝜂) = 𝛿𝜎𝜏
[︀
𝐾 ′(𝑥, 𝑦)𝜒↑(𝜎) +𝐾 ′′(𝑥, 𝑦)𝜒↓(𝜎)

]︀
,

де

𝜌′(𝑥, 𝑦) =
𝑛′∑︁
𝑖=1

𝜓′
𝑖(𝑥)𝜓

′
𝑖(𝑦), 𝐽 ′(𝑥) =

∫︁
𝑊 (𝑥, 𝑦)𝜌′(𝑦) d𝑦, 𝐾 ′(𝑥, 𝑦) =𝑊 (𝑥, 𝑦)𝜌′(𝑥, 𝑦)

i аналогiчно для подвiйно штрихованих величин. Оператор Хартрi–Фока залежатиме вiд спiну

(𝐻𝜎𝜓) (𝑥) =

[︂
− ℏ2

2𝑚
∆+ 𝑉 (𝑥) + 𝐽 ′(𝑥) + 𝐽 ′′(𝑥)

]︂
𝜓(𝑥)−

∫︁
𝐾𝜎(𝑥, 𝑦)𝜓(𝑦) d𝑦, (18.44)

де 𝜎 – штрих чи два штрихи. Бачимо, що в той час як енергiя прямої взаємодiї не залежить вiд спiну,
енергiя обмiнної взаємодiї залежить таким чином, що взаємодiють лише електрони з однаковою проекцiєю
спiна. Це видно i в повнiй енергiї взаємодiї

𝐸int =
1

2

∫︁∫︁
𝑊 (𝑥, 𝑦)

[︀
𝜌′(𝑥) + 𝜌′′(𝑥)

]︀ [︀
𝜌′(𝑦) + 𝜌′′(𝑦)

]︀
d𝑥 d𝑦 − 1

2

∫︁∫︁
𝑊 (𝑥, 𝑦)

[︁⃒⃒
𝜌′(𝑥, 𝑦)

⃒⃒2
+
⃒⃒
𝜌′′(𝑥, 𝑦)

⃒⃒2]︁
d𝑥 d𝑦.

Описаний метод називається Unrestricted Hartree–Fock (UHF). Його головним недолiком є те, що ре-
зультуюча хвильова функцiя взагалi кажучи не є власною функцiєю оператора квадрату повного спiну,
середнє значення якого на детермiнантi Слейтера для 𝑆𝑧 > 0 (𝑛′ > 𝑛′′) обчислюється за формулою

⟨Ψ|𝑆2|Ψ⟩ = 𝑆𝑧(𝑆𝑧 + 1) + 𝑛′′ −
𝑛′∑︁
𝑖=1

𝑛′′∑︁
𝑗=1

⃒⃒
⟨𝜓′

𝑖|𝜓′′
𝑗 ⟩
⃒⃒2 ≡ 𝑆2

𝑧 +
1

2

∫︁∫︁ ⃒⃒
𝜌′(𝑥, 𝑦)− 𝜌′′(𝑥, 𝑦)

⃒⃒2
d𝑥 d𝑦.

Щоб зменшити “спiнове забруднення” (spin contamination), залишаючи при цьому повну хвильову функцiю
у виглядi детермiнанту Слейтера, можна мiнiмiзувати функцiонал енергiї з доданком

𝜆

2

∫︁∫︁ ⃒⃒
𝜌′(𝑥, 𝑦)− 𝜌′′(𝑥, 𝑦)

⃒⃒2
d𝑥 d𝑦

i на знайденiй хвильовiй функцiї обчислювати повну енергiю (Spin-constrained UHF or SUHF [8]). В гра-
ницi 𝜆 → ∞ одержимо однаковi орбiталi для спарованих електронiв, цей результат можна одержати
безпосередньо в методах, якi розглянемо далi.

18.7. Метод Хартрi–Фока для спарованих електронiв

В основному станi системи, що складається з парної кiлькостi електронiв, останнi зазвичай спарову-
ються на молекулярних орбiталях. Нехай маємо 𝑛 таких орбiталей, тобто 𝑁 = 2𝑛. В основному станi
молекулярна орбiталь має вигляд

ΨMO
𝑖 (𝜉, 𝜂) = 𝜓𝑖(𝑥)𝜓𝑖(𝑦)

1√
2
[𝜒↑(𝜎)𝜒↓(𝜏)− 𝜒↓(𝜎)𝜒↑(𝜏)] .

Хвильова функцiя всiєї системи, яка є детермiнантом Слейтера на функцiях {𝜓1𝜒↑, . . . , 𝜓𝑛𝜒↑, 𝜓1𝜒↓, . . . , 𝜓𝑛𝜒↓},
є антисиметричною комбiнацiєю молекулярних орбiталей:

Ψ(𝜉1, . . . , 𝜉2𝑛) =

√︃
2𝑛

(2𝑛)!

∑︁
(𝑘1...𝑘2𝑛)=P(1...2𝑛)

(−1)𝑝ΨMO
1 (𝜉𝑘1 , 𝜉𝑘2) . . .Ψ

MO
𝑛 (𝜉𝑘2𝑛−1 , 𝜉𝑘2𝑛).
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Враховуючи, що1

𝜌′(𝑥, 𝑦) = 𝜌′′(𝑥, 𝑦) ≡ 𝜌(𝑥, 𝑦) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜓𝑖(𝑥)𝜓𝑖(𝑦),

система рiвнянь Хартрi–Фока набуде вигляду[︂
− ℏ2

2𝑚
∆+ 𝑉 (𝑥) + 2𝐽(𝑥)

]︂
𝜓𝑖(𝑥)−

∫︁
𝐾(𝑥, 𝑦)𝜓𝑖(𝑦) d𝑦 = 𝜀𝑖𝜓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 𝑛, (18.45)

де

𝐽(𝑥) =

∫︁
𝑊 (𝑥, 𝑦)𝜌(𝑦) d𝑦, 𝐾(𝑥, 𝑦) =𝑊 (𝑥, 𝑦)𝜌(𝑥, 𝑦).

Як бачимо, вона має такий же вигляд як i (18.42) в термiнах молекулярних орбiталей, але обмiннi ефекти
вдвiчi меншi. Вираз для енергiї взаємодiї такий:

𝐸int = 2

∫︁
𝐽(𝑥)𝜌(𝑥) d𝑥−

∫︁∫︁
𝐾(𝑥, 𝑦)𝜌(𝑦, 𝑥) d𝑥 d𝑦.

Описаний метод називається Restricted Hartree–Fock (RHF). Його головним недолiком є неможливiсть
врахування просторового роздiлення спiну, в результатi для моделi Хабарда вiн дає якiсно неправиль-
ний основний стан. Для систем з непарною кiлькiстю електронiв iснує Restricted Open-shell Hartree–Fock
(ROHF) метод, в якому беруть однаковi орбiталi для спарованих електронiв [9]. Грубим наближенням є
RHF метод з половинним заповненням орбiталей, коли покладають 𝐾𝜎(𝑥, 𝑦) = 𝑊 (𝑥, 𝑦)𝜌(𝑥, 𝑦) у рiвняннi
(18.44), що зводить останнє до (18.45).

18.8. Метод функцiонала густини

Математична основа методу функцiонала густини наступна [10]. Нехай гамiльтонiан H залежить вiд
параметра 𝜆. Спряженою динамiчною змiнною буде спостережувана Λ = 𝜕H/𝜕𝜆. Нехай 𝐸 якесь власне
значення гамiльтонiану, Ψ вiдповiдна власна функцiя, a Λ = ⟨Ψ|Λ|Ψ⟩ ≡ 𝜕𝐸/𝜕𝜆 (за теоремою Hellmann–
Feynman). Всi три величини залежать вiд 𝜆. Нехай функцiя 𝐸(𝜆) опукла. Тодi визначене перетворення
Лежандра останньої: 𝐹 (Λ) = 𝐸−𝜆Λ. За властивостями перетворення Лежандра функцiя двох незалежних
змiнних 𝐹 (Λ′)+𝜆Λ′ є опуклою вiдносно Λ′ з мiнiмумом у точцi Λ, де її значення дорiвнює 𝐸. Якщо функцiя
𝐸 локально опукла чи випукла, перетворення Лежандра визначене лише локально.

У методi функцiонала густини [11, 12, 13, 14, 15] покладають 𝜆 = 𝑉 (𝜉) з одночастинкового гамiльто-
нiану (18.36). Тодi Λ =

∑︀𝑁
𝑘=1 𝛿(𝜉 − 𝜉𝑘), а Λ = 𝜌1e(𝜉) ≡ 𝜌(𝜉), причому функцiї треба замiнити функцiона-

лами, звичайнi похiднi — функцiональними, а 𝜆Λ =
∫︀
𝑉 (𝜉)𝜌(𝜉) d𝜉 i 𝐹 [𝜌] = ⟨Ψ𝜌|T +W|Ψ𝜌⟩, де T оператор

кiнетичної енергiї. Теорема Hohenberg–Kohn доводить опуклiсть функцiоналу енергiї для основного неви-
родженого стану — саме у цьому випадку i використовується метод.

Одною з практичних реалiзацiй методу функцiонала густини є метод Кона–Шама (Kohn–Sham), в
якому оригiнальна система електронiв замiнюється системою невзаємодiючих електронiв у ефективному
зовнiшньому полi так, що електронна густина обох систем спiвпадає [12, 10]. Фiктивна хвильова функцiя
невзаємодiючих електронiв є детермiнантом Слейтера на орбiталях Кона-Шама:[︂

− ℏ2

2𝑚
∆+ 𝑉KS[𝜌](𝜉)

]︂
𝜓𝑖(𝜉) = 𝜀𝑖𝜓𝑖(𝜉), 𝑖 = 1, 𝑁, (18.46)

де 𝑉KS ефективний потенцiал. Останнiй залежить вiд 𝜌, тому рiвняння (18.46) треба розв’язувати само-
узгоджено по 𝜌. Повна енергiя невзаємодiючих електронiв дається виразом 𝑇KS[𝜌] +

∫︀
𝑉KS[𝜌](𝜉)𝜌(𝜉) d𝜉.

Припустимо, що функцiонал 𝑇KS[𝜌] строго визначений (якби 𝑉KS не залежило вiд 𝜌, то це було б так
згiдно теорiї фукцiонала густини). Систему (18.46) можна записати у виглядi функцiонального рiвняння
𝛿𝑇KS/𝛿𝜌+𝑉KS = 0 (звернiть увагу, що 𝑉KS не варiюється). Це рiвняння повинно бути тотожним оригiналь-
ному рiвнянню: 𝛿𝐹/𝛿𝜌+𝑉 = 0, звiдки 𝑉KS = 𝑉 + 𝛿(𝐹 −𝑇KS)/𝛿𝜌. Замiсть 𝐹 вводять обмiнно-кореляцiйний
функцiонал:

𝐸xc = 𝐹 − 𝑇KS − 1

2

∫︁∫︁
𝑊 (𝜉, 𝜂)𝜌(𝜉)𝜌(𝜂) d𝜉 d𝜂, (18.47)

1Iнодi користуються оператором 𝑃 = 2𝜌, однак саме 𝜌, а не 𝑃 задовольняє тотожнiсть 𝜌2 = 𝜌 для оператора густини
системи в чистому квантовому станi.
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тодi

𝑉KS(𝜉) = 𝑉 (𝜉) +

∫︁
𝑊 (𝜉, 𝜂)𝜌(𝜂) d𝜂 + 𝑉xc(𝜉), (18.48)

де 𝑉xc = 𝛿𝐸xc/𝛿𝜌. Повна енергiя система дається, очевидно, виразом

𝐸[𝜌] = 𝐹 [𝜌] +

∫︁
𝑉 (𝜉)𝜌(𝜉) d𝜉 ≡

𝑁∑︁
𝑖=1

⟨︀
𝜓𝑖
⃒⃒
𝐻1e⃒⃒𝜓𝑖⟩︀+ 𝐸int, (18.49)

де 𝐻1e дається виразом (18.36), a

𝐸int =
1

2

∫︁∫︁
𝑊 (𝜉, 𝜂)𝜌(𝜉)𝜌(𝜂) d𝜉 d𝜂 + 𝐸xc[𝜌] (18.50)

(пор. з (18.39)). За побудовою функцiонал (18.49) є варiацiйним на детермiнантах Слейтера (тобто його
мiнiмiзацiя дає рiвняння Кона–Шама).

Серед альтернативних реалiзацiй методу функцiонала густини є узагальнення пiдходу Кона–Шама
[13, 15], а також пiдходи без використання орбiталей, на основi яких будуються linear scaling методи.

18.9. Слабковзаємодiючi системи

Розглянемо двi системи електронiв, A i B, такi, що перекриттям їх хвильових функцiй можна зне-
хтувати, а кулонiвську взаємодiю мiж ними можна описати теорiєю збурень. Хвильовi функцiї нульового
наближення є антисиметризованими добутками стацiонарних хвильових функцiй окремих систем:

ΨAB (𝜉1, . . . , 𝜉𝑁 ) =
1√
𝑁 !

𝑁∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑁=1

𝛿𝑖1,...,𝑖𝑁1,...,𝑁 ΨA
(︁
𝜉𝑖1 , . . . , 𝜉𝑖𝑁A

)︁
ΨB
(︁
𝜉𝑖𝑁A+1 , . . . , 𝜉𝑖𝑁

)︁
, (18.51)

причому “повну” суму можна змiнити сумою по впорядкованих множинах 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑁A , 𝑖𝑁A+1 < . . . < 𝑖𝑁 ,
замiнивши при цьому нормувальний множник 𝑁 ! на 𝑁 !

𝑁A!𝑁B!
. За вiдсутностi перекриття одно- i двочастин-

кова матрицi переходiв на таких функцiях факторизуються:

𝜌AB
ΨΦ(𝜉; 𝜂) = 𝜌A

ΨΦ(𝜉; 𝜂) + 𝜌B
ΨΦ(𝜉; 𝜂), (18.52)

𝜌AB
ΨΦ(𝜉1, 𝜉2; 𝜂1, 𝜂2) = 𝜌A

ΨΦ(𝜉1, 𝜉2; 𝜂1, 𝜂2) + 𝜌B
ΨΦ(𝜉1, 𝜉2; 𝜂1, 𝜂2) +

2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜌A
ΨΦ(𝜉𝑖; 𝜂𝑗)𝜌

B
ΨΦ(𝜉3−𝑖; 𝜂3−𝑗). (18.53)

Використовуючи (17.3) одержимо матричнi елементи оператора взаємодiї мiж системами:

⟨Φ|Hint|Ψ⟩ =
∫︁∫︁

𝑊 (𝜉1, 𝜉2) 𝜌
А
ΨΦ(𝜉1)𝜌

B
ΨΦ(𝜉2) d𝜉1 d𝜉2. (18.54)

Для кулонiвської взаємодiї 𝑊 (𝜉1, 𝜉2) = 𝑒2/𝑟, де r – вiдстань мiж електронами 1 i 2. В дипольному набли-
женнi∫︁

𝑊 (𝜉1, 𝜉2)𝜌
А(𝜉1) d𝜉1 = 𝑒

𝑛𝑑А

𝑟2
,

∫︁∫︁
𝑊 (𝜉1, 𝜉2)𝜌

А(𝜉1)𝜌
B(𝜉2) d𝜉1 d𝜉2 =

3
(︀
𝑛𝑑А)︀ (︀𝑛𝑑B)︀− (︀𝑑А𝑑B)︀

𝑟3
, (18.55)

де 𝑛 – одиничний вектор мiж електронами, а iндекси ΨΦ випущенi.
Для компактного запису формул теорiї збурень занумеруємо стани системи A латинськими iндексами,

а системи B – грецькими, випускаючи лiтери A,B. Стани повної системи нумеруватимуться парою таких
iндексiв, яку братимемо в дужки. Введемо також скороченi позначення для матричних елементiв опе-
ратора взаємодiї:

∫︀∫︀
𝑊 (𝜉1, 𝜉2)𝜌𝑖𝑗(𝜉1)𝜌𝛼𝛽(𝜉2) d𝜉1 d𝜉2 = (𝑖𝑗|𝛼𝛽), причому (𝑖𝑖|𝛼𝛼) ≡ (𝑖|𝛼). У невиродженому

випадку одержимо:

𝐸
(0)
(𝑖𝛼) = 𝐸𝑖 + 𝐸𝛼, 𝐸

(1)
(𝑖𝛼) = (𝑖|𝛼), 𝐸

(2)
(𝑖𝛼) = −

∑︁
𝑗𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝑖𝑗|𝛼𝛽)2

𝐸𝑖𝑗 + 𝐸𝛼𝛽
, (18.56)
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де 𝐸𝑖𝑗 = 𝐸𝑗 −𝐸𝑖 (не плутати з 𝐸(𝑘)
(𝑖𝛼)). Перша поправка описує, очевидно, електростатичну взаємодiю мiж

електронними густинами системи A у станi i та системи B у станi 𝛼. Друга поправка мiстить доданки двох
типiв: сума по 𝛽 при 𝑖 = 𝑗 описує статичну поляризацiю системи A у станi i системою B у станi 𝛼 (див.
формулу (16.9) при 𝜔 = 0); аналогiчно для 𝛼 = 𝛽. Решта доданкiв описують взаємодiю перехiдних густин
– це так звана дисперсiйна взаємодiя. Остання зазвичай диполь-дипольної природи, оскiльки реальнi
молекули завжди мають дипольно дозволенi переходи.

Розглянемо, як змiнюються енергiї переходiв у системi A (solvatochromism):

𝐸
(1)
0𝑖 = (𝑖|0)− (0|0), (18.57)

𝐸
(2)
0𝑖 =

∑︁
𝛽>0

(0|0𝛽)2 − (𝑖|0𝛽)2

𝐸0𝛽
−
∑︁
𝛽>0

2𝐸0𝑖(0𝑖|0𝛽)2

𝐸2
0𝛽 − 𝐸2

0𝑖

+
2(0𝑖|0)2

𝐸0𝑖
+
∑︁
𝑗 ̸=0,𝑖

∑︁
𝛽

[︂
(0𝑗|0𝛽)2

𝐸0𝑗 + 𝐸0𝛽
− (𝑖𝑗|0𝛽)2

𝐸𝑖𝑗 + 𝐸0𝛽

]︂
. (18.58)

Перша поправка електростатична. Друга складається з кiлькох доданкiв. Перший – рiзниця поляриза-
цiй системи A в основному i збудженому станах (зазвичай вiд’ємна, state specific solvation). Другий –
“поляризацiя другого порядку” перехiдної електронної густини (зазвичай вiд’ємна, linear response solvati-
on). Третiй описує взаємодiю перехiдної густини з основним станом системи B. Решта – взаємодiя вищих
порядкiв.

Випадок резонансу розглянемо на прикладi одного резонансного переходу: нехай 𝐸0𝑖 ≈ 𝐸0𝛼. Тодi

𝐸(𝑖𝛼) ≈ 𝐸(00) +
𝐸0𝑖 + 𝐸0𝛼

2
±

√︃(︂
𝐸0𝑖 − 𝐸0𝛼

2

)︂
+ (0𝑖|0𝛼)2. (18.59)

Наявнiсть вiльного електромагнiтного поля дозволяє передачу збудження мiж резонансними рiвнями
(Forster energy transfer).



Роздiл VI

Чисельнi методи

§19. Чисельнi методи: загальна теорiя

Для чисельного розв’язання рiвняння Шредiнгера у нескiнченновимiрному Гiльбертовому просторi
необхiдно обмежитися скiнченним пiдпростором хвильових функцiй. Для цього є два пiдходи: метод скiн-
ченних елементiв i метод лiнiйної комбiнацiї базисних функцiй.

Перший метод використовується для рiвняння Шредiнгера в областях зi складною геометрiєю i полягає
в апроксимацiї диференцiального рiвняння скiнченнорiзницевим. Практично вiн реалiзований, наприклад,
в пакетi Femlab 3.0. Ключовим мiсцем в методi є побудова сiтки, як у квадратурних формулах чисельного
iнтегрування. Переваги цього методу в його унiверсальностi вiдносно геометрiї областi i форми потенцiалу
у випадку, якщо перша є обмеженою, а останнiй є повiльнозмiнним. Вiдповiдно, до недолiкiв слiд вiднести
складнiсть побудови сiтки у нескiнченних областях i у випадку швидкозмiнних або навiть сингулярних
потенцiалiв.

Другий метод використовується у вiдносно простих областях. Цей метод лежить в основi практично
всiх iснуючих пакетiв розрахунку електронної структури молекул i твердих тiл. Найвужчим мiсцем в
цьому методi є побудова базисних функцiй, якi б задовольняли заданi межовi умови, i обчислення матри-
чних елементiв. Переваги методу полягають в тому, що вiн дає хорошi результати навiть для дуже малого
базису, i при рiвних розмiрах базису i сiтки в методi скiнченних елементiв метод лiнiйної комбiнацiї дає
значно вищу точнiсть. Крiм того, для простих областей i потенцiалiв матричнi елементи iнодi можна об-
числити аналiтично. Основний недолiк — складнiсть побудови базисних функцiй у випадку нетривiальної
геометрiї областi, а також необхiднiсть обчислення великої кiлькостi iнтегралiв.

§20. Метод лiнiйної комбiнацiї базисних функцiй

В методi лiнiйної комбiнацiї базисних функцiй для одночастинкового рiвняння Шредiнгера розв’язок
останнього шукаємо у виглядi

𝜓 =
∑︁
𝛼

𝑐𝛼𝜑𝛼, (20.1)

де 𝜑𝛼 – деякий скiнченний базис функцiй, не обов’язково ортогональних i нормованих, але так що кожна
з них задовольняє межовi умови задачi. Умову нормування i енергiю для такої хвильової функцiї можна
записати у виглядi

1 = 𝑐+𝑆𝑐, 𝐸 = 𝑐+𝐻𝑐,

де 𝑐 – вектор з елементами 𝑐𝛼, а 𝑆 i 𝐻 – ермiтовi матрицi з елементами

𝑆𝛼𝛽 =

∫︁
𝜑𝛼(𝑥)𝜑𝛽(𝑥)d𝑥, 𝐻𝛼𝛽 =

∫︁
𝜑𝛼(𝑥)𝐻̂𝜑𝛽(𝑥)d𝑥,

причому матриця перекриття хвильових функцiй додатно визначена. Використовуючи варiацiйний прин-
цип, прийдемо до рiвняння на екстремум, яке є скiнченновимiрною апроксимацiєю матричного рiвняння
Шредiнгера в неортогональному базисi:

𝐻𝑐 = 𝐸𝑆𝑐. (20.2)

47
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Ключом до успiху є хороший вибiр базису: базиснi функцiї повиннi деякою мiрою вiдповiдати точним
хвильовим функцiям потенцiалу або його складових частин, матричнi елементи гамiльтонiану повиннi
нескладно обчислюватися. Наведемо приклади базисiв. В бiльшостi з них можна аналiтично обчислити
матрицi перекриття 𝑆 i кiнетичної енергiї 𝐾.

Для потенцiалiв степеневого типу на вiдрiзку [𝑥1, 𝑥2] оптимальним є базис ортонормованих полiномiв
iз заданою степеневою асимптотикою в околi меж (𝑥− 𝑥1)

𝑏/2 i (𝑥2 − 𝑥)𝑎/2:

𝜑𝑛(𝑥) =

√︃
2𝑛+ 𝑎+ 𝑏+ 1

(𝑥2 − 𝑥1)𝑎+𝑏+1

𝑛!Γ(𝑛+ 𝑎+ 𝑏+ 1)

Γ(𝑛+ 𝑎+ 1)Γ(𝑛+ 𝑏+ 1)
𝑃 𝑎,𝑏𝑛

(︂
2𝑥− 𝑥1 − 𝑥2
𝑥2 − 𝑥1

)︂
(𝑥2 − 𝑥)𝑎/2(𝑥− 𝑥1)

𝑏/2, 𝑛 ∈ Z+.

Для слабосингулярних потенцiалiв тригонометричного типу на вiдрiзку [𝑥1, 𝑥2] оптимальним є тригоно-
метричний базис (ортонормований):

𝜑𝑛(𝑥) =

√︂
2

𝑥2 − 𝑥1
sin

(︂
𝜋𝑛

𝑥− 𝑥1
𝑥2 − 𝑥1

)︂
, 𝑛 ∈ N,

𝐾𝑛𝑛 =
ℏ2𝜋2𝑛2

2𝑚(𝑥2 − 𝑥1)2
.

Для зростаючих на нескiнченностi потенцiалiв степенево-показникового типу на R оптимальним є базис
осцилятора (ортонормований):

𝜑𝑛(𝑥) =
1√︀

2𝑛𝑛!𝑎
√
𝜋
𝐻𝑛

(︂
𝑥− 𝑥0
𝑎

)︂
exp

[︂
−(𝑥− 𝑥0)

2

2𝑎2

]︂
, 𝑛 ∈ Z+,

𝐾𝑛𝑛 =
𝑛+ 1/2

2𝑎2
, 𝐾𝑛,𝑛−2 = −

√︀
𝑛(𝑛− 1)

4𝑎2
.

Для 𝑑-вимiрного 𝑛-гранника з гранями, що задаються рiвняннями
∑︀𝑑

𝑖=1 𝑎𝛼𝑖𝑥𝑖 = 𝑏𝛼, 𝛼 = 1, 𝑛, полiномi-
альний базис будується з функцiй

𝑛∏︁
𝛼=1

(︃
𝑑∑︁
𝑖=1

𝑎𝛼𝑖𝑥𝑖 − 𝑏𝛼

)︃
𝑃𝑛1...𝑛𝑑

(𝑥),

де 𝑃𝑛1...𝑛𝑑
– полiном 𝑑 змiнних. Функцiї треба брати в порядку зростання сумарного степеня полiнома,

𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑑.

20.1. Базис гаусових орбiталей

В базисi гаусових орбiталей (GTO, gaussian type orbitals) атомна орбiталь з головним квантовим числом
𝑛 i орбiтальним квантовим числом 𝑙 (iндекс, нумеруючий 2𝑙 + 1-кратно виродженi по проекцiї кутового
моменту орбiталi, випускаємо) апроксимується так званою згорнутою (contracted) гаусовою функцiєю
(CGF)

𝜙𝑛𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃𝑙(𝑥, 𝑦, 𝑧)
∑︁
𝛼∈𝒜𝑛𝑙

𝑐𝛼e
−𝛼𝑟2 , (20.3)

де 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑃𝑙 – гармонiчний полiном степеня 𝑙, а множинa 𝒜𝑛𝑙 i коефiцiєнти 𝑐𝛼 є параметрами
апроксимацiї, фiксованими для вибраного базису в тому розумiннi, що вони не оптимiзуються в процесi
розв’язання рiвняння (20.2). Матричнi елементи обчислюються аналiтично за рахунок того, що добуток
гаусових орбiталей є гаусовою орбiталлю:

exp
[︁
−𝛼1 (𝑥− 𝑥1)

2 − 𝛼2 (𝑥− 𝑥2)
2
]︁
= exp

[︃
− (𝛼1 + 𝛼2)

(︂
𝑥− 𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2

𝛼1 + 𝛼2

)︂2

− 𝛼1𝛼2

𝛼1 + 𝛼2
(𝑥1 − 𝑥2)

2

]︃
. (20.4)

Практична реалiзацiя такого базису включає багато технiчних нюансiв, оптимiзуючих обчислення. Iнодi
для 𝑑-орбiталей замiсть гармонiчних полiномiв беруть дещо простiший i симетричнiший розширений базис
{𝑥2, 𝑦2, 𝑧2, 𝑦𝑧, 𝑧𝑥, 𝑥𝑦}, який мiстить також 𝑠-орбiталi. Функцiї 𝜙𝑛𝑙 нормують для кращої обумовленостi
матрицi перекриття i наочнiшої iнтерпретацiї розв’язкiв рiвняння (20.2). Для атомних орбiталей одної
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оболонки множину 𝒜𝑛𝑙 фiксують, тобто 𝒜𝑛𝑙 ≡ 𝒜𝑛. Для атомiв рiзних елементiв атомнi орбiталi записують
у виглядi 𝜙(𝜁𝑟), де 𝜙 – деякi унiверсальнi орбiталi, а 𝜁 – параметри елементiв. Беруть лише орбiталi
заповнених оболонок, тобто внутрiшнi i всi можливi валентнi орбiталi (наприклад, для лiтiю 2𝑝-орбiталi
включаються). Валентнi орбiталi є найважливiшими при обчисленнi електронної структури тому для
них зазвичай використовують розширений базис, беручи 1) кiлька базисних функцiй для одної атомної
орбiталi – так званий подвiйний (“split-valence”,“double-zeta”) i вищi базиси; 2) функцiї з 𝑙 = 𝑛 – так званi
“поляризацiйнi” орбiталi; 3) слаболокалiзованi так званi “дифузнi” орбiталi.

Приклади популярних базисiв:

• STO-3g – 3-компонентнi CGF для всiх орбiталей заповнених оболонок.

• 3-21g* – 3-компонентнi CGF для внутрiшнiх орбiталей i подвiйний 2+1-компонентний базис для
валентних орбiталей плюс “поляризацiйнi” орбiталi для атомiв другого ряду.

• 6-311+g** – 6-компонентнi CGF для внутрiшнiх орбiталей i чотирикратний 3+1+1+1-компонентний
базис з одною “дифузною” функцiєю для валентних орбiталей плюс “поляризацiйнi” орбiталi для
атомiв першого i другого рядiв.

20.2. Метод лiнiйної комбiнацiї атомних орбiталей в методi Хартрi–Фока

У базисi (20.1) матричнi елементи оператора Хартрi–Фока (18.44) такi:

𝐻𝜎
𝛼𝛽 = 𝐻1e

𝛼𝛽 +
∑︁
𝛼′𝛽′

(︀
𝑊𝛼𝛽𝛽′𝛼′𝜌𝛼′𝛽′ −𝑊𝛼𝛼′𝛽′𝛽𝜌

𝜎
𝛼′𝛽′
)︀
, (20.5)

де 𝜎 – проекцiя спiну (штрих чи два штрихи),

𝜌 = 𝜌′ + 𝜌′′ i 𝜌𝜎𝛼𝛽 =
𝑛𝜎∑︁
𝑖=1

𝑐𝜎𝑖𝛼𝑐
𝜎
𝑖𝛽 так, що 𝜌𝜎(𝑥, 𝑦) =

∑︁
𝛼𝛽

𝜑𝛼(𝑥)𝜑𝛽(𝑦)𝜌
𝜎
𝛼𝛽.

Повна енергiя обчислюється за формулою

𝐸 = tr
(︀
𝜌′𝐻 ′ + 𝜌′′𝐻 ′′)︀− 1

2

∑︁
𝛼𝛽𝛼′𝛽′

𝑊𝛼𝛽𝛽′𝛼′ 𝜌𝛽𝛼𝜌𝛼′𝛽′ +
1

2

∑︁
𝛼𝛽𝛼′𝛽′

𝑊𝛼𝛼′𝛽′𝛽

(︀
𝜌′𝛽𝛼𝜌

′
𝛼′𝛽′ + 𝜌′′𝛽𝛼𝜌

′′
𝛼′𝛽′
)︀
,

причому для розв’язку рiвнянь Хартрi–Фока перший доданок дорiвнює

𝑛′∑︁
𝑖=1

𝜀′𝑖 +

𝑛′′∑︁
𝑖=1

𝜀′′𝑖 .

Одержанi результати корисно переписати також у матричному виглядi:

𝐻𝜎 = 𝐻1e +𝑊 dir𝜌−𝑊 exc𝜌𝜎,

𝐸 = tr

[︃
𝜌𝐻1e +

1

2
𝜌𝑊 dir𝜌− 1

2

∑︁
𝜎

𝜌𝜎𝑊 exc𝜌𝜎

]︃
≡ tr

[︃∑︁
𝜎

𝜌𝜎𝐻𝜎 − 1

2
𝜌𝑊 dir𝜌+

1

2

∑︁
𝜎

𝜌𝜎𝑊 exc𝜌𝜎

]︃
,

причому оператор 𝑊 в цих формулах дiє на 𝜌 як на вектор. Матриця 𝜌𝜎 в неортонормованому базисi не є
проектором, проектором є добуток 𝜌𝜎𝑆 так, що tr 𝜌𝜎𝑆 = 𝑛𝜎. Тут i далi 𝑆 – матриця перекриття базисних
функцiй. Середнє значення квадрату оператора спiну

⟨𝑆2⟩ = 𝑆𝑧(𝑆𝑧 + 1) + 𝑛′′ − tr
(︀
𝜌′𝑆𝜌′′𝑆

)︀
≡ 𝑆2

𝑧 +
1

2
tr
[︀(︀
𝜌′ − 𝜌′′

)︀
𝑆
]︀2
.

В методi SUHF мiнiмiзують функцiонал

𝐸
[︀
𝜌′, 𝜌′′

]︀
+ 𝜀 (𝑁 − tr 𝜌𝑆)− 𝜆 tr

(︀
𝜌′𝑆𝜌′′𝑆

)︀
,
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який дає рiвняння на екстремум у виглядi

𝐻𝜎𝑐− 𝜆𝑆𝜌−𝜎𝑆𝑐 = 𝜀𝑆𝑐.

Зауважимо, що вибiр SUHF-функцiоналу у альтернативному виглядi 𝜆
2 tr [(𝜌

′ − 𝜌′′)𝑆]2 дає рiвняння на
екстремум 𝐻𝜎𝑐+ 𝜆𝑆 (𝜌𝜎 − 𝜌−𝜎)𝑆𝑐 = 𝜀𝑆𝑐, для якого iтерацiйна схема погано збiгається при великих 𝜆.

За самою назвою методу за базис беруть атомнi орбiталi. За винятком атому водню останнi можна
обчислити лише наближено. Достатньо точна апроксимацiя їх вимагає складних функцiй, тому атомнi ор-
бiталi грубо наближують простими функцiями. Iдеальний вибiр таких функцiй диктує сама природа: це
власнi функцiї частинки в кулонiвському потенцiалi — так званi слейтеровськi орбiталi (STO, Slater type
orbitals). Основним недолiком такого базису є громiздкiсть обчислення три- i чотирицентрових iнтегралiв.
Для базису гаусових орбiталей остання проблема вiдсутня, однак цi орбiталi мають неправильну асим-
птотику на нескiнченностi, що вимагає великої кiлькостi примiтивних гаусових функцiй в однiй згорнутiй
гаусовiй орбiталi.

20.3. Наближення нульового диференцiйного перекриття

Розглянемо детальнiше двоелектроннi iнтеграли 𝑊𝛼𝛼′𝛽′𝛽 (18.4) для базису локалiзованих орбiталей.
Залежно вiд того, де центрованi орбiталi пiд iнтегралом (18.4), розрiзняють одно-, дво-, три- i чотири-
центровi iнтеграли. Одноцентровi iнтеграли обчислюються аналiтично для широкого класу iнтегровних
базисних функцiй. Значна частина одноцентрових iнтегралiв дорiвнює нулю за симетрiєю. Двоцентровi
iнтеграли бувають трьох типiв: 1) прямi (прямої взаємодiї), якщо орбiталi 𝛼 i 𝛼′ належать до одного цен-
тру, а 𝛽 i 𝛽′ до iншого; 2) обмiннi, якщо орбiталi 𝛼 i 𝛼′, а також 𝛽 i 𝛽′ належать до рiзних центрiв; 3)
перехреснi в рештi випадкiв. Прямi iнтеграли спадають з вiдстанню мiж центрами як потенцiал взаємо-
дiї 𝑊 , який вважаємо дальнодiючим, перехреснi iнтеграли спадають як iнтеграли перекриття, а обмiннi
iнтеграли – як квадрат iнтегралу перекриття. Для слейтерiвських орбiталей прямi i перехреснi iнтеграли
обчислюються аналiтично, а обмiнний iнтеграл можна подати у виглядi ряду з рекуретно обчислюваними
коефiцiєнтами. Трицентровi iнтеграли, у яких 𝛼 i 𝛼′ або 𝛽 i 𝛽′ належать до одного центру, спадають з
вiдстанню мiж iншими двома центрами як iнтеграл перекриття. Решта трицентрових i чотирицентровi
iнтегралi ще меншi.

Три- i чотирицентровi iнтеграли обчислюються аналiтично лише для гаусових iнтегралiв, а їх кiлькiсть
зростає пропорцiйно третiй i четвертiй степенi повного числа орбiталей, що становить основну проблему
при збiльшеннi кiлькостi атомiв у системi. Тому в напiвемпiричних або модельних розрахунках нехтують
три- i чотирицентровими iнтегралами. Оскiльки найбiльшi трицентровi iнтеграли пропорцiйнi iнтегра-
лу перекриття, немає особливого смислу також утримувати перехреснi i обмiннi двоцентровi iнтеграли.
Формально зробленi наближення можна подати так, що пiд iнтегралом (18.4) покладають

𝜑𝛼(𝑥)𝜑𝛼′(𝑥)𝜑𝛽′(𝑦)𝜑𝛽(𝑦) = 0, (20.6)

якщо 𝛼 i 𝛼′ або 𝛽 i 𝛽′ не належать до одного центру. Це називається наближенням нульового диференцiй-
ного перекриття (ZDO, zero differential overlap), точнiше нехтуванням двоцентрового перекриття (NDDO,
neglect of diatomic differential overlap). Те ж саме стосується самих iнтегралiв перекриття: немає особливо-
го смислу утримувати їх окремо в матрицi перекриття, якщо точнiсть гамiльтонiану нижча. Формально
їх можна занести в гамiльтонiан:

𝑆−1/2𝐻𝑆−1/2 ≈ 𝐻 + [(1− 𝑆)𝐻 +𝐻(1− 𝑆)]/2 + . . .

Зробленi наближення компенсуються належним вибором параметрiв одноелектронного гамiльтонiану так,
що в “стандартних” умовах напiвемпiричнi методи дають кращi результати нiж розрахунки методом
Хартрi–Фока з перших принципiв. Успiшним прикладом є параметризацiя PM6, яка включає мiнiмальний
базис слейтерiвських валентних орбiталей доповнений поляризацийними орбiталями. Однак часто зали-
шають матрицю перекриття недiагональною — це робить параметризацiю унiверсальнiшою щодо змiни
геометрiї.

Для прикладу системи з одною орбiталлю на атом (розширена модель Хаббарда, Pariser–Parr–Pople
модель спряжених полiмерiв) матимемо

𝑊𝛼𝛼′𝛽′𝛽 = 𝛿𝛼𝛼′𝛿𝛽𝛽′

∫︁∫︁
|𝜑𝛼(𝑥)|2𝑊 (𝑥, 𝑦) |𝜑𝛽(𝑦)|2 d𝑥 d𝑦,
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що у методi Хартрi–Фока дає

𝐻𝜎
𝛼𝛽 = 𝐻1e

𝛼𝛽 + 𝛿𝛼𝛽
∑︁
𝛾

𝑊𝛼𝛼𝛾𝛾𝜌𝛾 −𝑊𝛼𝛼𝛽𝛽𝜌
𝜎
𝛼𝛽,

𝐸int =
1

2

∑︁
𝛼𝛽

𝑊𝛼𝛼𝛽𝛽 𝜌𝛼𝜌𝛽 −
1

2

∑︁
𝛼𝛽

𝑊𝛼𝛼𝛽𝛽

(︁⃒⃒
𝜌′𝛼𝛽
⃒⃒2
+
⃒⃒
𝜌′′𝛼𝛽
⃒⃒2)︁

.

Зокрема, для випадку половинного заповнення (один електрон на атом) вищенаведений гамiльтонiан
записують у такiй формi:

𝐻𝜎
𝛼𝛼 = 𝜖𝛼 + 𝑈𝛼

(︀
𝜌−𝜎𝛼 − 1/2

)︀
+
∑︁
𝛾 ̸=𝛼

𝑉𝛼𝛾 (𝜌𝛾 − 1) , 𝐻𝜎
𝛼𝛽 = −𝑡𝛼𝛽 − 𝑉𝛼𝛽𝜌

𝜎
𝛼𝛽, 𝛼 ̸= 𝛽, (20.7)

де 𝜖𝛼 – енергiя електрона на вузлi (перенормована так, щоб врахувати взаємодiю електронiв з ядрами),
𝑡𝛼𝛽 – матричний елемент переходу мiж вузлами (electron transfer integral, hopping rate), 𝑈𝛼 i 𝑉𝛼𝛽 – енергiї
взаємодiї електронiв на одному i на рiзних вузлах, вiдповiдно. Для 𝑡𝛼𝛽 найпростiшу апроксимацiю дає
Wolfsberg–Helmholtz формула:

𝑡𝛼𝛽 = 𝐾
𝜖𝛼 + 𝜖𝛽

2
⟨𝜑𝛼|𝜑𝛽⟩, (20.8)

для легких елементiв для сталої 𝐾 беруть значення 1.75.

20.4. Трансляцiйно iнварiантнi системи

Нехай атоми розташованi перiодично у просторi так, що атомнi орбiталi центрованi в точках 𝑅𝑥, де
𝑥 = (𝜉, 𝛼) – цiлочисловий iндекс точки, 𝜉 ∈ Z𝑑, а 𝛼 нумерує атомнi орбiталi у примiтивнiй комiрцi, не
розрiзняючи їх належнiсть до атомiв. Позначимо трансляцiйнi вектори примiтивної комiрки як 𝑇𝑖, 𝑖 = 1, 𝑑,
або скорочено матрицею трансляцiйних вектор-стовпчикiв T. Оскiльки

𝑅𝜉𝛼 = 𝑅𝛼 +T𝜉, де 𝑅𝛼 ≡ 𝑅0𝛼, 𝑇 𝜉 ≡
𝑑∑︁
𝑖=1

𝑇𝑖𝜉𝑖,

то базиснi функцiї на гратцi можна записати так:

𝜑𝜉𝛼(𝑟) = 𝜑𝛼 (𝑟 −T𝜉) , (20.9)

де 𝜑𝛼 ≡ 𝜑0𝛼. Тепер розклад (20.1) набуває вигляду

𝜓(𝑟) =
∑︁
𝜉𝛼

𝑐𝜉𝛼𝜑𝛼 (𝑟 −T𝜉) . (20.10)

Матричнi елементи трансляцiйно iнварiантних операторiв запишуться так:

𝐻𝑥𝑦 = ⟨𝜑𝑥|H|𝜑𝑦⟩, 𝐻(𝜉,𝛼)(𝜂,𝛽) = 𝐻𝛼𝛽
𝜂−𝜉 = 𝐻𝛽𝛼

𝜉−𝜂. (20.11)

Скалярний добуток функцiй розпишеться так:

⟨𝜓|𝜓′⟩ =
∑︁
𝜉𝛼𝜂𝛽

𝑐𝜉𝛼𝑆
𝛼𝛽
𝜂−𝜉𝑐

′
𝜂𝛽, 𝑆𝛼𝛽𝜂 = ⟨𝜑𝛼|𝜑𝜂𝛽⟩. (20.12)

Розв’язками матричного рiвняння Шредингера
∑︀

𝑦𝐻𝑥𝑦𝑐𝑦 = 𝐸
∑︀

𝑦 𝑆𝑥𝑦𝑐𝑦 є функцiї

𝑐𝜉𝛼𝑛(𝑘) =
1√
Ω
𝑢𝛼𝑛(𝑘)e

i𝑘𝜉, 𝑘 ∈ R𝑑, (20.13)

де Ω – стала нормування, а 𝑢𝑛 – нормованi власнi функцiї1 спектральної задачi∑︁
𝛽

𝐻̂𝛼𝛽𝑢𝛽𝑛 = 𝐸𝑛
∑︁
𝛽

𝑆𝛼𝛽𝑢𝛽𝑛 (20.14)

1Gaussian 16 output contains 𝐸𝑛(𝑘), 𝑢𝛼
𝑛(𝑘) and 𝑆𝛼𝛽

𝜂 .
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з Фур’є-перетворами операторiв за фомулою

𝐻̂𝛼𝛽(𝑘) =
∑︁
𝜉

𝐻𝛼𝛽
𝜉 ei𝑘𝜉. (20.15)

В матричному виглядi спектральна задача має вигляд 𝐻̂𝑈 = 𝑆𝑈𝐸̃ з умовою нормування 𝑈+𝑆𝑈 = 1, де
𝑈 матриця вектор-стовпчикiв 𝑢, а 𝐸̃ дiагональна матриця власних значень. Оскiльки 𝜉 ∈ Z𝑑, функцiї
ei𝑘𝜉 спiльно-перiодичнi по 𝑘, а отже достатньо обмежити 𝑘 паралелепiпедом (−𝜋, 𝜋]𝑑. Крiм того, якщо
матриця 𝐻 симетрична, то матриця 𝐻̂ ермiтова

𝐻̂𝛼𝛽(−𝑘) = 𝐻̂𝛼𝛽(𝑘) = 𝐻̂𝛽𝛼(𝑘) =⇒ 𝑢𝛼(−𝑘) = 𝑢𝛼(𝑘). (20.16)

У координатному представленнi власнi функцiї (20.13) мають вигляд

𝜓𝑛𝑘(𝑟) =
1√
Ω

∑︁
𝜉𝛼

𝑢𝛼𝑛(𝑘)𝜑𝜉𝛼(𝑟)e
i𝑘𝜉 ≡ 1√

Ω
𝑢̃𝑛𝑘(𝑟)e

i𝑘𝑟, (20.17)

де 𝑘 = 𝑘T−1 – хвильовий вектор, обмежений примiтивною комiркою 2𝜋T−1 оберненої гратки, а

𝑢̃𝑛𝑘(𝑟) =
∑︁
𝜉𝛼

𝑢𝛼𝑛(𝑘)𝜑𝛼 (𝑟 −T𝜉) e−i𝑘(𝑟−T𝜉) (20.18)

перiодична функцiя. Неважко переконатися, що функцiї 𝜓𝑛𝑘 i коефiцiєнти 𝑐𝑥𝑛 ортогональнi:

⟨𝜓𝑛𝑘|𝜓𝑛′𝑘′⟩ =
∫︁
R𝑑

𝜓𝑛𝑘(𝑟)𝜓𝑛′𝑘′(𝑟) d𝑟 =
∑︁
𝑥𝑦

𝑐𝑥𝑛(𝑘)𝑆𝑥𝑦𝑐𝑦𝑛′(𝑘′) =
(2𝜋)𝑑

Ω
𝛿(𝑘 − 𝑘′)𝛿𝑛𝑛′ . (20.19)

Щоб функцiї 𝜓𝑛𝑘 були нормованi за правилом (3.3), за сталу нормування слiд вибрати об’єм примiтивної
комiрки: Ω = detT, тодi ⟨𝜓𝑛𝑘|𝜓𝑛′𝑘′⟩ = (2𝜋)𝑑𝛿 (𝑘 − 𝑘′) 𝛿𝑛𝑛′ .

Для аналiзу хвильової функцiї зручно локалiзувати 𝜓𝑛𝑘, застосувавши зворотне перетворення Фур’є:

𝜓𝑛𝜉(𝑟) =

√
Ω

(2𝜋)𝑑

∫︁
(−𝜋,𝜋]𝑑

∑︁
𝑚

𝑊𝑛𝑚(𝑘)𝜓𝑚𝑘(𝑟)e
−i𝑘𝜉 d𝑘, (20.20)

з довiльною унiтарною матрицею-функцiєю𝑊 (𝑘). Одержанi функцiї називаються функцiями Ваньє (Wanni-
er). Неважко показати, що їх можна подати у виглядi (20.9):

𝜓𝑛𝜉(𝑟) = 𝜓𝑛 (𝑟 −T𝜉) , де 𝜓𝑛(𝑟) =
∑︁
𝜉𝛼

𝑢̃𝛼𝑛𝜉𝜑𝛼 (𝑟 −T𝜉) , 𝑢̃𝛼𝑛𝜉 =
1

(2𝜋)𝑑

∫︁
(−𝜋,𝜋]𝑑

∑︁
𝑚

𝑊𝑛𝑚(𝑘)𝑢
𝛼
𝑚(𝑘)e

i𝑘𝜉 d𝑘.

(20.21)
З унiтарностi перетворення Фур’є i матриць 𝑊 випливає ортогональнiсть функцiй Ваньє i тензорiв 𝑢̃𝛼𝑛𝜉:

⟨𝜓𝑛𝜉|𝜓𝑚𝜂⟩ =
∑︁
𝛼𝛽𝜉′𝜂′

𝑢̃𝛼𝑛(𝜉−𝜉′)𝑆
𝛼𝛽
𝜉′−𝜂′ 𝑢̃

𝛽
𝑚(𝜂−𝜂′) = 𝛿𝑛𝑚𝛿𝜉𝜂. (20.22)

На скiнченнiй гратцi перетворення здiйснюються за такою формулою:

𝑢̃𝛼𝑛𝜉 =
∑︁
𝑘𝑚

𝑤𝑘𝑊𝑛𝑚(𝑘)𝑢
𝛼
𝑚(𝑘)e

i𝑘𝜉 ≡
∑︁
𝑘≥0,𝑚

𝑤𝑘𝑊𝑛𝑚(𝑘)ℜ
[︁
𝑢𝛼𝑚(𝑘)e

i𝑘𝜉
]︁
, (20.23)

причому ℜ
[︀
𝑢ei𝑘𝜉

]︀
= ℜ𝑢 cos 𝑘𝜉 −ℑ𝑢 sin 𝑘𝜉.



Роздiл VII

Фiзичнi моделi

§21. Взаємодiя квантових систем з електромагнiтним полем

21.1. Рiвняння Паулi

Стан нерелятивiстського електрона описується двокомпонентною хвильовою функцiєю, а його рух в
електромагнiтному полi — рiвнянням Шредiнгера з гамiльтонiаном

𝐻 =
1

2𝑚

(︁
𝑝− 𝑒

𝑐
𝐴
)︁2

+ 𝑒𝜙+ 𝑈 − 𝑒ℏ
2𝑚𝑐

𝜎𝐵, (21.1)

яке в даному випадку називається рiвнянням Паулi i має точнiсть 𝑜(𝑣/𝑐). Величина 𝑒ℏ
2𝑚𝑐𝜎 ≡ 𝑒

𝑚𝑐𝑠 = 𝜇 –
магнiтний момент електрона.

Iнварiантнiсть рiвняння Паулi вiдносно вибору калiбровки випливає з того, що при перетвореннi 𝜙→
𝜙− 𝑐−1𝜕Φ/𝜕𝑡, 𝐴 → 𝐴+∇Φ хвильова функцiя перетворюється як 𝜓 → exp(𝑖𝑒ℏΦ/𝑐)𝜓.

Часто зручною є кулонiвська калiбровка, ∇𝐴 = 0, в нiй

1

2𝑚

(︁
𝑝− 𝑒

𝑐
𝐴
)︁2

= − ℏ
2𝑚

∆+
𝑖𝑒ℏ
𝑚𝑐

(𝐴∇) +
𝑒2

2𝑚𝑐2
𝐴2,

причому останнiм доданком зазвичай можна знехтувати в нерелятивiстському наближеннi.

21.2. Випромiнювання i поглинання електромагнiтних хвиль

Розглянемо невироджену квантову систему у полi електромагнiтного випромiнювання, яке описува-
тимемо плоскими хвилями. Взаємодiю системи з полем описуватимемо першим порядком теорiї збурень,
вважаючи густину станiв поля неперервною (золоте правило Фермi). Частоти переходiв квантової системи
з випромiнюванням i поглинанням фотона окремо взятої моди пов’язанi спiввiдношенням [2, § 44]

𝑤emi

𝑤abs ≡
⃒⃒⃒⃒
⟨𝑛+ 1|b+|𝑛⟩
⟨𝑛− 1|b |𝑛⟩

⃒⃒⃒⃒2
=
𝑛+ 1

𝑛
, (21.2)

де 𝑛 – число фотонiв у модi до переходу. Випромiнювання, iснуюче за вiдсутностi зовнiшнього поля,
називають спонтанним, решту — вимушеним. Узагальнюючи на випадок виродженої квантової системи
одержимо

𝑔i𝑤
abs = 𝑔i𝑤

induc.emi = 𝑔f𝑛𝑤
spont.emi. (21.3)

Замiсть числа фотонiв у модi зручнiше користуватися об’ємною густиною фотонiв в одиничному iнтер-
валi частот: d𝑁𝜔/ d𝑉 = 𝑔(𝜔)𝑛, де 𝑔 – об’ємна густина станiв. Зокрема для iзотропного неполяризованого
випромiнювання одержимо

d𝑁𝜔

d𝑉
=

𝜔2

𝜋2𝑐3
𝑛. (21.4)

Наприклад, для рiвноважного випромiнювання абсолютно чорного тiла

d𝑁𝜔

d𝑉
=

𝜔2

𝜋2𝑐3
1

exp
(︀ℏ𝜔
𝑇

)︀
− 1

.
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У спектроскопiї зручнiше користуватися спектральною густиною потоку фотонiв

d𝑁𝜔

d𝑆 d𝑡
= 𝑐

d𝑁𝜔

d𝑉
. (21.5)

Iншi вживанi величини: спектральнi густини об’ємної енергiї 𝑊𝜔 = ℏ𝜔 d𝑁𝜔/d𝑉 i потоку випромiнювання
𝐼𝜔 = 𝑐𝑊𝜔. Iнодi використовуються коефiцiєнти Ейнштейна:

𝐴if = 𝑤spont.emi, 𝐵if = 𝑤induc.emi/𝑊𝜔, 𝐵fi = 𝑤abs/𝑊𝜔. (21.6)

В дипольному наближеннi

𝑤spont.emi =
4𝜔3

if
3ℏ𝑐3

|𝑑if|2 . (21.7)

Якiсна оцiнка цiєї величини
𝑤

𝜔
∼ 𝑒2

ℏ𝑐
𝜔2𝑎2

𝑐2
∼ 𝛼

(︁𝜐
𝑐

)︁2
≪ 1,

де 𝑎 – розмiри системи, а 𝑣 – характернi швидкостi електронiв, доводить квазiстацiонарнiсть збуджених
станiв квантових систем, обгрунтовуючи таким чином i саму теорiю спонтанного випромiнювання. Для
атома водню оцiнка ще сильнiша: 𝑤/𝜔 ∼ 𝛼3.

Додамо, що для обчислень матричних елементiв у формулi (21.7) зручно користуватися тотожнiстю
|𝑟2| = 1

2 |𝑟+|
2 + 1

2 |𝑟−|
2 + |𝑧|2, де 𝑟± = 𝑥± i𝑦 = 𝑟 sin 𝜃e±i𝜑.

§22. Двоатомна молекула

Радiальний рух в двоатомнiй молекулi описується ефективним потенцiалом

𝑈eff(𝑟) = 𝑈(𝑟) +
ℏ2𝐽(𝐽 + 1)

2𝜇𝑟2
.

Нехай потенцiал 𝑈 має мiнiмум глибиною 𝑉 в точцi 𝑎, так що 𝑈 ′(𝑎) = 0 i 𝑈(𝑎) = −𝑉 . Величина 𝐵𝑒 = ℏ2
2𝜇𝑎2

– називається обертальною сталою молекули. Для обертальної стабiльностi молекул необхiдно, щоб 𝐵𝑒 ≪
𝑉 , iнакше вiдцентровi сили розривають молекулу. В реальних стабiльних молекулах мiнiмум потенцiалу
настiльки глибокий, що в спектрi чiтко проявляються коливнi рiвнi, умовою цього є, очевидно, ℏ𝜔 ≪ 𝑉 .
Покажемо, що обертальна стабiльнiсть в цьому випадку також має мiсце. Нехай розклад потенцiальної
енергiї навколо мiнiмуму має вигляд 𝑈(𝑟) = 𝑉 (−1 + 𝑐2𝜉

2 − 𝑐3𝜉
3 + 𝑐4𝜉

4), де 𝜉 = 𝑟−𝑎
𝑎 , числовий коефiцiєнт

𝑐3 завжди додатнiй, оскiльки праве крило потенцiалу завжди пологiше, a 𝑐4 або малий або додатнiй,
оскiльки лiве крило швидко прямує до +∞. Тодi 𝜔2 = 2𝑐2𝑉

𝜇𝑎2
i

𝐵𝑒
𝑉

=
1

4𝑐2

(︂
ℏ𝜔
𝑉

)︂2

,

отже, якщо числовий коефiцiєнт 𝑐2 не є аномально малим, то ця величина набагато менша одиницi. Таким
чином в коливних спектрах молекул вiдцентровий потенцiал можна розглядати як збурення. Розкладаючи
його в ряд по 𝜉 матимемо

𝑈eff(𝑟) = 𝑉
(︀
−1 + 𝑐2𝜉

2 − 𝑐3𝜉
3 + 𝑐4𝜉

4
)︀
+𝐵𝑒𝐽(𝐽 + 1)

(︀
1− 2𝜉 + 3𝜉2

)︀
.

Ефект одержимо в першому порядку по 𝜉4 i другому по 𝜉3, результат запишемо в такiй формi:

𝐸𝜐𝐽 = 𝐸0 + ℏ𝜔

[︃(︂
𝜐 +

1

2

)︂
− 𝑥𝑒

(︂
𝜐 +

1

2

)︂2
]︃
+𝐵𝑒𝐽(𝐽 + 1)

[︂
1− 𝛼𝑒

𝐵𝑒

(︂
𝜐 +

1

2

)︂
− 𝐷𝑒

𝐵𝑒
𝐽(𝐽 + 1)

]︂
,

де в 𝐸0 ми занесли все, що не залежить вiд квантових чисел, а

𝑥𝑒 =
3(5𝑐23 − 4𝑐2𝑐4)

32𝑐32

ℏ𝜔
𝑉
,

𝛼𝑒
𝐵𝑒

=
3(𝑐3 − 𝑐2)

2𝑐22

ℏ𝜔
𝑉
,

𝐷𝑒

𝐵𝑒
=

1

4𝑐22

(︂
ℏ𝜔
𝑉

)︂2
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(величини 𝑥𝑒 i 𝛼𝑒 називаються сталими ангармонiзму i коливально-обертальної взаємодiї, вiдповiдно).
Вiдношення

ℏ𝜔𝑥𝑒
𝐵𝑒

=
3(5𝑐23 − 4𝑐2𝑐4)

8𝑐22
,

ℏ𝜔𝛼𝑒
𝐵2
𝑒

= 6

(︂
𝑐3
𝑐2

− 1

)︂
характеризують, очевидно, форму потенцiалу, а отже, повиннi залежати лише вiд типу зв’язку в молекулi.

Наприклад, для молекули водню енергiя дисоцiацiї дорiвнює 4.5 eV, ℏ𝜔 = 0.55 eV, 𝐵𝑒 = 7.5 meV,
так що 𝑉/ℏ𝜔 ≈ 10 i ℏ𝜔/𝐵𝑒 ≈ 100; iншi величини 𝑥𝑒 = 0.028 i 𝛼𝑒/𝐵𝑒 = 0.050, так що ℏ𝜔𝑥𝑒/𝐵𝑒 = 2.0
i ℏ𝜔𝛼𝑒/𝐵2

𝑒 = 3.6. Для iнших молекул X2 останнi два параметри зростають максимум на порядок, а їх
вiдношення практично постiйно, що й слiд було очiкувати.

На практицi потенцiал взаємодiї апроксимується деяким модельним потенцiалом з врахуванням осо-
бливостей поведiнки реального потенцiалу в нулi i на нескiнченностi. Зокрема, при зменшеннi вiдстанi мiж
атомами основний внесок дає енергiя їх кулонiвського вiдштовхування, тому на малих вiдстанях потенцiал
розбiгається як 𝑟−1. Ретельнiший аналiз вказує, що при зменшеннi вiдстанi все бiльше оголюється ядро вiд
внутрiшнiх електронiв, тому ефективно потенцiал буде зростати швидше: як 𝑟−𝑚, 𝑚 > 1. Асимптотика на
нескiнченностi залежить вiд типу зв’язку. Для iонного зв’язку домiнує кулонiвське вiдштовхування мiж
iонами, для ковалентного зв’язку потенцiал визначається iнтегралами перекриття хвильових функцiй, а
отже має показникову асимптотику. Пiдсумовуючи, апроксимуючий потенцiал для iонної молекули можна
брати у виглядi

𝑉 𝑚𝑘

𝑚− 𝑘

[︂
1

𝑚

(︁𝑎
𝑟

)︁𝑚
− 1

𝑘

(︁𝑎
𝑟

)︁𝑘]︂
,

де 𝑚 > 𝑘 ⩾ 1, переважно 𝑘 = 1, а 𝑚 = 6÷ 9. Для ковалентної –

𝑉

𝑚+ 𝑘 − 𝛼

[︂
(𝛼− 𝑘)

(︁𝑎
𝑟

)︁𝑚
−𝑚

(︁𝑟
𝑎

)︁𝑘
exp

(︁
−𝛼

(︁𝑟
𝑎
− 1
)︁)︁]︂

,

де 𝑚 ⩾ 1, 𝑘 ⩾ 0, 𝑘 < 𝛼 < 𝑘 +𝑚, переважно 𝑘 = 0, а 𝑚 = 4.
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