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Передмова

Конспект складено за лекцiями професора А. П. Юрачкiвського в перiод 2000-2007 рокiв. Номери
задач приведенi з книги [1], якщо номеру передує лiтера “Г”, то це задача з [2], якщо латинська лiтера
“A”, то умова наведена в роздiлi “Задачi”.

§1. Вступ

Класифiкацiя диференцiальних рiвнянь: скалярнi та векторнi, порядок, явнi та неявнi, лiнiйнi та нелi-
нiйнi. Розв’язки диференцiального рiвняння: частинний та загальний розв’язки, додатковi умови, задача
Кошi, крайова задача, iнтеграл рiвняння, перший iнтеграл, iнтегральнi кривi.
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§2. Iнтегровнi рiвняння першого порядку та звiднi до них

2.1. Iснування i єдинiсть розв’язку задачi Кошi. Особливi розв’язки

Достатнiми умовами iснування i єдиностi розв’язку явної задачi Кошi 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦(𝑥0) = 𝑦0 є, вiдпо-
вiдно, неперервнiсть (по обом змiнним) i диференцiйовнiсть по 𝑦 функцiї 𝑓 в околi точки (𝑥0, 𝑦0). Взагалi
кажучи, умову єдиностi можна послабити до умови Лiпшиця: |𝑓(𝑥, 𝑦1)− 𝑓(𝑥, 𝑦2)| ⩽𝑀 |𝑦1 − 𝑦2|, однак слiд
мати на увазi, що все одно клас рiвнянь, для яких iснує розв’язок набагато ширший, наприклад, для
рiвняння 𝑔(𝑦)𝑦′ = 𝑓(𝑥) достатньо лише iнтегровностi функцiй 𝑓 i 𝑔 (аналогiчна ситуацiя i для єдиностi).

Розв’язки рiвняння 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦), через кожну точку iнтегральної кривої яких проходять щонайменше
два рiзнi розв’язки задачi Кошi (тобто порушується єдинiсть розв’язку), називаються особливими. Їх
можна знайти з умови порушення умов єдиностi:{︂

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦),
𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = ∞.

Для систем явних рiвнянь першого порядку i явних скалярних рiвнянь 𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑛−1))
умови iснування i єдиностi тi ж: неперервнiсть функцiї 𝑓 по всiм змiнним в сукупностi i диференцiйовнiсть
по 𝑦 та всiм її похiдним. Особливi розв’язки знаходяться з кожної з умов{︂

𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑛−1)),

𝜕𝑓/𝜕𝑦(𝑖) = ∞,
𝑖 = 0, 𝑛− 1.

Для неявного рiвняння 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑛)) = 0 умовами iснування i єдиностi є неперервнiсть функцiї 𝐹
по всiм змiнним в сукупностi, диференцiйовнiсть по 𝑦 та всiм її похiдним i умова 𝜕𝐹/𝜕𝑦(𝑛) ̸= 0. Особливi
розв’язки знаходяться з кожної з умов 𝜕𝐹/𝜕𝑦(𝑖) = ∞, 𝑖 = 0, 𝑛− 1, а також з умови 𝜕𝐹/𝜕𝑦(𝑛) = 0.

2.2. Елементарнi рiвняння

Рiвняння з вiдокремними змiнними 𝑔(𝑦) d𝑦 = 𝑓(𝑥) d𝑥 розв’язуються безпосереднiм iнтегруванням.
∙ Задачi — простi: 51, 52; задача Кошi: 53, 54, 55, 56, 57, 58, 60; лiнiйна замiна 𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦: 62, 64, 65; умови на

нескiнченностi: 66, 67.

Однорiднi рiвняння 𝑦′ = 𝑓(𝑦/𝑥), а також узагальнено однорiднi, тобто iнварiантнi вiдносно масштабного
перетворення 𝑥→ 𝜆𝑥, 𝑦 → 𝜆𝛼𝑦, розв’язуються замiною 𝑦 = 𝑧𝑥𝛼.

∙ Задачi — простi: 101, 103, 108; типу 𝑦′ = 𝑓
(︁

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1
𝑎2𝑥+𝑏2𝑦+𝑐3

)︁
, замiна 𝑥 → 𝑥 − 𝛼, 𝑦 → 𝑦 − 𝛽: 113, 118; типу 𝑦′ =

𝑦/𝑥+ 𝑔(𝑥)𝑓(𝑦/𝑥); узагальнено однорiднi: 125, 127, 128, 129.

Лiнiйнi рiвняння 𝑦′+𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥) розв’язуються методом варiювання сталих або використанням явної
формули

𝑦(𝑥) =

(︂
𝑦(𝑥0) +

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑞(𝑧)𝑒
∫︀ 𝑧
𝑥0

𝑝(𝑠) d𝑠
d𝑧

)︂
𝑒
−

∫︀ 𝑥
𝑥0

𝑝(𝑠) d𝑠
.

∙ Задачi — простi: 136, 137, 138, 139, 140, 141; лiнiйнi вiдносно 𝑥(𝑦): 146, 148; додатковi: 183, 184.

Рiвняння Бернуллi 𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦𝛼 зводиться до лiнiйного замiною 𝑦 = 𝑧1/(1−𝛼). Рiвняння Рiккатi
𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦2 + 𝑟(𝑥) при вiдомому частковому розв’язку 𝑦1 зводиться до рiвняння Бернуллi замiною
𝑦 = 𝑧 + 𝑦1

∙ Задачi — Бернуллi: 157, 158; Рiккатi: 167, 170.

2.3. Видiлення повних диференцiалiв

Рiвняння в повних диференцiалах 𝑃 d𝑥+𝑄d𝑦 = d𝜙 = 0 розв’язується подвiйним iнтегруванням.
∙ Задачi — 186, 187, 192, 194.

В загальному випадку рiвняння 𝑃 d𝑥 + 𝑄d𝑦 = 0 має iнтегрувальний множник 𝜏 такий, що 𝑃 d𝑥 +
𝑄d𝑦 = 𝜏 d𝜙. Вiн задовольняє рiвняння 𝑃𝜏𝑦 −𝑄𝜏𝑥 + Γ𝜏 = 0, де Γ = 𝑃𝑦 −𝑄𝑥. Найефективнiшим способом
вiдшукання 𝜏 є метод вирiвнювання iнтегрувальних множникiв. Збираємо доданки в двi-три групи, для
яких легко видiлити повний диференцiал: 𝑃 d𝑥+𝑄d𝑦 =

∑︀
𝑖 𝑃𝑖 d𝑥+𝑄𝑖 d𝑦 =

∑︀
𝑖 𝜏𝑖 d𝜙𝑖. Якщо задача не стає
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тривiальною, переходимо до нових змiнних типу 𝜙𝑖 i повторюємо ще раз всю процедуру в нових змiнних,
або ж з самого початку перегруповуємо доданки iншим способом. Для ефективного використання даного
методу потрiбно вмiти легко видiляти повний диференцiал у виразах виду

𝛼𝑦 d𝑥+ 𝛽𝑥d𝑦 = 𝑥1−𝛼𝑦1−𝛽 d(𝑥𝛼𝑦𝛽),

𝑎𝑦 d𝑥+ 𝛽 d𝑦 = 𝑒−𝑎𝑥𝑦1−𝛽 d(𝑒𝑎𝑥𝑦𝛽),

(𝛼+ 𝑎𝑥)𝑦 d𝑥+ (𝛽 + 𝑏𝑦)𝑥 d𝑦 = 𝑥1−𝛼𝑦1−𝛽𝑒−𝑎𝑥−𝑏𝑦 d(𝑥𝛼𝑦𝛽𝑒𝑎𝑥+𝑏𝑦).

Приклад: (𝑥/𝑦 + 𝑦) d𝑥+ (𝑥− 𝑦/𝑥) d𝑦 = d(𝑥𝑦) + (1/𝑥𝑦)(𝑥2 d𝑥− 𝑦2 d𝑦) = 0.
∙ Задачi — простi: 195, 196, 197, 198, 204, 206, 210, 214, 216; степеневi: 199, 200, 202, 203, 209, 211, 212, 215, 217, 218,

220; показниковi: 207; складнi: 201, 205, 208, 213, 219.

Є ще два спецiальних методи. Перший: якщо iснують такi функцiї 𝑎(𝑦) i 𝑏(𝑥), що Γ = 𝑎𝑃 − 𝑏𝑄, то
пiдстановкою 𝜏(𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑥)𝜓(𝑦), рiвняння на 𝜏 зводиться до вигляду 𝑃 (𝜓′/𝜓 + 𝑎(𝑦))−𝑄𝑃 (𝜑′/𝜑+ 𝑏(𝑥)) =
0. Тодi 𝜓 = exp(−

∫︀
𝑎 d𝑦) i 𝜑 = exp(−

∫︀
𝑏d𝑥). Приклад: (𝑥/𝑦+𝑦) d𝑥+(𝑥−𝑦/𝑥) d𝑦 = 0, 𝑎 = −1/𝑦, 𝑏 = −1/𝑥.

Другий: якщо легко вгадати таку функцiю 𝜔(𝑥, 𝑦), що Γ = 𝜌(𝜔)(𝜔𝑦𝑃 − 𝜔𝑥𝑄), де 𝜌 залежить лише вiд 𝜔,
то 𝜏 = exp(−

∫︀
𝜌d𝜔). Приклад: (𝑥/𝑦 + 𝑦) d𝑥+ (𝑥− 𝑦/𝑥) d𝑦 = 0, 𝜔 = 𝑥𝑦.

2.4. Неявнi рiвняння першого порядку

Щоб розв’язати неявне диференцiальне рiвняння 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0, необхiдно розв’язати його як алгебра-
їчне рiвняння трьох змiнних 𝑥, 𝑦, 𝑦′. В найзагальнiшому випадку достатньо знайти розв’язок останнього в
явному параметричному виглядi: 𝑥 = 𝜑(𝑝, 𝑞), 𝑦 = 𝜓(𝑝, 𝑞), 𝑦′ = 𝜔(𝑝, 𝑞). Тодi в нових змiнних (𝑝, 𝑞), одержимо
явне диференцiальне рiвняння:

𝜔 =
𝜓𝑝 d𝑝+ 𝜓𝑞 d𝑞

𝜑𝑝 d𝑝+ 𝜑𝑞 d𝑞
,

розв’язавши яке, матимемо неявне параметричне задання 𝑦(𝑥). Приклад: 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥2𝑦′2, явний параме-
тричний розв’язок: 𝑥 = 𝑟 cos𝜑, 𝑦 = 𝑟 sin𝜑, 𝑦′ = 1/ cos𝜑, звiдки 𝑟 = 𝑐 exp(1/2/(1− sin𝜑))/

√︀
cos𝜑(1− sin𝜑).

Ситуацiя спрощується, якщо алгебраїчне рiвняння розв’язується явно вiдносно однiєї iз змiнних 𝑥
або 𝑦 (якщо вiдносно 𝑦′, то це явне диференцiальне рiвняння). Нехай це буде 𝑦, тобто 𝑦 = 𝜓(𝑦′, 𝑥). Тодi
параметрами (𝑝, 𝑞) буде пара (𝑝 = 𝑦′, 𝑥), а параметризацiю розв’язку можна записати простiше: 𝑥 = 𝑥(𝑝),
𝑦 = 𝜓(𝑝, 𝑥(𝑝)), причому невiдома функцiя 𝑥(𝑝) може виявитися неявно заданою. Диференцiальне рiвняння
для неї матиме вигляд 𝑝d𝑥 = 𝜓𝑥(𝑝, 𝑥) d𝑥+𝜓𝑝(𝑝, 𝑥) d𝑝. Зокрема, якщо рiвняння лiнiйне вiдносно обох 𝑥 i 𝑦
(рiвняння Лагранжа), то розв’язок завжди можна записати в явному параметричному виглядi 𝑥 = 𝑥(𝑝),
𝑦 = 𝑦(𝑝).
∙ Задачi — явнi: 242, 246; 𝑥 = 𝜙(𝑦′): 267, 268, 269, 270; 𝑦 = 𝜓(𝑦′): 271, 272, 273, 274, 275, 276, 277; 𝑦 = 𝜓(𝑦′, 𝑥): 278,

279, 280, 284; 𝑥 = 𝜑(𝑦′, 𝑦): 281, 282, 283, 285, 286; Лагранжа: 287, 288, 292, 295.

2.5. Рiвняння, що допускають пониження порядку

Рiвняння, що мiстять лише старшi похiднi, 𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑘), . . . , 𝑦(𝑛)) = 0, понижуються в порядку замiною
𝑦(𝑘) = 𝑧. При великих 𝑘 слiд мати на увазi формулу

𝑦(𝑘) = 𝑓 =⇒ 𝑦(𝑥) =
1

(𝑘 − 1)!

∫︁ 𝑥

𝑥0

(𝑥− 𝑠)𝑘−1𝑓(𝑠) d𝑠+ 𝑐0 + 𝑐1𝑥+ . . .+ 𝑐𝑘−1𝑥
𝑘−1.

∙ Задачi — 𝑘 = 1: 421, 422, 427, 432, 433, 439, 442, 444, 447, 450; 𝑘 = 2: 430, 435, 438, 453; 𝑘 > 2: 451, 452, 454.

Стацiонарнi (автономнi) рiвняння, тобто такi, що не мiстять незалежної змiнної, 𝐹 (𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑛)) = 0,
понижуються в порядку замiною 𝑦′ = 𝑣(𝑦) (тодi 𝑦′′ = 𝑣 d𝑣/d𝑦 i т.д.).
∙ Задачi — 423, 424, 425, 426, 429, 431, 434, 437, 440, 441, 445, 446, 449; ще й не мiстять 𝑦: 428, 436, 443, 448.

Узагальнено-однорiднi рiвняння, тобто iнварiантнi вiдносно масштабного перетворення 𝑥 → 𝜆𝑥, 𝑦 →
𝜆𝛼𝑦 (𝑦(𝑛) → 𝜆𝛼−𝑛𝑦(𝑛)), розв’язуються по рiзному залежно вiд параметра 𝛼:

1) 𝛼 = ∞ — однорiдне вiдносно 𝑦 рiвняння, замiна 𝑦′ = 𝑦𝑧 (𝑦′′ = 𝑦(𝑧′ + 𝑧2) i т.д.).
2) 𝛼 = 0 — однорiдне вiдносно 𝑥 рiвняння, замiна 𝑦′ = 𝑣(𝑦)/𝑥 (𝑦′′ = 𝑣( d𝑣/d𝑦 − 1)/𝑥2 i т.д.).
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3) 𝛼 фiксоване вiдмiнне вiд 0 i ∞ — узагальнено-однорiдне рiвняння, замiною 𝑦 = 𝑥𝛼𝑧 зводиться до
попереднього випадку (комбiнована замiна не спрощує викладок).

4) 𝛼 довiльне — рiвняння, однорiдне i вiдносно 𝑥, i вiдносно 𝑦, замiна 𝑦′ = 𝑦𝑣(𝑦)/𝑥 (𝑦′′ = 𝑦𝑣(𝑦 d𝑣/d𝑦 +
𝑣−1)/𝑥2 i т.д.). Взагалi кажучи, можна було б скористатись однiєю з вищенаведених замiн, однак симетрiя
буде використана не повнiстю — як результат одержимо узагальнено-однорiдне рiвняння, тобто загалом
треба буде зробити три замiни замiсть однiєї. Такий потрiйний шлях може бути корисним лише в тому
випадку, коли комбiнована однократна замiна приводить до надто складного рiвняння.
∙ Задачi — 𝛼 = ∞: 464, 465, 469, 470, 472; 𝛼 = 0: 477; фiксоване 𝛼: 473, 474, 475, 476, 478, 479, 480; довiльне 𝛼: 463,

466, 467, 468, 471.

Деякi рiвняння вищих порядкiв пiдбором iнтегруючого множника можна звести до форми похiдної
вiд рiвняння нижчого порядку.
∙ Задачi — 455, 456, 457, 458, 459, 460, 461, 462.

§3. Лiнiйнi рiвняння

3.1. Лiнiйнi скалярнi рiвняння: загальна теорiя

Лiнiйне скалярне рiвняння має вигляд

𝑎0(𝑥)𝑦
(𝑛) + 𝑎1(𝑥)𝑦

(𝑛−1) + . . .+ 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦
′ + 𝑎𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷 (3.1)

(зведене, якщо 𝑎0(𝑥) = 1). Основною властивiстю лiнiйних рiвнянь є принцип суперпозицiї. Для зведено-
го рiвняння єдинiсть розв’язку задачi Кошi забезпечується неперервнiстю коефiцiєнтiв i правої частини
рiвняння. Лiнiйно незалежна система {𝑦1, . . . , 𝑦𝑛} розв’язкiв однорiдного рiвняння (3.1) називається фун-
даментальною системою розв’язкiв (ФСР), а матриця

Φ =

⎛⎜⎜⎝
𝑦1 𝑦2 . . . 𝑦𝑛
𝑦′1 𝑦′2 . . . 𝑦′𝑛
. . . . . . . . . . . .

𝑦
(𝑛−1)
1 𝑦

(𝑛−1)
2 . . . 𝑦

(𝑛−1)
𝑛

⎞⎟⎟⎠ (3.2)

— фундаментальною матрицею рiвняння. Знаючи ФСР, загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння
(3.1) можна записати у виглядi

𝑦 = 𝑐1𝑦1 + . . .+ 𝑐𝑛𝑦𝑛 + 𝑦inhom,

де 𝑦inhom – частковий розв’язок неоднорiдного рiвняння. Останнiй можна знайти методом варiювання
сталих, шукаючи його у виглядi 𝑦inhom =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜙𝑖𝑦𝑖, де функцiї 𝜙𝑖 знаходяться iз системи

Φ
⟨︀
𝜙′
1, . . . , 𝜙

′
𝑛

⟩︀⊤
= ⟨0, . . . , 𝑓/𝑎0⟩⊤ .

Матриця G(𝑥, 𝜉) = Φ(𝑥)Φ−1(𝜉) називається матрицею Кошi або функцiєю Грiна системи. Вона має
властивостi: 1) G(𝑥, 𝑥) = 1; 2) G(𝑥, 𝜉)−1 = G(𝜉, 𝑥); 3)1 G(𝑥, 𝜉) = G(𝑥, 𝜂)G(𝜂, 𝜉). Знаючи G, загальний
розв’язок задачi Кошi можна записати в такому виглядi:⟨

𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑛−1)
⟩⊤

(𝑥) = G(𝑥, 𝑥0)
⟨
𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑛−1)

⟩⊤
(𝑥0) +

∫︁ 𝑥

𝑥0

G(𝑥, 𝜉)

⟨
0, . . . ,

𝑓

𝑎0

⟩⊤
(𝜉) d𝜉.

Вронскiан2 рiвняння 𝑊 = detΦ. Його можна знайти не розв’язуючи рiвняння за формулою Остро-
градського–Лiувiля:

𝑊 (𝑥) =𝑊 (𝑥0) exp

(︂
−
∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑎1(𝜉)

𝑎0(𝜉)
d𝜉

)︂
.

Вронскiан має ту властивiсть, що система {𝑦1, . . . , 𝑦𝑛} розв’язкiв зведеного лiнiйного однорiдного рiвняння
лiнiйно незалежна в 𝐷 тодi i тiльки тодi, коли ∃𝑥 ∈ 𝐷 𝑊 (𝑥) ̸= 0 (для довiльної системи функцiй ця

1Завдяки останнiй властивостi матрицю Кошi iнодi ще називають матрицею переносу (transfer matrix).
2Нагадаємо, що вронскiаном системи функцiй {𝑦1, . . . , 𝑦𝑛} називається детермiнант матрицi 3.2 i позначається 𝑊𝑦1,...,𝑦𝑛 .
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теорема справедлива лише справа налiво, i крiм того, якщо система лiнiйно залежна, то 𝑊 = 0). Крiм
того, 𝑊𝑦1,...,𝑦𝑛,𝑦 = 0 буде лiнiйним однорiдним диференцiальним рiвнянням вiдносно 𝑦, розв’язками якого
є функцiї 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛.

Зауважимо, що при замiнi ⟨𝑦1, . . . , 𝑦𝑛⟩⊤ = T⟨𝑦1, . . . , 𝑦𝑛⟩⊤, де матриця переходу T стала, Φ̃ = ΦT⊤ i
𝑊̃ =𝑊 detT.

Якщо вiдомий один з розв’язкiв однорiдного рiвняння 𝑦1, то замiною 𝑦 = 𝑦1
∫︀
𝑢d𝑥 можна понизити

порядок рiвняння. Якщо вiдомий ще й другий розв’язок 𝑦2, або ж 𝑢1 = (𝑦2/𝑦1)
′, то робимо аналогiчну

замiну 𝑢 = 𝑢1
∫︀
𝑣 d𝑥 (причому слiд вибрати оптимальний порядок замiн: першу — легшу). Зокрема для

рiвняння другого порядку справедлива формула Абеля (3.5).
∙ Задачi — 681, 682, 683, 693; 699, 700, 702, 703.

3.2. Рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

Пiдстановка часткового розв’язку 𝑒𝜆𝑥 в лiнiйне однорiдне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами дає ха-
рактеристичне рiвняння 𝑎0𝜆

𝑛 + . . .+ 𝑎𝑛−1𝜆+ 𝑎𝑛 = 0, яке формально можна одержати замiнивши 𝑦(𝑘) на
𝜆𝑘. Загальний розв’язок однорiдного рiвняння має вигляд:

𝑦hom(𝑥) =
∑︁
𝜆

𝑒𝜆𝑥(𝑐1 + 𝑐2𝑥+ . . .+ 𝑐𝑚𝜆
𝑥𝑚𝜆−1),

де 𝑚𝜆 – кратнiсть характеристичного показника 𝜆. Щоб записати дiйсний розв’язок для пари комплексно
спряжених показникiв, кожну пару функцiй {𝑒𝜆𝑥, 𝑒𝜆̄𝑥} замiнюємо на {𝑒ℜ𝜆𝑥 cosℑ𝜆𝑥, 𝑒ℜ𝜆𝑥 sinℑ𝜆𝑥}.
∙ Задачi — на запис розв’язку за вiдомими показниками i навпаки; простi: 511, 512, 513, 514, 525, 529; комплекснi:

515, 516, 517, 518, 519, 520, 521, 532; кратнi: 522, 523, 524, 527, 528, 531; комплекснi кратнi: 526, 530.

Частковий розв’язок неоднорiдного рiвняння можна знайти методом невизначених коефiцiєнтiв у
тому випадку, коли права частина рiвняння має вигляд 𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥𝑃𝑘(𝑥) (або лiнiйнi комбiнацiї таких
функцiй), де 𝑃𝑘 – полiном 𝑘-степеня. Шукаємо його у виглядi 𝑦inhom(𝑥) = 𝑥𝑟𝑒𝛼𝑥𝑄𝑘(𝑥), де 𝑟 = 0, якщо
𝛼 не спiвпадає з жодним iз показникiв рiвняння, i 𝑟 = 𝑚𝜆 у випадку резонансу, 𝑄𝑘 – полiном 𝑘-степеня
з невизначеними коефiцiєнтами. В деяких випадках метод невизначених коефiцiєнтiв вимагає занадто
громiздких обчислень, тодi використовуємо метод варiацiї сталих.
∙ Задачi — на запис розв’язку за вiдомими показниками; простi: 533, 534, 539, 541, 547; резонанс: 535, 536, 542, 545,

548; комплекснi: 537, 540, 543, 544; комплексний резонанс: 538, 546; степенi тригонометричних i гiперболiчних з
резонансом: 564, 574; слiд розглянути задачi з неповними многочленами i лiнiйними комбiнацiями квазiмного-
членiв; метод варiацiї сталих: 575, 576, 578, 579; задача Кошi: 585, 587, 588; додатковi задачi: 611–612, 624–625,
629; кусково-сталi коефiцiєнти: A4.

До рiвняння зi сталими коефiцiєнтами зводиться рiвняння Ейлера, в якому 𝑎𝑖(𝑥) = 𝑎̃𝑖𝑥
𝑛−𝑖. Частковим

ров’язком є 𝑥𝜆, характеристичне рiвняння одержується формальною замiною 𝑦(𝑘) → 𝜆(𝜆−1) . . . (𝜆−𝑘+1).
∙ Задачi — простi: 589, 590; кратнi: 591, 592, 593; комплекснi: 594, 596; резонанс: 595, 597; iншi: 598, 599, 600.

3.3. Системи лiнiйних рiвнянь першого порядку: Загальна теорiя

Будь-яку систему лiнiйних рiвнянь можна звести до системи першого порядку, яку у векторнiй формi
можна записати так: 𝑥̇ = A𝑥 + 𝑓 . Розв’язок вiдповiдного матричного рiвняння Φ̇ = AΦ називається
фундаментальною матрицею системи. Матриця Кошi означується так само i має такi ж властивостi, як
i для скалярних рiвнянь. Розв’язок задачi Кошi записується через матрицю Кошi за такою формулою:

𝑥(𝑡) = G(𝑡, 𝑡0)𝑥(𝑡0) +

∫︁ 𝑡

𝑡0

G(𝑡, 𝜏)𝑓(𝜏) d𝜏.

Вронскiан системи 𝑊 (𝑡) = detΦ(𝑡) ≡ detΦ(0) exp
(︁∫︀ 𝑡

0 trA(𝜏) d𝜏
)︁
.

Нехай lim𝑡→∞𝑡
−1
∫︀ 𝑡
0 ‖A(𝜏)‖ d𝜏 < ∞ (це виконується, наприклад, для обмежених матриць). У цьому

випадку важливою характеристикою системи є її показники Ляпунова: 𝜆[𝑥(𝑡)] = lim𝑡→∞𝑡
−1 ln ‖𝑥(𝑡)‖, яких

з урахуванням кратностi є рiвно dimA. Сукупнiсть всiх показникiв Ляпунова складає спектр системи.
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Якщо
∑︀

𝜆 𝜆 = lim𝑡→∞ 𝑡−1
∫︀ 𝑡
0 trA(𝜏) d𝜏 , то система називається правильною (до цього класу, зокрема,

належать постiйнi i трикутнi матрицi).
Для системи з перiодичними коефiцiєнтами, A(𝑡 + 𝑇 ) = A(𝑡), виконується теорема Флоке: Φ(𝑡) =

F(𝑡)𝑒K𝑡, де F – перiодична, а K – стала матрицi. Матриця Кошi на перiодi називається матрицею мо-
нодромiї : G(𝑡 + 𝑇, 𝑡) = F(𝑡)𝑒K𝑇F−1(𝑡), а її власнi числа — мультиплiкаторами. Якщо 𝜆 – власнi числа
матрицi 𝐾 (характеристичнi показники), то мультиплiкатори дорiвнюють 𝑒𝜆𝑇 , а показники Ляпунова ℜ𝜆.

3.4. Системи лiнiйних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами

Для системи зi сталими коефiцiєнтами Φ(𝑡) = 𝑒A𝑡Φ(0), G(𝑡, 𝜏) = Φ(𝑡−𝜏)Φ−1(0), а показники Ляпунова
дорiвнюють дiйсним частинам власних значень матрицi A. Нехай J = T−1AT – жорданова нормальна
форма матрицi A, де T – матриця переходу, тодi Φ(𝑡) = T𝑒J𝑡. Повний розв’язок дається формулою:

𝑥(𝑡) = T𝑒J𝑡T−1𝑥(0) +T

∫︁ 𝑡

0
𝑒J(𝑡−𝜏)T−1𝑓(𝜏) d𝜏.

Метод невизначених коефiцiєнтiв виглядає так: якщо 𝑓(𝑡) = 𝑃𝑘(𝑡)𝑒
𝛼𝑡, то частинний розв’язок шукаємо у

виглядi 𝑄max(𝑘)+𝑟(𝑡)𝑒
𝛼𝑡, де 𝑟 – порядок найбiльшої жорданової клiтини з власним значенням 𝛼.

∙ Задачi — функцiї матриць: 867, 868, 869, 874; 1 + 1: 786, 787, 788; 1 + 1 + 1: 796, 797, 798, 799, 800, 804, 805, 806,
807; 2𝑐: 789, 790, 791; 1 + 2𝑐: 801, 802, 803; 2: 792, 793, 794, 795; 1 + 2: 808, 809, 810, 811; 3: 812; кратнi комплекснi
???; неоднорiднi: 830, 834; 846, 847, 848, 849; додатковi: 880.

Задачу Кошi для лiнiйних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами зручно розв’язувати методом перетворе-
ння Лапласа.
∙ Задачi — A5, A6, A7, 582, 583, 584, 585, 588; системи: A8, 826.

3.5. Лiнiйнi рiвняння другого порядку

Загальне лiнiйне рiвняння другого порядку

𝑎0(𝑥)𝑦
′′ + 𝑎1(𝑥)𝑦

′ + 𝑎2(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) (3.3)

замiною
𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥) exp

{︂
−
∫︁
𝑎1 d𝑥

2𝑎0

}︂
,

зводиться до нормальної форми
𝑢′′ + ℎ(𝑥)𝑢 = 𝑔(𝑥), (3.4)

де

ℎ =
𝑎2
𝑎0

−
(︂
𝑎1
2𝑎0

)︂2

−
(︂
𝑎1
2𝑎0

)︂′
, 𝑔 =

𝑓

𝑎0
exp

{︂∫︁
𝑎1 d𝑥

2𝑎0

}︂
.

Якщо {𝑦1, 𝑦2} – ФСР рiвняння (3.3), то його загальний розв’язок має вигляд

𝑦 = 𝑦2

∫︁
𝑦1𝑓 d𝑥

𝑎0𝑊𝑦1𝑦2

− 𝑦1

∫︁
𝑦2𝑓 d𝑥

𝑎0𝑊𝑦1𝑦2

.

Якщо вiдомий частковий розв’язок однорiдного рiвняння, то другий лiнiйно незалежний до нього
знаходиться за формулою Абеля:

𝑦2 = 𝑦1

∫︁
𝑊𝑦−2

1 d𝑥, (3.5)

де 𝑊 обчислюється за формулою (3.1). Зокрема, якщо 𝑦1(𝑥0) ̸= 1, то

𝑦2(𝑥) = 𝑦1(𝑥)
𝑦1(𝑥0)

𝑊 (𝑥0)

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑊 (𝜉) d𝜉

𝑦21(𝜉)

буде розв’язком з 𝑦2(𝑥0) = 0 i 𝑦′2(𝑥0) = 1, а

𝑦1(𝑥) =
𝑦1(𝑥)− 𝑦′1(𝑥0)𝑦2(𝑥)

𝑦1(0)
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– розв’язком з 𝑦1(𝑥0) = 1 i 𝑦′1(𝑥0) = 0. При цьому 𝑊𝑦1,𝑦2(𝑥) =𝑊 (𝑥)/𝑊 (𝑥0) i розв’язок задачi Кошi матиме
вигляд:

𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥0)𝑦1(𝑥) + 𝑦′(𝑥0)𝑦2(𝑥) +𝑊 (𝑥0)

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑦2(𝑥)𝑦1(𝜉)− 𝑦1(𝑥)𝑦2(𝜉)

𝑎0(𝜉)𝑊 (𝜉)
𝑓(𝜉) d𝜉.

Для рiвняння з 𝑇 -перiодичними коефiцiєнтами в нормальнiй формi характеристичнi показники дорiв-
нюють ±𝜆, де 2 ch𝜆𝑇 = trG(𝑇, 0) = 𝑢1(𝑇 ) + 𝑢′2(𝑇 ), а {𝑢1, 𝑢2} така ФСР, що 𝑢1(0) = 1, 𝑢′1(0) = 0, 𝑢2(0) =
0, 𝑢′2(0) = 1. Якщо ж ℎ(𝑥) парна функцiя, то 𝑢1 i 𝑢2 будуть вiдповiдно парною i непарною функцiями,
тодi cosh𝜆𝑇 = 𝑢1(𝑇 ), а матриця монодромiї матиме вигляд

G(𝑇, 0) =

(︃
𝛼 𝛽

𝛼2−1
𝛽 𝛼

)︃
, де 𝛼 = 𝑢1(𝑇 ), 𝛽 = 𝑢′1(𝑇 ).

3.6. Побудова функцiй впливу

Для рiвняння (3.3) на вiдрiзку 𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2 з двома додатковими лiнiйними невиродженими умовами
L1𝑦 = 𝑏1 i L2𝑦 = 𝑏2 розв’язок можна записати наступним чином

𝑦(𝑥) ≡ 𝑦𝑓=0(𝑥) + 𝑦𝑏=0(𝑥) = 𝑦𝑓=0(𝑥) +

∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑓(𝜉) d𝜉.

де𝐺(𝑥, 𝜉) – так звана функцiя впливу (правої частини рiвняння). Вона задовольняє рiвняння з 𝑓(𝑥) = 𝛿(𝑥−
𝜉) i однорiдними межовими умовами, тому її можна шукати у виглядi𝐺(𝑥, 𝜉) = 𝑦1(𝑥)𝜙1(𝑥, 𝜉)+𝑦2(𝑥)𝜙2(𝑥, 𝜉),
де {𝑦1, 𝑦2} – ФСР, а 𝜙𝑖(𝑥, 𝜉) – кусково-сталi функцiї 𝑥, а саме:

𝜙𝑖(𝑥, 𝜉) =

{︃
𝜙−
𝑖 (𝜉), 𝜉 < 𝑥,

𝜙+
𝑖 (𝜉), 𝜉 > 𝑥.

Останнi задовольняють такi чотири умови:

𝜙+
1 − 𝜙−

1 =
𝑦2

𝑎0𝑊𝑦1𝑦2

, 𝜙+
2 − 𝜙−

2 = − 𝑦1
𝑎0𝑊𝑦1𝑦2

, L1,2𝐺(𝑥, ·) = 0

(L1,2 дiють на 𝑥).
Зокрема, для задачi з обома локальними умовами в однiй точцi 𝑥1 (наприклад, задача Кошi) 𝜙+

1,2 = 0,
звiдки маємо

𝑦𝑏=0(𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑥1

𝑦2(𝑥)𝑦1(𝜉)− 𝑦1(𝑥)𝑦2(𝜉)

𝑎0(𝜉)𝑊𝑦1𝑦2(𝜉)
𝑓(𝜉) d𝜉.

Для задачi з одною локальною межовою умовою L1𝑦 = 𝑏1 в точцi 𝑥1 i другою L2𝑦 = 𝑏2 в точцi 𝑥2 (крайова
задача) маємо

𝐺(𝑥, 𝜉) =
1

𝑎0(𝜉)𝑊𝑦1𝑦2(𝜉)

{︃
𝑦2(𝑥)𝑦1(𝜉), 𝜉 < 𝑥,

𝑦1(𝑥)𝑦2(𝜉), 𝜉 > 𝑥,

𝑦𝑏=0(𝑥) = 𝑦2(𝑥)

∫︁ 𝑥

𝑥1

𝑦1(𝜉)𝑓(𝜉)

𝑎0(𝜉)𝑊𝑦1𝑦2(𝜉)
d𝜉 + 𝑦1(𝑥)

∫︁ 𝑥2

𝑥

𝑦2(𝜉)𝑓(𝜉)

𝑎0(𝜉)𝑊𝑦1𝑦2(𝜉)
d𝜉,

причому 𝑦1 задовольняє однорiдну межову умову в точцi 𝑥1: L1𝑦1 = 0, а 𝑦2 – в точцi 𝑥2: L2𝑦2 = 0.
Розв’язок 𝑦𝑓=0 має, очевидно, вигляд 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2, де невiдомi константи визначаються iз системи∑︀

𝑗=1,2 𝑐𝑗L𝑖𝑦𝑗 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2. Зокрема, якщо L𝑖𝑦𝑖 = 0, то

𝑦(𝑥) =
𝑏2

L2𝑦1
𝑦1(𝑥) +

𝑏1
L1𝑦2

𝑦2(𝑥).

∙ Задачi — 765, 767, 774, 778, 781, причому задавати неоднорiднi межовi умови в задачнику Фiлiпова.
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3.7. Задача Штурма–Лiувiля

Задачею ШЛ ми називатимемо спектральну задачу виду

L𝑋 ≡ −(𝑝𝑋 ′)′ + 𝑞𝑋 = 𝜆𝜌𝑋 (3.6)

на скiнченному чи нескiнченному вiдрiзку [𝑥1, 𝑥2] з лiнiйними однорiдними межовими умовами, розв’язки
якої задовольняють наступнi властивостi:

• власнi числа дiйснi i утворюють злiченну зростаючу послiдовнiсть 𝜆0 ⩽ 𝜆1 ⩽ . . . з точкою згущення
лише на нескiнченностi;

• в прийнятiй нумерацiї власна функцiя 𝑋𝑛 має рiвно 𝑛 нулiв на iнтервалi ]𝑥1, 𝑥2[;

• вiдповiдаючi рiзним значенням iндексу власнi функцiї 𝑋𝑛 ортогональнi з вагою 𝜌:

(𝑋𝑛, 𝑋𝑚) ≡
∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝑋𝑛(𝑥)𝑋𝑚(𝑥)𝜌(𝑥) d𝑥 = ‖𝑋𝑛‖2𝛿𝑛𝑚, (3.7)

‖𝑋‖2 ≡ (𝑋,𝑋) =

∫︁ 𝑥2

𝑥1

|𝑋(𝑥)|2𝜌(𝑥) d𝑥; (3.8)

• система власних функцiй {𝑋𝑛, 𝑛 ∈ Z+} повна, тобто будь-яку функцiю 𝑓 ∈ L𝜌
2[𝑥1, 𝑥2] можна подати

у виглядi збiжного в середньому квадратичному3 ряду Фур’є:

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑛

𝑓𝑛𝑋𝑛(𝑥), (3.9)

де коефiцiєнти Фур’є

𝑓𝑛 =
1

‖𝑋‖2

∫︁ 𝑥2

𝑥1

𝑋𝑛(𝑥)𝑓(𝑥)𝜌(𝑥) d𝑥. (3.10)

При цьому вважається, що 𝑝 ∈ C1 ]𝑥1, 𝑥2[, 𝑞, 𝜌 ∈ C ]𝑥1, 𝑥2[, 𝑝(𝑥) > 0 i 𝜌(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ ]𝑥1, 𝑥2[. Зауважимо,
що неперервнiсть можна скрiзь замiнити кусковою неперервнiстю, а межовi умови у випадку необмеженої
областi iнодi замiнюють умовами iнтегровностi (наприклад L2 в стацiонарному рiвняннi Шредiнгера).

Замiною4

𝜉 =

∫︁ √︂
𝜌

𝑝
d𝑥, 𝑋 = 𝑔𝑦, де 𝑔 =

1
4
√
𝑝𝜌
, (3.11)

рiвняння (3.6) перетворюється до приведеної форми (так званої нормальної форми Лiувiля):

− d2𝑦

d𝜉2
+ 𝑈𝑦 = 𝜆𝑦, (3.12)

де

𝑈 =
𝑞

𝜌
− (𝑝𝑔′)′

𝜌𝑔
≡ 𝑞

𝜌
+ 𝑔

d2𝑔−1

d𝜉2
. (3.13)

Наведене означення загальне, але неконструктивне, тому дамо кiлька варiантiв конструктивного за-
дання задачi ШЛ.

1. В регулярнiй задачi ШЛ вiдрiзок [𝑥1, 𝑥2] скiнченний, межовi умови мають вигляд

𝛼1𝑋(𝑥1)− 𝛽1𝑋
′(𝑥1) = 0, 𝛼2𝑋(𝑥2) + 𝛽2𝑋

′(𝑥2) = 0, (3.14)

де 𝛼𝑖 i 𝛽𝑖 – дiйснi числовi коефiцiєнти, хоча б один з яких вiдмiнний вiд нуля, а на функцiї 𝑝, 𝑞, 𝜌
накладаються жорсткiшi умови: 𝑝 ∈ C1[𝑥1, 𝑥2], 𝜌 ∈ C[𝑥1, 𝑥2], 𝜌 ∈ L𝜌

1[𝑥1, 𝑥2], 𝑝(𝑥) > 0 i 𝜌(𝑥) > 0 при
𝑥 ∈ [𝑥1, 𝑥2].

3Якщо функцiя 𝑓 кусково неперервно диференцiйовна, то ряд збiгається поточково, бiльш того рiвномiрно неперервно
на кожному iнтервалi неперервностi функцiї 𝑓 .

4Необхiдна для замiни умова двiчi диференцiйовностi функцiй 𝑝 i 𝜌 неiстотня, оскiльки з точки зору аналiзу спектра
задачi ШЛ їх можна апроксимувати двiчi диференцiйовними функцiями.
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У фiзичних застосуваннях числовi коефiцiєнти 𝛼𝑖 i 𝛽𝑖 майже завжди одного знаку5, при цьому справ-
джується оцiнка

𝜆0 ⩾ min
𝑥

(︂
𝑞(𝑥)

𝜌(𝑥)

)︂
(3.15)

(див. [6, задача 2.13], де цi умови порушуються).
2. В задачi ШЛ з умовами квазiперiодичностi межовi умови (3.14) змiнюються на такi:

𝑋(𝑥1) = 𝑒𝑖𝑘𝑋(𝑥2), 𝑋 ′(𝑥1) = 𝑒𝑖𝑘𝑋 ′(𝑥2) (3.16)

з дiйсним параметром 𝑘 (при 𝑘 = 0 одержимо умови перiодичностi).
3. В сингулярнiй задачi ШЛ порушується якась iз умов регулярної задачi на функцiї 𝑝, 𝑞 або 𝜌 в

крайнiх точках вiдрiзка [𝑥1, 𝑥2], але так що6

∫︁ 𝑥2

𝑥1

√︃
𝜌(𝑥)

𝑝(𝑥)
d𝑥 <∞, (3.17)

∫︁ 𝜉2

𝜉1

√︃(︂
−𝑈 − 1

4(𝜉 − 𝜉1)2
− 1

4(𝜉2 − 𝜉)2

)︂
+

d𝜉 <∞ (3.18)

в позначеннях приведеного рiвняння (3.12). При цьому, якщо 𝑝(𝑥𝑖) ̸= 0, то межова умова в точцi 𝑥𝑖
змiнюється7 на

𝑋(𝑥𝑖) = 0, (3.19)

якщо ж 𝑝(𝑥𝑖) = 0 – на
|𝑋(𝑥𝑖)| <∞ (3.20)

4. У задачi ШЛ в необмеженiй областi iнтервал (𝜉1, 𝜉2) пiсля приведення рiвняння до форми (3.12)
нескiнченний хоча б з одного боку. При цьому в нескiнченнiй межовiй точцi вимагається8, щоб 𝑈(𝜉) → +∞,
а межова умова змiнюється на (3.20).

Додамо, що в задачах ШЛ типу 1, 3 i 4 спектр невироджений, а в задачi з умовами перiодичностi може
бути двократно виродженим (тiльки не 𝜆0). В задачах ШЛ типу 1, 2 i 3 власнi числа 𝜆𝑛 зростають як 𝑛2,
а в задачi в необмеженiй областi повiльнiше.

∙ Задачi — A10, A11, A12, A13, A14, див. також задачi з другого параграфу [6].

§4. Теорiя стiйкостi

4.1. Загальна теорiя

Система 𝑥̇𝜉 = 𝑓(𝑥𝜉, 𝑡), 𝑥𝜉(0) = 𝜉 стiйка за початковими умовами в точцi 𝜉 = 𝜉0 (стiйка по Ляпунову),
якщо її розв’язки рiвномiрно по 𝑡 неперервнi за початковими умовами, тобто

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 : ‖𝜉 − 𝜉0‖ < 𝛿 =⇒ ∀𝑡 ⩾ 0 ‖𝑥𝜉(𝑡)− 𝑥𝜉0(𝑡)‖ < 𝜀.

Якщо ж ‖𝑥𝜉(𝑡)−𝑥𝜉0(𝑡)‖ → 0, при 𝑡→ ∞, то система асимптотично стiйка. Зауважимо, що дослiдження
на стiйкiсть розв’язку 𝑥𝜉0 замiною 𝑥 = 𝑢 + 𝑥𝜉0 завжди зводиться до з’ясування стiйкостi нульового
розв’язку.

∙ Задачi — 881, 890, 891, 892; додатковi: 893.

5Це пов’язано з тим, що за цiєї умови, а також за умови 𝑞 ⩾ 0, диференцiальний оператор ШЛ додатно визначений
6Порушення першої умови приводить до задачi в необмеженiй областi, другої — до колапсу (спектр необмежений знизу).
7Розв’язки з межовою умовою (3.14) можуть не iснувати.
8Iнакше спектр може мiстити неперервну складову, див. [6, задача 2.22].
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4.2. Дослiдження стiйкостi за лiнiйним наближенням

В бiльшостi випадкiв для з’ясування стiйкостi системи достатньо дослiдити на асимптотичну стiйкiсть
лiнеаризовану систему. Для цього є теорема Ляпунова: нехай в околi нульового розв’язку 𝑓(𝑥, 𝑡) = A(𝑡)𝑥+
𝑔(𝑥, 𝑡), причому ‖𝜕𝑔/𝜕𝑥‖ = 𝑂

(︀
‖𝑥‖𝜀>0

)︀
, а лiнеаризована система 𝑥̇ = A(𝑡)𝑥 з показниками Ляпунова 𝜆

правильна, тодi
∀𝛿 > 0 ‖𝑥(𝑡)‖ ⩽ 𝐶𝛿𝑒

(𝜆max+𝛿)𝑡‖𝑥(0)‖.

Таким чином, якщо 𝜆max < 0, то нульовий розв’язок асимптотично стiйкий. Якщо 𝜆max > 0, то нульо-
вий розв’язок нестiйкий, однак якщо 𝑘 показникiв Ляпунова вiд’ємнi, то в околi нуля iснує 𝑘-вимiрний
пiдмноговид, в якому розв’язки асимптотично стiйкi. Якщо ж 𝜆max = 0, то за лiнiйним наближенням не-
можливо визначити стiйкiсть системи. Виняток становить випадок лiнiйної системи зi сталою матрицею,
тодi для стiйкостi необхiдно i достатньо, щоб всi власнi числа матрицi з нульовими дiйсними частинами
були недефектними.
∙ Задачi — 𝑥̇ = −𝑥+ 𝑓(𝑡)𝑥2; 901, 902, 903, 904, 905, 906; 915, 916, 917, 918, 920, 921, 922; додатковi: 960.

Слiд зауважити, що у випадку лiнiйних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, розв’язувати характери-
стичне рiвняння необов’язково, якщо нас цiкавлять лише знаки дiйсних частин показникiв. Зокрема, у
випадку скалярного рiвняння потрiбно скласти з коефiцiєнтiв цього рiвняння (3.1) матрицю Гурвiца (ко-
ефiцiєнт 𝑎0 вибираємо додатним)⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎1 𝑎0 0 0 0 . . . 0 0 0
𝑎3 𝑎2 𝑎1 𝑎0 0 . . . 0 0 0
𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎1 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . 𝑎𝑛 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2

0 0 0 0 0 . . . 0 0 𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
i скористатися критерiєм Льєнара–Шипара: для стiйкостi системи необхiдно i достатньо, щоб всi 𝑎𝑖, 𝑖 =
1, 𝑛, i головнi мiнори, побудованi на дiагоналях {𝑎1, . . . , 𝑎𝑖}, 𝑖 = 𝑛− 1, 𝑛− 3, 𝑛− 5, . . ., були додатними.
∙ Задачi — 933, 934, 949, 950.

4.3. Дослiдження стiйкостi за функцiєю Ляпунова

У випадку, коли лiнiйне наближення не дає вiдповiдi на питання стiйкостi, використовуються наступнi
двi теореми. Теорема Ляпунова: якщо в околi нуля iснує функцiя Ляпунова 𝑉 така, що

𝑉 (𝑥) = 0, 𝑉 (𝑥) > 0, 𝑥 ̸= 0,
d𝑉 (𝑥(𝑡))

d𝑡
⩽ 0,

то нульовий розв’язок стiйкий, якщо ж до того 𝑉̇ (𝑥, 𝑡) ⩽ −𝑤(𝑥) < 0 з неперервною 𝑤, то асимптотично
стiйкий. Теорема Четаєва: якщо на деякому пiдмноговидi 𝐷 ∋ 0 iснує функцiя Ляпунова 𝑉 така, що

𝑉 (𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝐷, 𝑉 (𝑥) > 0, 𝑥 ∈ 𝐷,
d𝑉 (𝑥(𝑡))

d𝑡
⩾ 𝑤(𝑥) > 0,

з неперервною 𝑤, то нульовий розв’язок нестiйкий (i розбiгається саме в 𝐷).
∙ Задачi — 923, 924, 925, 926, 927, 928, 929, 930; додатково: 924*, 931*.

§5. Системи нелiнiйних рiвнянь

5.1. Методи iнтегрування

Є два унiверсальнi методи iнтегрування систем нелiнiйних рiвнянь: метод пониження порядку i метод
iнтегровних комбiнацiй. Перший був розiбраний вище. Другий...
∙ Задачi — 1141–1160.
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5.2. Автономнi системи нелiнiйних рiвнянь першого порядку: Загальна теорiя

Будь-яку систему явних диференцiальних рiвнянь можна звести до автономної системи першого по-
рядку: 𝑥̇ = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛 (фазовий простiр). Неперетиннiсть траєкторiй. Фазовий об’єм Ω змiнюється з
часом за рiвнянням Ω̇ = Ω∇𝑓 . Якщо ∇𝑓 = 0, то система консервативна, якщо ∇𝑓 < 0 — дисипативна.

Iнварiантнi множини, граничнi множини (мiнiмальнi iнварiантнi множини) i атрактори (асимптотично
стiйкi граничнi множини). Фазовий простiр розбивається на пiдмноговид, з якого розв’язок йде на нескiн-
ченнiсть, iнварiантнi пiдмноговиди притягання атракторiв, а також стiйкi, але не асимптотично, граничнi
множини. Межами розбиття (якщо такi є), так званими сепаратрисами, служать граничнi множини, якi
не є атракторами. Типи граничних множин: точки рiвноваги або стацiонарнi точки (нульвимiрнi пiдм-
ноговиди), граничнi цикли (одновимiрнi пiдмноговиди), iнварiантнi тори (пiдмноговиди розмiрностi два i
бiльше), дивнi атрактори (множини притягання, якi не є пiдмноговидами). Скiнченним граничним циклам
i тiльки їм вiдповiдає перiодичний рух, 𝑚-вимiрним iнварiантним торам вiдповiдає квазiперiодичний рух з
𝑚 неспiврозмiрними перiодами. В ситуацiї загального положення квазiперiодичний рух завжди нестiйкий
(зокрема, за рахунок явища синхронiзацiї коливань) i траєкторiї прямують до граничних циклiв (умовно
кажучи, траєкторiї на будь-якому пiдмноговидi завжди можна неперервно деформувати до циклу). Дивнi
атрактори виникають у просторi розмiрностi три i вище. Тип граничної множини визначається показни-
ками Ляпунова. Зокрема, для атракторiв маємо: якщо всi показники вiд’ємнi, то це фокус або вузол;
якщо один нульовий, а всi iншi вiд’ємнi, то це граничний цикл; якщо 𝑚 нульових, а всi iншi вiд’ємнi, то це
𝑚-вимiрний iнварiантний тор; якщо ж серед показникiв є нульовi, вiд’ємнi i додатнi, i гранична множина
є атрактором, то це дивний атрактор.

Детальнiша класифiкацiя точок рiвноваги проводиться за характеристичними показниками лiнiйного
наближення. У двовимiрному випадку маємо: якщо показники комплексно спряженi з ненульовою дiйсною
частиною, то це стiйкий (асимптотично) або нестiйкий фокус (963) (у випадку чисто уявних показникiв
i простої, не асимптотичної, стiйкостi матимемо так званий центр (966)), якщо показники дiйснi i одного
знаку, то це стiйкий (асимптотично) або нестiйкий вузол (962) (вироджений, якщо показники спiвпадають
(967)), якщо ж показники дiйснi i рiзних знакiв, то це сiдло з сепаратрисою (961). У багатовимiрному
випадку точки рiвноваги класифiкуються комбiнацiями вищенаведених типiв. Детальнiша класифiкацiя
граничних циклiв (1040) проводиться за мультиплiкаторами.

Задачi: 1021, 1022.
Система Лоренца,

𝑥̇ = 𝜎(𝑦 − 𝑥), 𝑦̇ = 𝑟𝑥− 𝑦 − 𝑥𝑧, 𝑧̇ = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧,

дисипативна, оскiльки ∇𝑓 = −(𝜎 + 𝑏 + 1) < 0. Вона симетрична вiдносно осi 𝑧. Можна показати, що всi
траєкторiї обмеженi. При 𝑟 < 1 в системi лише одну точку рiвноваги – стiйкий вузол 𝑂0 = (0, 0, 0). При
1 < 𝑟 < 𝑟1 система має два стiйкi вузли 𝑂1,2 =

(︁
±
√︀
𝑏(𝑟 − 1),±

√︀
𝑏(𝑟 − 1), 𝑟 − 1

)︁
. При 𝑟1 < 𝑟 < 𝜎 𝜎+𝑏+3

𝜎−𝑏−1

крiм стiйких вузлiв 𝑂1,2 з’являється дивний атрактор, який дiлить фазовий простiр з вузлами 𝑂1,2 через
граничнi сiдловi цикли навколо 𝑂1,2. При 𝜎 𝜎+𝑏+3

𝜎−𝑏−1 < 𝑟 < 𝑟2 в системi залишається лише дивний атрактор.
I нарештi, при 𝑟 > 𝑟2 дивний атрактор змiнюється стiйким граничним циклом.

§6. Якiсний аналiз i програмнi засоби

Поведiнка розв’язкiв загального явного рiвняння першого порядку (DEplot) 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦). Поле напрямiв
(dfieldplot). Врахування симетрiї, зведення до iнтегрального рiвняння, метод послiдовних наближень.
Деякi оцiнки (за умов iснування i єдиностi):

1) якщо 𝑓1(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑓2(𝑥, 𝑦) i 𝑦1(𝑥0) ⩽ 𝑦2(𝑥0), то 𝑦1(𝑥) ⩽ 𝑦2(𝑥);
2) якщо 𝜑1(𝑥0) ⩽ 𝑦(𝑥0) ⩽ 𝜑2(𝑥0) i 𝜑′1(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥, 𝜑1), 𝜑

′
2(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑥, 𝜑2), то 𝜑1(𝑥) ⩽ 𝑦(𝑥) ⩽ 𝜑2(𝑥);

3) якщо |𝑓(𝑥, 𝑦1)− 𝑓(𝑥, 𝑦2)| < 𝑀 |𝑦1 − 𝑦2| i |𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓2(𝑥, 𝑦)| < 𝛿, то |𝑦(𝑥)− 𝑦2(𝑥)| ⩽ 𝛿
𝑀

(︀
𝑒𝑀 |𝑥−𝑥0| − 1

)︀
.

∙ Задачi — 1136, 1137, 1138, 1139, 1140.

Поле напрямiв. Метод послiдовних наближень та iнтегральна форма.
Програмнi засоби пакету Maple 9:

• with(DEtools):

• DE:=diff(y(x),x)=x-y(x)^2;
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• IC:=y(0)=1;

• dsolve(DE);

• dsolve({DE,IC},y(x));

• dsolve({DE,IC},y(x),’numeric’);

• dsolve(DE,y(x),’series’);

• dfieldplot(DE,y(x),x=x1..x2,y=y1..y2,color=rhs(DE));

• PDEtools[dchange](y(x)=sqrt(x)-u(x),DE,[u]);

• odetest(y(x)=AiryBi(1,x)/AiryBi(x),DE).

§7. Розвинення в ряди. Асимптотичнi розвинення

7.1. Розвинення в ряди

Метод степеневих рядiв (1091-1097, 1098). Розвинення розв’язкiв лiнiйних рiвнянь другого порядку в
степеневi ряди: регулярнi (1100-1109) та сингулярнi (простi: 1110, 1111, 1112, 1113, 1114, 1115; складнiшi:
1118, 1119; логарифмiчнi: 1116-7 (𝐼0,𝐾0); нерозкладнi: 1120). Розвинення в ряди Фур’є (1121, 1122, 1123,
1124, 1125).

7.2. Асимптотичнi розвинення

Рiвняння першого порядку (1138, 1139).
Лiнiйнi рiвняння другого порядку (738-750, 1116-7 (𝐼0,𝐾0)). Задачi Штурма–Лiувiлля (квантовий осци-

лятор).
Перетворення Лiувiлля (737):

𝑦′′ + 𝑏(𝑥)𝑦′ ± 𝑔2(𝑥)𝑦 = 0, 𝑡 =

∫︁
𝑔(𝑥) d𝑥 =⇒ 𝑦 +

(︂
𝑏

𝑔
−
(︂
1

𝑔

)︂′)︂
𝑦̇ ± 𝑦 = 0;

𝑦′′ + 𝑏(𝑥)𝑦′ ± 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑢 exp

(︂
−1

2

∫︁
𝑏(𝑥) d𝑥

)︂
=⇒ 𝑢′′ +

(︂
±1− 𝑏′

2
− 𝑏2

4

)︂
𝑢 = 0,

дозволяють знайти асимптотику розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Далi, або розкладаємо в асимпто-
тичний ряд, або iтеруємо за малими членами за нижче наведеною схемою.

Нехай
𝑦′′ − (𝜆+ ℎ(𝑥))2𝑦 = 𝑔(𝑥)𝑦,

причому ∫︁ ∞

𝑥
𝑔(𝑠) d𝑠→ 0, ℎ(𝑥) → 0, 𝑥→ +∞.

Шукаємо розв’язок у виглядi

𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥) exp

{︂
𝜆𝑥+

∫︁ 𝑥

0
ℎ(𝑠) d𝑠

}︂
⇒ 2𝜆𝑢′ = (𝑔 − ℎ′)𝑢− 2ℎ𝑢′ − 𝑢′′ → 0, 𝑥→ +∞.

Поклавши без обмеження загальностi 𝑢(+∞) = 1, останнє рiвняння перепишемо у виглядi

𝑢(𝑥) = 1− 1

2𝜆

[︂
𝑢′(𝑥) + 2ℎ(𝑥)𝑢(𝑥) +

∫︁ ∞

𝑥
(𝑔(𝑠) + ℎ′(𝑠))𝑢(𝑠) d𝑠

]︂
.
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Iтеруючи останнє рiвняння стартуючи з 1, одержимо асимптотичнi наближення. Зокрема, першi двi по-
правки мають вигляд:

𝑢 ≡ 1 + 𝑢(1) + 𝑢(2) + . . . , 𝑢(1)(𝑥) = − 1

2𝜆

[︂
ℎ(𝑥) +

∫︁ ∞

𝑥
𝑔(𝑠) d𝑠

]︂
,

𝑢(2)(𝑥) =
1

4𝜆2

[︂
ℎ′(𝑥)− 𝑔(𝑥) +

3

2
ℎ2(𝑥) + ℎ(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥
𝑔(𝑠) d𝑠+ 2

∫︁ ∞

𝑥
ℎ(𝑠)𝑔(𝑠) d𝑠+

∫︁ ∞

𝑥

∫︁ ∞

𝑠
𝑔(𝑠)𝑔(𝜎) d𝜎 d𝑠

]︂
.

Часто буває корисним перехiд до полярних координат:

𝑦′′ + ℎ(𝑥)𝑦 = 0,

𝜌 sin𝜑 = 𝑦
√
ℎ, 𝜌 cos𝜑 = 𝑦′,

𝜑′ =
√
ℎ+

ℎ′

4ℎ
sin 2𝜑, 𝜌 = exp

{︂∫︁
ℎ′

2ℎ
sin2 𝜑 d𝑥

}︂
.

§8. Метод малого параметру

Похiднi по параметру (1064-1073). Регулярнi методи малого параметра (1074-1078). Вимушенi колива-
ння (1079-1085). Випадок резонансу i нелiнiйнi коливання, метод Крилова–Боголюбова (1086-1090).

§9. Iнтегральнi рiвняння

Рiвняння Фредгольма другого роду

𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) +

∫︁ 𝑏

𝑎
𝐾(𝑥, 𝜉)𝑦(𝜉) d𝜉, ,

з виродженим ядром

𝐾(𝑥, 𝜉) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑥)𝑣𝑖(𝜉) (9.1)

розв’язується введенням сталих 𝜑𝑖 =
∫︀ 𝑏
𝑎 𝑣𝑖(𝜉)𝑦(𝜉) d𝜉, якi знаходяться з лiнiйної системи, утвореної пiдста-

новкою 𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) +
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑢𝑖(𝑥)𝜑𝑖 в iнтеграли для 𝜑𝑖.
∙ Задачi — Г1018, Г1019, Г1021*, Г1022, Г1027.

Рiвняння Вольтера першого (𝛼 = 0) або другого (𝛼 = 1) роду

𝛼𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) +

∫︁ 𝑥

𝑎
𝐾(𝑥, 𝜉)𝑦(𝜉) d𝜉,

з виродженим ядром (9.1) розв’язується введенням функцiй 𝜙𝑖(𝑥) =
∫︀ 𝑥
𝑎 𝑣𝑖(𝜉)𝑦(𝜉) d𝜉, якi знаходяться з

лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь 𝜙̇𝑖(𝑥) = 𝑣𝑖(𝑥)𝑦(𝑥), 𝑖 = 1,𝑚, доповнених початковими умовами
𝜙𝑖(𝑎) = 0 i лiнiйним алгебраїчним рiвнянням 𝛼𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) +

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑢𝑖(𝑥)𝜙𝑖(𝑥).

∙ Задачi — A22, Г1110, Г1111, Г1112, Г1113.

Деякi рiвняння Фредгольма першого роду, а також рiвняння зi складними межами iнтегрування ди-
ференцiюванням i замiною незалежної змiнної зводяться до розглянутих вище рiвнянь Вольтера.
∙ Задачi — Фредгольма: Г1072, Г1076; складнi межi: Г1132, Г1133.

Рiвняння типу згортки розв’язуються методами вiдповiдних iнтегральних перетворень.
∙ Задачi — Лапласа: A23, Г1145, Г1146, Г1161, Г1174; Фур’є: ???.

§10. Додатковi роздiли

10.1. Функцiональнi рiвняння

Деякi функцiональнi рiвняння в класi диференцiйовних функцiй можна розв’язати беручи частиннi
похiднi вiд них i складаючи з них диференцiальнi рiвняння.
∙ Задачi — A24, A25, A26, A27, A28, A29.
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10.2. Квазiлiнiйнi рiвняння в частинних похiдних першого порядку

Квазiлiнiйне рiвняння в частинних похiдних першого порядку

𝑎1
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
+ . . .+ 𝑎𝑛

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑛
= 𝑏 (10.1)

iз залежними вiд 𝑥 i 𝑢 коефiцiєнтами розв’язується методом характеристик за наступним алгоритмом.
Складаємо рiвняння характеристик:

d𝑥1
𝑎1

= . . . =
d𝑥𝑛
𝑎𝑛

=
d𝑢

𝑏
.

Знайшовши 𝑛 перших iнтегралiв 𝜙1(𝑥, 𝑢), . . . , 𝜙𝑛(𝑥, 𝑢), одержуємо загальний розв’язок у неявному ви-
глядi 𝐹 (𝜙1(𝑥, 𝑢), . . . , 𝜙𝑛(𝑥, 𝑢)) = 0, де 𝐹 – довiльна диференцiйовна функцiя 𝑛 аргументiв. Якщо 𝑢 вхо-
дить лише в один з iнтегралiв, скажiмо останнiй, то розв’язок можна записати у виглядi 𝜙𝑛(𝑥, 𝑢) =
𝐹 (𝜙1(𝑥), . . . , 𝜙𝑛−1(𝑥)). У деяких випадках останнє рiвняння можна явно розв’язати вiдносно 𝑢.

Додатковi умови являють собою задання 𝑢 на гiперповерхнi, що не мiстить характеристик: 𝑢(𝑥) =
𝑢0(𝑥), при ℎ(𝑥) = 0 (рiвняння гiперповерхнi). Для вiдшукання функцiї 𝐹 розв’язуємо систему алгебра-
їчних рiвнянь

{︀
𝜙𝑖(𝑥, 𝑢0(𝑥)) = 𝜑𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛

}︀
вiдносно 𝑥. Позначимо її розв’язок через 𝜉[𝜑1, . . . , 𝜑𝑛], тодi

розв’язок рiвняння (10.1) запишеться у виглядi ℎ(𝜉[𝜙1(𝑥, 𝑢), . . . , 𝜙𝑛(𝑥, 𝑢)]) = 0.
∙ Задачi — 1167, 1168, 1171, 1172, 1184, 1185, 1186, 1187; з дод. умовами: 1189, 1190, 1192, 1193, 1201, 1202, 1204 (на

характеристицi).
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Задачi

1. (183) Знайти перiодичний розв’язок рiвняння 𝑦′ = 2𝑦 cos2 𝑥− sin𝑥.
2. (184) Довести, що розв’язок рiвняння 𝑦′+𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥) за умови, що 𝑝(𝑥) ⩾ 𝑎 > 0 i 𝑞(𝑥) → 0 при 𝑥→ ∞,

прямує до нуля при 𝑥→ ∞.
3. Дослiдити явище резонансу в електричному колi.
4. 𝑦′′ + 𝑦 sgn𝑥 = 0, 𝑦(−1) = 0, 𝑦′(−1) = 1.

Використовуючи перетворення Лапласа, розв’язати задачу Кошi:
5. 𝑥̈+ 𝑥̇− 2𝑥 = 𝑒−𝑡, 𝑥(0) = 0, 𝑥̇(0) = 1.
6. 𝑥̈− 2𝑥̇+ 𝑥 = 𝑒𝑡, 𝑥(0) = 1, 𝑥̇(0) = 0.
7. 𝑥̈+ 𝑥 = 𝑡 cos 2𝑡, 𝑥(0) = 𝑥̇(0) = 0.

8. 4𝑥̇− 𝑦̇ + 3𝑥 = sin 𝑡,
𝑥̇+ 𝑦 = cos 𝑡,

𝑥(0) = 1,
𝑦(0) = 2.

9. (960) Розв’язати систему 𝑥̇ = A𝑥, де A – перiодична з перiодом 2 матриця така, що

𝐴(𝑡) =

(︂
0 𝑎
0 0

)︂
, 0 < 𝑡 < 1, 𝐴(𝑡) =

(︂
0 0
𝑏 0

)︂
, 1 < 𝑡 < 2.

Знайти матрицю монодромiї i характеристичнi показники. Дослiдити на стiйкiсть.
10. Розв’язати регулярну задачу ШЛ

𝑋 ′′ + 𝜆2𝑋 = 0,
𝑋(0) = 𝑋(𝑙) = 0.

11. Розв’язати регулярну задачу ШЛ

𝑋 ′′ + 𝜆2𝑋 = 0,
𝑋 ′(0)− ℎ𝑋(0) = 0, 𝑋 ′(𝑙) + ℎ𝑋(𝑙) = 0,

де ℎ – додатнiй числовий параметр.
12. Розв’язати задачу ШЛ з умовами перiодичностi

𝑋 ′′ + 𝜆2𝑋 = 0,
𝑋(0) = 𝑋(2𝜋), 𝑋 ′(0) = 𝑋 ′(2𝜋).

13. Розв’язати сингулярну задачу ШЛ на вiдрiзку [−1, 1]

−(1− 𝑥2)𝑋 ′′ + 2𝑥𝑋 ′ = 𝜆𝑋,
|𝑋(±1)| < +∞.

14. Розв’язати сингулярну задачу ШЛ на вiдрiзку [−1, 1]

−(1− 𝑥2)𝑋 ′′ + 2𝑥𝑋 ′ + 𝜇2

1−𝑥2𝑋 = 𝜈(𝜈 + 1)𝑋,

𝑋(𝑥) = 𝑜
(︀
(1∓ 𝑥)−𝜇/2

)︀
, при 𝑥→ ±1,

де 𝜇 – дiйсний числовий параметр.
15. Записати функцiю Ляпунова для системи 𝑥̇ = A𝑥, де A – стала матриця.
16. Дослiдити нульовий розв’язок на стiйкiсть:

𝑥̇ = 𝑦 − 𝑥− 𝑥𝑦,
𝑦̇ = 𝑥− 𝑦 + 𝑥2 + 𝑦2.

Нехай функцiї 𝑓1,2, 𝑔1,2 мають знак свого аргументу (тобто sgn 𝑓1(𝑥) = sgn𝑥). Дослiдити нульовий розв’язок
на стiйкiсть (931):

17. 𝑥̇ = −𝑓1(𝑥)± 𝑔2(𝑦),
𝑦̇ = −𝑔1(𝑦)∓ 𝑓2(𝑥).
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18. 𝑥̇ = 𝑓1(𝑥)± 𝑔2(𝑦),
𝑦̇ = 𝑔1(𝑦)∓ 𝑓2(𝑥).

19. 𝑥̇ = 𝑓1(𝑥)± 𝑔2(𝑦),
𝑦̇ = −𝑔1(𝑦)± 𝑓2(𝑥).

20. Показати, що консервативна гамiльтонова система просто стiйка в данiй точцi спокою, якщо гамiль-
тонiан має локальний мiнiмум в цiй точцi.

21. Знайти сепаратрису нуля в задачi A16.
22. 𝑦(𝑥) = 1 +

∫︀ 𝑥
1 𝑥𝜉

−2𝑦(𝜉) d𝜉.

23. 𝑥(𝑡) = sin 𝑡+ 1/2
∫︀ 𝑡
0 𝜏

2𝑥(𝑡− 𝜏) d𝜏

Розв’язати функцiональне рiвняння:
24. (Д809) 𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦).
25. (Д812) 𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦).
26. (Д814) 𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦).
27. (Д815) 𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦).
28. (Д818) 𝑓(𝑥+ 𝑦) + 𝑓(𝑥− 𝑦) = 2𝑓(𝑥)𝑓(𝑦).
29. (розподiл Максвела) 𝑓(𝑥+ 𝑦 + 𝑧) = 𝑔(𝑥)𝑔(𝑦)𝑔(𝑧).



24 Лiтература

Вiдповiдi

A5. 𝑥 = sh 𝑡.
A6. 𝑥 = 𝑒𝑡(1− 𝑡+ 𝑡2/2).
A7. 𝑥 = −5/9 sin 𝑡+ 4/9 sin 2𝑡− 𝑡/3 cos 2𝑡.
A8. 𝑥 = 𝑒−𝑡, 𝑦 = 𝑒−𝑡 + cos 𝑡.
A16. Нестiйкий, 𝑉 = 𝑥+ 𝑦.
A17. Асимптотично стiйкий, 𝑉 = 𝑒𝐹2+𝐺2 − 1, де 𝐹2(𝑥) =

∫︀ 𝑥
0 𝑓2(𝜉) d𝜉, 𝐺2(𝑦) =

∫︀ 𝑦
0 𝑔2(𝜂) d𝜂.

A18. Нестiйкий, 𝑉 = 𝑒𝐹2+𝐺2 − 1.
A19. Нестiйкий, 𝑉 = 𝑒𝐹2−𝐺2 − 1.
A22. 𝑦 = 1/2 + 𝑥−2/2.
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