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§ 1. Класифiкацiя лiнiйних рiвнянь другого порядку

Звести до канонiчного вигляду i спростити рiвняння (задачi з Владимирова):
1. 𝑢𝑥𝑥 + 2𝑢𝑥𝑦 − 2𝑢𝑥𝑧 + 2𝑢𝑦𝑦 + 6𝑢𝑧𝑧 = 0.

2. 4𝑢𝑥𝑥 − 4𝑢𝑥𝑦 − 2𝑢𝑦𝑧 + 𝑢𝑦 + 𝑢𝑧 = 0.

3. 𝑢𝑥𝑦 − 𝑢𝑥𝑧 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 − 𝑢𝑧 = 0.

4. 𝑢𝑥𝑥 + 2𝑢𝑥𝑦 − 2𝑢𝑥𝑧 + 2𝑢𝑦𝑦 + 2𝑢𝑧𝑧 = 0.

5. 𝑢𝑥𝑥 + 2𝑢𝑥𝑦 − 4𝑢𝑥𝑧 − 6𝑢𝑦𝑧 − 𝑢𝑧𝑧 = 0.

1.1. 𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂 + 𝑢𝜁𝜁 = 0, 𝜉 = 𝑥, 𝜂 = 𝑦 − 𝑥, 𝜁 = 𝑥− 𝑦/2 + 𝑧/2.
1.2. 𝑢𝜉𝜉 −+𝑢𝜂𝜂 + 𝑢𝜁𝜁 + 𝑢𝜂 = 0, 𝜉 = 𝑥/2, 𝜂 = 𝑥/2 + 𝑦, 𝜁 = −𝑥/2− 𝑦 + 𝑧.
1.3. 𝑢𝜉𝜉 − 𝑢𝜂𝜂 + 2𝑢𝜉 = 0, 𝜉 = 𝑥+ 𝑦, 𝜂 = 𝑦 − 𝑥, 𝜁 = 𝑦 + 𝑧.
1.4. 𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂 = 0, 𝜉 = 𝑥, 𝜂 = 𝑦 − 𝑥, 𝜁 = 2𝑥− 𝑦 + 𝑧.
1.5. 𝑢𝜉𝜉 − 𝑢𝜂𝜂 − 𝑢𝜁𝜁 = 0, 𝜉 = 𝑥, 𝜂 = 𝑦 − 𝑥, 𝜁 = 3𝑥/2− 𝑦/2 + 𝑧/2.

§ 3. Рiвняння параболiчного i гiперболiчного типiв на вiдрiзку

Розв’язати задачу Кошi з однорiдними межовими умовами:

1.

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + cos2 𝜔𝑡 cos𝑥,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋/2, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = sin 2𝑥,
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

2.

𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑡 = 𝑒−2𝑡𝑢𝑥𝑥 + sin 𝑡,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = cos2 𝑥,
𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

3.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑡)(𝑢− 𝑈),
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥.

4.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝑔(𝑡)(𝑢− 𝑈),
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = cos2 𝜋𝑥

2𝑙 .

5.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
𝑢𝑥(0, 𝑡)− ℎ𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 1.

6.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + sin𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + ℎ𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

7.

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + cos𝑥,
𝑢𝑥(0, 𝑡)− ℎ𝑢(0, 𝑡) = 0,
𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0.
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8.

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 0,
𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) + ℎ𝑢(𝜋, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = sin𝑥.

9.

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥,
𝑢𝑥(−1, 𝑡)− ℎ𝑢(−1, 𝑡) = 0,
𝑢𝑥(1, 𝑡) + ℎ𝑢(1, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 1.

Розв’язати задачу Кошi з неоднорiдними межовими умовами:

10.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 − sin 3𝜋𝑥

2𝑙 cos 𝜋𝑥
𝑙 + 𝑥,

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑡, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = cos 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = sin2 3𝜋𝑥

4𝑙 .

11.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 2𝜇𝑢𝑡 − ℎ𝑢,
𝑢(0, 𝑡) = 1, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

12.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 2 sin 𝜋𝑥

2𝑙 cos
𝜋𝑥
𝑙 + cos 𝑡+ 2𝑥(𝑡+ 1),

𝑢(0, 𝑡) = sin 𝑡, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = (𝑡+ 1)2,
𝑢(𝑥, 0) = 2 sin 3𝜋𝑥

2𝑙 cos 𝜋𝑥
𝑙 + 𝑥.

13.
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑥 sh 𝑡,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = ch 𝑡, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + ℎ𝑢(𝑙, 𝑡) = (1 + ℎ𝑙) sh 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥.

14.
(𝑡2 + 1)𝑢𝑡 = 2𝑡𝑢𝑥𝑥 + 𝑡(𝑡2 + 1) cos 𝑥

2 + (𝑡2 + 1)(𝜋 − 𝑥) + 2𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = 𝜋𝑡, 𝑢(𝜋, 𝑡) = 2𝜋 arctg 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = sin 𝑥

2 .

15.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 2 cos2 𝜋𝑥

2𝑙 − (2𝑥2 + 𝑎2) sin 2𝑡,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝑙 sin 2𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = sin2 𝜋𝑥

𝑙 + 𝑥2.

16.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 2𝑥,
𝑢(0, 𝑡) = (1 + ℎ𝑙)(𝑡+ 1), 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + ℎ𝑢(𝑙, 𝑡) = (1 + ℎ𝑙)𝑡2,
𝑢(𝑥, 0) = 1 + ℎ𝑙 − ℎ𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = −ℎ𝑥.

17.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + ℎ𝑡+ 𝑒−𝑡 + 2(ℎ𝑥+ 1),
𝑢𝑥(0, 𝑡)− ℎ𝑢(0, 𝑡) = ℎ(1− 𝑒−𝑡), 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = ℎ(𝑡+ 1)2,
𝑢(𝑥, 0) = ℎ𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 2ℎ𝑥− 1.

18.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 2𝑡 sin2 𝜋𝑥

4𝑙 + 𝜔2(𝑙 − 𝑥) cos𝜔𝑡,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = cos𝜔𝑡, 𝑢(𝑙, 𝑡) = −𝑡3/6,
𝑢(𝑥, 0) = 2 sin 2𝜋𝑥

𝑙 sin 𝜋𝑥
2𝑙 + 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 2 sin 𝜋𝑥

𝑙 sin 𝜋𝑥
2𝑙 .

19.
𝑢𝑡𝑡 = (𝑥+ 1)2𝑢𝑥𝑥 + (𝑥+ 1)𝑢𝑥 +

√
𝑥+ 1 + 𝑡(𝑥+ 1),

𝑢(0, 𝑡) = 𝑡2, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = (𝑥+ 1)−1, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑥.

20.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + sin𝜔𝑡− 𝑒−𝑡 + 2(ℎ𝑥+ 1),
𝑢𝑥(0, 𝑡)− ℎ𝑢(0, 𝑡) = ℎ𝑒−𝑡, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = ℎ𝑡2,
𝑢(𝑥, 0) = −1, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

21.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + cos𝜔𝑡+ 𝑥𝑒−𝑡,
𝑢(0, 𝑡) = (ℎ𝑙 + 1)𝑡, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + ℎ𝑢(𝑙, 𝑡) = (ℎ𝑙 + 1)𝑒−𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = sin𝑥+ 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = ℎ(𝑥− 𝑙).

22.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 − 𝜔2𝑡4 sin𝜔𝑡,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) = (𝜔2𝑡2 − 2) sin𝜔𝑡+ 2𝜔𝑡 cos𝜔𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.

23.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + sin 𝜋𝑎𝑡

2𝑙 cos 𝜋𝑥
2𝑙 cos

𝜋𝑥
𝑙 + cos𝜔𝑡+ (𝑥− 𝑙) sh 𝑡+ ch 𝑡,

𝑢𝑥(0, 𝑡) = sh 𝑡, 𝑢(𝑙, 𝑡) = ch 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 1 + sin 𝜋𝑥

2𝑙 sin
𝜋𝑥
𝑙 , 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑥− 2𝑙 sin2 5𝜋𝑥

4𝑙 .

24.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + cos 3𝜋𝑎𝑡

2𝑙 cos 3𝜋𝑥
2𝑙 + 𝜔2(𝑙 cos𝜔𝑡− sin𝜔𝑡),

𝑢𝑥(0, 𝑡) = cos𝜔𝑡, 𝑢(𝑙, 𝑡) = sin𝜔𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥− 𝑙 + sin 𝜋𝑥

𝑙 sin 3𝜋𝑥
2𝑙 , 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜔 + cos 3𝜋𝑥

𝑙 cos 𝜋𝑥
2𝑙 .
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25.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + sin 5𝜋𝑎𝑡

2𝑙 sin 𝜋𝑥
𝑙 sin 3𝜋𝑥

2𝑙 + (𝑙 − 𝑥) sin𝜔𝑡+ 𝑙𝑒𝑡,
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑡, 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝑙𝑒𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑙 + sin 𝜋𝑥

𝑙 sin 3𝜋𝑥
2𝑙 , 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑥+ cos2 𝜋𝑥

2𝑙 .

26.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + sin𝜔𝑡− 2𝑡

(1+𝑡2)2 + cos 𝜋𝑎𝑡
2𝑙 sin 𝜋𝑥

2𝑙 cos
𝜋𝑥
𝑙 ,

𝑢(0, 𝑡) = arctg 𝑡, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 1,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥+ sin 5𝜋𝑥

2𝑙 , 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 1 + cos 𝜋𝑥
𝑙 sin 3𝜋𝑥

2𝑙 .

27.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑥 sin𝜔𝑡− 1

(1+𝑡)2 + 𝑥 ch 𝑡+ cos 5𝜋𝑎𝑡
2𝑙 sin 𝜋𝑥

𝑙 cos 3𝜋𝑥
2𝑙 ,

𝑢(0, 𝑡) = ln(1 + 𝑡), 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = ch 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑥+ sin 3𝜋𝑥

2𝑙 , 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 1 + sin 𝜋𝑥
𝑙 cos 𝜋𝑥

2𝑙 .

28.
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + cos 5𝜋𝑎𝑡

2𝑙 sin 5𝜋𝑥
2𝑙 + 2

(1+𝑡)3 + (𝑙 − 𝑥) cos𝜔𝑡− 2𝑡𝑥
(1+𝑡2)2 ,

𝑢(0, 𝑡) = (1 + 𝑡)−1, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = arctg 𝑡,
𝑢(𝑥, 0) = 1 + sin 𝜋𝑥

𝑙 cos 3𝜋𝑥
2𝑙 , 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑥− 1 + sin 𝜋𝑥

𝑙 cos 𝜋𝑥
2𝑙 .

§ 4. Рiвняння елiптичного типу в прямокутнику

Розв’язати спектральну задачу на сферi:

1.
Δ𝜗𝜑𝑢+ 𝜆𝑢 = 0,
|𝑢(0, 𝜑)| < ∞, 𝑢(𝜋/2, 𝜑) = 0,
𝑢(𝜗, 0) = 0, 𝑢(𝜗, 𝜋) = 0.

2.
Δ𝜗𝜑𝑢+ 𝜆𝑢 = 0,
|𝑢(0, 𝜑)| < ∞, 𝑢(𝜃0, 𝜑) = 0,
𝑢(𝜗, 𝜑+ 2𝜋) = 𝑢(𝜗, 𝜑).

Розв’язати задачу Кошi в прямокутнику:

3.

𝑢𝑡 = Δ𝑢,
𝑢(𝑡, 0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑡, 𝑎, 𝑦) = 1,
𝑢(𝑡, 𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑏) = 0,
𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = 0.

4.

𝑢𝑡𝑡 = Δ𝑢,
𝑢(𝑡, 0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑡, 𝜋, 𝑦) = 0,
𝑢(𝑡, 𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝜋) = 0,
𝑢(0, 𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥, 𝑦),
𝑢𝑡(0, 𝑥, 𝑦) = 0.

4.3. 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∑︀∞

𝑛,𝑚=1
4(−1)𝑛+1(1−(−1)𝑚)

𝜋2𝑛𝑚
𝜆2
𝑛

𝜆2
𝑛+𝜇2

𝑚

(︁
1− 𝑒−(𝜆2

𝑛+𝜇2
𝑚)𝑡

)︁
sin𝜆𝑛𝑥 sin𝜇𝑚𝑦, 𝜆𝑛 = 𝜋𝑛

𝑎 , 𝜇𝑚 = 𝜋𝑚
𝑏 , 𝑛,𝑚 ∈ N.

§ 6. Рiвняння Пуассона у сферичних областях

Розв’язати рiвняння Пуассона:

1.
Δ𝑢 = 0, 𝑟 < 1, 𝜗 < 𝜋/2,
𝑢(𝑟, 𝜋/2, 𝜑) = 0,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = 1.

2.
Δ𝑢 = 0, 𝑟 > 1, 𝜗 < 𝜋/2,
𝑢(𝑟, 𝜋/2, 𝜑) = 0,
𝑢𝑟(1, 𝜗, 𝜑) = 1.

3.

Δ𝑢 = 0, 𝑟 < 1, 𝜗 < 𝜋/2,
𝑢(𝑟, 𝜗, 0) = 𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜋/2) = 𝑟 sin𝜗,
𝑢(𝑟, 𝜋/2, 𝜑) = 𝑟,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = sin𝜗.

4.
Δ𝑢 = 0, 𝑟 < 1, 𝜗 < 𝜗0 < 𝜋,
𝑢(𝑟, 𝜗0, 𝜑) = 𝑟,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑) = 1.

Розв’язати задачу Кошi:

5.
𝑢𝑡 = Δ𝑢, 𝑟 < 1,
𝑢(1, 𝜗, 𝜑, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑟, 𝜗, 𝜑, 0) = 𝑢0(𝑟).

§ 7. Рiвняння Пуассона в цилiндричних областях

Розв’язати рiвняння Пуассона в цилiндричнiй областi:

1.

Δ𝑢 = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 2 sin(𝜑/2) sin 2𝜋𝑧 cos𝜋𝑧,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

2.
Δ𝑢 = 𝜌−1/2 cos(𝜑/2) cos3 𝜋𝑧,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = cos(3𝜑/2),
𝑢𝜑(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

3.
Δ𝑢 = 𝜌−1/2 sin(𝜑/2) sin(𝜋𝑧/𝑙),
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0, 𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑙) = 0.
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4.

Δ𝑢 = 0,
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = cos(𝜑/2) cos(𝜋𝑧/2),
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = cos(𝜑/2) sin(𝜋𝑧/2),
𝑢𝜑(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

5.
Δ𝑢 = 𝑧 sin 2𝜑+ 𝜌2 cos𝜋𝑧,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 2𝑧 sin2 𝜑,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = cos 2𝜑, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 1) = 𝜌2.

6.

Δ𝑢− 𝑐2𝑢 = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 2 sin(𝜑+ 𝜋/4) sin𝜋𝑧,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 𝜌 cos𝜑,
𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 𝜌3 sin𝜑.

7.

Δ𝑢 = 𝜌𝑧2 cos𝜑,
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 2 sin 2𝜑 sin𝜋𝑧 cos 2𝜋𝑧,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

8.
Δ𝑢 = 𝑓(𝜌) sin𝜑,
𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0, 𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = cos𝜋𝑧,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 1) = 𝜌2 sin2 𝜑.

9.

Δ𝑢 = 0,
𝑢𝜌(𝑏, 𝜑, 𝑧) = sin(3𝜑/2) sin 3𝜑 sin 2𝜋𝑧,
𝑢𝜑(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢(𝜌, 𝜋/3, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 1) =

√
𝜌 cos(3𝜑/2).

10.

Δ𝑢 = 0,
𝑢𝜌(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 0,
𝑢(𝑏, 𝜑, 𝑧) = cos(3𝜑/2) sin𝜋𝑧,
𝑢𝜑(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 2𝜋/3, 𝑧) = 0,
𝑢(𝜌, 𝜑, 0) =

√
𝜌 cos3(3𝜑/2),

𝑢(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

11.

Δ𝑢 =
√
𝜌𝑧 sin(3𝜑/2),

𝑢(𝑎, 𝜑, 𝑧) = 2 sin 3𝜑 cos(3𝜑/2),
𝑢(𝜌, 0, 𝑧) = 0, 𝑢𝜑(𝜌, 𝜋/3, 𝑧) = 0,
𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 0) = 0, 𝑢𝑧(𝜌, 𝜑, 1) = 0.

§ 12. Рiвняння елiптичного типу в R𝑑

1. Нехай межа областi складається з гiперплощин так, що вiддзеркалення в них породжують дискретну
групу Γ. Знайти функцiю Грiна областi, розглянувши межовi умови першого i другого роду.
2. Знайти функцiю Грiна областi мiж двома паралельними гiперплощинами 𝑥1 = 0 i 𝑥1 = 𝑎.
3. Знайти функцiю Грiна областi 0 < 𝑥1 < 𝑎, 𝑥2 > 0.

4. Знайти всi значення двогранного кута мiж площинами в R𝑑, при яких застосовний метод зображень, i
знайти вiдповiдну функцiю Грiна.
5. Знайти всi можливi розташування прямих на площинi, коли застосовний метод зображень.
6. Знайти всi можливi розташування площин зi спiльною точкою в тривимiрному просторi, коли застосовний
метод зображень.
7. Знайти всi можливi розташування площин в тривимiрному просторi, коли застосовний метод зображень.
8. У вузлах двовимiрної ромбiчної гратки розташованi одиничнi позитивнi заряди, а в центрi кожного ромбу
знаходиться одиничний негативний заряд. Використовуючи зворотнiй метод зображень, знайти електроста-
тичний потенцiал цiєї системи, а також енергiю на елементарну комiрку.
9. Використовуючи зворотнiй метод зображень, знайти сталу Маделунга гратки NaCl, тобто електростатичну
енергiю на один атом при одиничних зарядi i вiдстанi мiж найближчими сусiдами.

10. Методом вiдокремлення змiнних побудувати функцiю Грiна оператора Лапласа в паралелепiпедi (0, 𝑎)×
(0, 𝑏)× (0, 𝑐) з межовими умовами першого роду.

11. Для виразу |𝑟1 − 𝑟2|−1 одержати розклад в ряд типу 12.25 по сферичних гармонiках.

12. Для виразу |𝑟1 − 𝑟2|−1 одержати розклад в ряд типу 12.25 по власних функцiях оператора Лапласа в
елiптичних координатах.

12.1. 𝐺(𝑥, 𝜉) =
∑︀

𝑔∈Γ (∓1)
det 𝑔

𝐺𝑑 (|𝑔𝑥− 𝜉|), де верхнiй знак вiдповiдає межовим умовам першого роду, а
нижнiй – другого. Збiжнiсть ряду випливає з iнтегровностi 𝐺𝑑.

12.2. 𝐺(𝑥, 𝜉) =
∑︀

𝑛∈Z [𝐺𝑑 (|𝑥+ 2𝑛𝑎𝑒1 − 𝜉|)∓𝐺𝑑 (|𝜎1𝑥+ 2𝑛𝑎𝑒1 − 𝜉|)], де 𝑒1 – одиничний вектор вздовж коор-
динати 𝑥1, а 𝜎1 вiдбиття в площинi 𝑥1 = 0.

12.3. 𝐺(𝑥, 𝜉) =
∑︀

𝑛∈Z [𝐺𝑑 (|𝑥+ 2𝑛𝑎𝑒1 − 𝜉|)∓𝐺𝑑 (|𝜎1𝑥+ 2𝑛𝑎𝑒1 − 𝜉|)∓𝐺𝑑 (|𝜎2𝑥+ 2𝑛𝑎𝑒1 − 𝜉|) +𝐺𝑑 (|𝜎1𝜎2𝑥+ 2𝑛𝑎𝑒1 − 𝜉|)],
де 𝑒1 – одиничний вектор вздовж координати 𝑥1, а 𝜎𝑖 – вiдбиття в площинi 𝑥𝑖 = 0.

12.4. Можливi значення кута 𝜋𝑚/𝑛, де 𝑚 < 𝑛 пара взаємно простих натуральних чисел. Група вiддзеркалень
𝐷𝑛. Справдi, якщо 𝜎 i 𝜎′ операцiї вiддзеркалень в заданих площинах, то їх добуток 𝜎′𝜎 буде операцiєю 𝑐𝑚𝑛
повороту на кут 2𝜋𝑚/𝑛 в напрямi вiд площини 𝜎 до 𝜎′. Оскiльки 𝑚 i 𝑛 взаємно простi, то 𝑐𝑛 належить
групi вiддзеркалень, яка породжується парою {𝑐𝑛, 𝜎}.

12.5. Якщо прямих двi, то це або двогранний кут (задача 12.4), або задача 12.2. Якщо двi прямi паралельнi,
а третя перпендикулярна до них, то це задача 12.3. В iнших випадках задача зводиться до вiдшукання
всеможливих вiдзеркалень, якi породжують дискретну групу. Це одна з двовимiрних кристалографiчних
груп, породжуваних належними до них вiддзеркаленнями: 𝑝𝑚𝑚2, 𝑝4𝑚𝑚, 𝑝3𝑚1, 𝑝6𝑚𝑚. Першому випадку
вiдповiдає задача в прямокутнику, який є четвертою частиною елементарної комiрки Браве групи 𝑝𝑚𝑚2.
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Група 𝑝4𝑚𝑚 ⊃ 𝑝𝑚𝑚2 мiстить прямi вiддзеркалень, розташованi пiд кутом 𝜋/4 одно вiдносно одної таким
чином, що точки перетину лежать у вузлах квадратної гратки (наприклад рiвнобедрений прямокутний
трикутник). Група 𝑝3𝑚1 мiстить прямi пiд кутом 𝜋/3 одна до одної з точками перетину у вузлах три-
кутної гратки (наприклад рiвностороннiй трикутник). Група 𝑝6𝑚𝑚 ⊃ 𝑝3𝑚1 додатково має прямi, що
перетинаються пiд кутом 𝜋/6 (наприклад половина рiвностороннього трикутника).

12.6. Задача зводиться до вiдшукання всеможливих наборiв вiддзеркалень з нерухомою точкою, якi поро-
джують скiнченну групу. Є всього 5 класiв скiнченних груп, породжуваних належними до них вiддзерка-
леннями (в дужках вказаний їх порядок, 𝑛 ∈ N): 𝐶𝑛𝑣 (2𝑛), 𝐷𝑛ℎ (4𝑛), 𝑇𝑑 (24), 𝑂ℎ (48), 𝑌ℎ (120). Перший
клас – всi двограннi кути. Наступний – всi триграннi кути, в яких одна з граней перпендикулярна до двох
iнших. Група тетраедра 𝑇𝑑 має 6 площин вiддзеркалень, що проходять через дiагоналi протилежних граней
куба. Будь-якi три або бiльше цих площин утворюють многогранний кут, групою вiддзеркалень якого є
𝑇𝑑. Наступна група 𝑂ℎ ⊃ 𝑇𝑑 мiстить додатково до вже згаданих шести площин ще шiсть, що проходять
через протилежнi ребра кубу. Нарештi, група 𝑌ℎ має 15 площин, що проходять через протилежнi ребра
iкосаедра.

12.7. ??
12.8. Помiстимо початок системи координат в один iз позитивних зарядiв, а осi зорiєнтуємо так, щоб най-

ближчi сусiди (ними будуть негативнi заряди) знаходилися у точках (±2𝑎, 0) i (0,±2𝑏), де 𝑎 i 𝑏 – параметри
гратки (довжина сторони ромбу 2

√
𝑎2 + 𝑏2). Використовуючи метод зображень у зворотньому напрямi,

легко бачити, що шукана електростатична задача еквiвалентна задачi в прямокутнику |𝑥| < 𝑎, |𝑦| < 𝑏 iз
заземленою межею. Розв’язок останньої одержимо знайшовши конформне вiдображення прямокутника в
одиничний круг:

𝑤(𝑧) =
1− cn(𝐾𝑧/𝑎)

sn(𝐾𝑧/𝑎)
,

де 𝐾 – елiптичний iнтеграл, а cn, sn – елiптичнi функцiї Якобi, всi три неявно залежать модуля 𝑘, який
знаходиться з рiвняння

𝐾(𝑘)/𝐾 ′(𝑘) = 𝑎/𝑏,

тут i далi штрихом позначаємо елiптичнi функцiї модуля 𝑘′ =
√
1− 𝑘2. Зауважимо, що записане конформне

вiдображення переводить початок координат у центр круга, а вершини прямокутника ±𝑎 ± 𝑖𝑏 у точки
±𝑘 ± 𝑖𝑘′. Електростатичний потенцiал знаходимо за формулою

𝜙(𝑥, 𝑦) = ln
1

|𝑤(𝑥+ 𝑖𝑦)|
≡ 1

2
ln

1 + cn(𝐾𝑥/𝑎)cn′(𝐾 ′𝑦/𝑏)

1− cn(𝐾𝑥/𝑎)cn′(𝐾 ′𝑦/𝑏)
.

За вiдомими властивостями перiодичностi елiптичних функцiй продовження одержаного розв’язку на всю
площину дається цим же виразом. Енергiю обчислюємо за формулою

𝐸 =
∑︁
𝑖

𝑞𝑖𝜙𝑖,

де пiдсумовування проводиться по елементарнiй комiрцi,

𝜙𝑖 = lim
𝜌→0

[𝜙 (𝑟𝑖 + 𝜌) + 𝑞𝑖 ln 𝜌]

– потенцiал 𝑖-го заряду, 𝑞𝑖 i 𝑟𝑖 – величина i положення 𝑖-го заряду. В результатi одержимо 𝐸 = 2 ln(2𝑎/𝐾).
12.9. Як i в задачi 12.8, потенцiал гратки NaCl вiдтворюється антиперiодичним продовженням потенцiалу

одиничного заряду в центрi одиничного куба iз заземленою межею. Стала Маделунга спiвпадає з потенцi-
алом 𝜙0 цього заряду (з точнiстю до знаку).

Перший спосiб. Позначимо

𝜙 (𝑟, 𝑟0) = −4𝜋𝐺 (𝑟, 𝑟0)−
1

|𝑟 − 𝑟0|
,

тодi
𝜙0 = 𝜙 (𝑟0, 𝑟0) .

Функцiя 𝜙 як функцiя першого аргументу задовольняє рiвняння Лапласа в кубi з межовою умовою

𝜙 (𝑟, 𝑟0)|𝑟∈𝜕𝐷 = − 1

|𝑟 − 𝑟0|

⃒⃒⃒⃒
𝑟∈𝜕𝐷

.

Розв’язок рiвняння Лапласа в методi вiдокремлення змiнних дається виразом

𝜙

(︂
𝑥, 𝑦, 𝑧;

1

2
,
1

2
,
1

2

)︂
=

∞∑︁
𝑛,𝑚=1

sin𝜋𝑛𝑥 sin𝜋𝑚𝑦
sh𝜆𝑛𝑚𝑧 + sh𝜆𝑛𝑚(1− 𝑧)

sh𝜆𝑛𝑚𝑧
𝑐𝑛𝑚

+ два аналогiчнi вирази з переставленими 𝑥, 𝑦, 𝑧,
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де

𝜆𝑛𝑚 = 𝜋
√︀

𝑛2 +𝑚2, 𝑐𝑛𝑚 =

1w

0

1w

0

sin𝜋𝑛𝑥 sin𝜋𝑚𝑦 d𝑥d𝑦√︀
(𝑥− 1/2)2 + (𝑦 − 1/2)2 + 1/4

.

Пiдставивши 𝑟 = 𝑟0 i врахувавши симетрiю задачi, одержимо

𝜙0 = −24
∑︁

𝑛,𝑚∈M

1

ch 𝜋
2

√
𝑛2 +𝑚2

1w

0

1w

0

cos 𝜋𝑛𝑥
2 sin 𝜋𝑚𝑦

2√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 1

d𝑥d𝑦,

де M – множина всiх непарних додатних чисел.
Другий спосiб. Використовуючи обчислену в задачi 12.10 функцiю Грiна паралелепiпеда, одержимо

𝜙0 = lim
𝑟→𝑟0

[︂
−4𝜋𝐺 (𝑟, 𝑟0)−

1

|𝑟 − 𝑟0|

]︂
≡ lim

𝑧→+0

[︂
−4𝜋𝐺 (𝑟0 − 𝑧𝑒𝑧, 𝑟0)−

1

𝑧

]︂

= lim
𝑧→+0

⎡⎣8 ∑︁
𝑛,𝑚∈M

sh 𝜋
2

√
𝑛2 +𝑚2(1− 2𝑧)

√
𝑛2 +𝑚2 ch 𝜋

2

√
𝑛2 +𝑚2

− 1

𝑧

⎤⎦ .

Зауважимо, що обидва способи дають далеко не найкращi формули для обчислення сталої Маделун-
га гратки NaCl, хоча значно кращi прямого пiдсумовування потенцiалiв окремих зарядiв. Зокрема, перша
формула з 4× 4 членами ряду дає 𝜙0 = −1.747563(2).
12.10.

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜉, 𝜂, 𝜁) = − 4

𝑎𝑏

∞∑︁
𝑛,𝑚=1

sin
𝜋𝑛𝑥

𝑎
sin

𝜋𝑚𝑦

𝑏
sin

𝜋𝑛𝜉

𝑎
sin

𝜋𝑚𝜂

𝑏

sh𝜆𝑛𝑚(𝑧 ∧ 𝜁) sh𝜆𝑛𝑚(𝑐− 𝑧 ∨ 𝜁)

𝜆𝑛𝑚 sh𝜆𝑛𝑚𝑐
,

тут

𝜆𝑛𝑚 = 𝜋

√︂
𝑛2

𝑎2
+

𝑚2

𝑏2
.

12.11.
1

|𝑟1 − 𝑟2|
=

∞∑︁
𝑙=0

𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

4𝜋

(2𝑙 + 1) ‖𝑌𝑙𝑚‖2
(𝑟1 ∨ 𝑟2)

−𝑙−1𝑌𝑙𝑚(𝜃1, 𝜑1) (𝑟1 ∧ 𝑟2)
𝑙𝑌𝑙𝑚(𝜃2, 𝜑2).

12.12.

1

|𝑟1 − 𝑟2|
=

2

𝑎

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑚=−𝑛

4𝜋

‖𝑌𝑛𝑚‖2
(𝑛− |𝑚|)!
(𝑛+ |𝑚|)!

𝑄|𝑚|
𝑛 (ch 𝜉1 ∨ 𝜉2)𝑌𝑛𝑚(𝜂1, 𝜑1)𝑃

|𝑚|
𝑛 (ch 𝜉1 ∧ 𝜉2)𝑌𝑛𝑚(𝜂2, 𝜑2)
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