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1 Åëåìåíòè ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè
Ôiçè÷íi âåëè÷èíè (ñïîñòåðåæóâàíi) ìîæíà îïèñóâàòè ðiçíèìè ìàòåìàòè÷íèìè îá'¹êòàìè. Ó ïiä-
õîäi Øðåäèíãåðà ôiçè÷íi âåëè÷èíè îïèñóþòüñÿ îïåðàòîðàìè ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó, à ñòàíè
êâàíòîâî¨ ñèñòåìè � âåêòîðàìè öüîãî ïðîñòîðó.

Íàãàäà¹ìî, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäà¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè:

1) 〈φ|ψ〉 = 〈ψ|φ〉∗,
2) 〈φ|λψ〉 = λ〈φ|ψ〉,
3) 〈φ|ψ1 + ψ2〉 = 〈φ|ψ1〉+ 〈φ|ψ2〉,
4) 〈ψ|ψ〉 ≥ 0, ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ëèøå ïðè ψ = 0.

Ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H� öå ïîâíèé (âñÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ) íåñêií÷åí-
íîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið (ëiíiéíèé ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì).

Ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ñàìîñïðÿæåíèé, òîìó ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè îòîòîæíþþòüñÿ çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì, à ñïðÿæåíi îïåðàòîðè âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ:

∀φ, ψ ∈ H 〈Ĥ+φ|ψ〉 = 〈φ|Ĥψ〉.

Îïåðàòîð Ĥ íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî Ĥ+ = Ĥ.
Îïåðàòîð Ĥ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì, ÿêùî âií âñÿêó ñëàáî çái-

æíó ïîñëiäîâíiñòü (çáiæíiñòü çà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì) ïåðåâîäèòü ó ñèëüíî çáiæíó (çáiæíiñòü çà
íîðìîþ).

Ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå ñåïàðàáåëüíi (iñíó¹ çëi÷åííà âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà) ãiëüáåðòîâi ïðî-
ñòîðè. Ñåïàðàáåëüíiñòü ïîòðiáíà ïî òié ïðè÷èíi, ùî âñi ñåïàðàáåëüíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè içî-
ìîðôíi ìiæ ñîáîþ. Ôiçè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî âñi ïðåäñòàâëåííÿ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè åêâiâàëåíòíi i
äàþòü îäíi é òi æ çíà÷åííÿ ñåðåäíiõ. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ñåïàðàáåëüíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ
íàñòóïíi:

1. Iñíó¹ îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà ψ ∈ H íà áóäü-ÿêèé çàìêíóòèé ïiäïðîñòið
M, ïðè÷îìó ðîçêëàä ψ = ψM + ψM⊥ ¹äèíèé. Òîìó iñíó¹ ïîíÿòòÿ ïðÿìî¨ ñóìè i ðiçíèöi
çàìêíóòèõ ïiäïðîñòîðiâ.

2. Iñíó¹ ïîâíèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ {φn}, òîáòî ∀ψ ∈ H ψ =
∑

n cnφn, äå cn ≡ 〈φn|ψ〉, i∑
n |cn|2 = 〈ψ|ψ〉.

3. Âñÿêèé êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ìà¹ ïîâíó îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó âëàñíèõ
ôóíêöié. Ïðîñòî ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ìà¹ ïðîñòî îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó âëàñíèõ ôóí-
êöié, ïðè÷îìó ñïåêòð äiéñíèé.

Îòæå, áóäü-ÿêèé êâàíòîâèé ñòàí ñèñòåìè îòîòîæíþ¹òüñÿ ç íîðìîâàíèì åëåìåíòîì ψ ñåïàðà-
áåëüíîãî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H, òîáòî 〈ψ|ψ〉 = 1. Ëiíiéíiñòü ïðîñòîðó çàáåçïå÷ó¹ ïðèíöèï
ñóïåðïîçèöi¨ ñòàíiâ. Òàì äå òðåáà âiäðiçíÿòè âåêòîðè i ¨õ ñïðÿæåíi âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ
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Äiðàêà: êåò-âåêòîð |ψ〉 äëÿ åëåìåíòà ψ i áðà-âåêòîð 〈ψ| äëÿ ñïðÿæåíîãî. Êîæíà ôiçè÷íà âåëè÷èíà
A îòîòîæíþ¹òüñÿ iç ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì Â. Ïîçíà÷èìî éîãî âëàñíi çíà÷åííÿ ÷åðåç An,
à âëàñíi âåêòîðè ÷åðåç ψn (êåò-âåêòîðè � ïðîñòî |n〉). Ìîæëèâi çíà÷åííÿ âèìiðþâàííÿ ôiçè÷íî¨
âåëè÷èíè A ñïiâïàäàþòü çi ñïåêòðîì ¨¨ îïåðàòîðà {An}. Ñàìîñïðÿæåíiñòü îïåðàòîðà ãàðàíòó¹
äiéñíiñòü âèìiðþâàíèõ çíà÷åíü. Ñàì àêò âèìiðþâàííÿ ñïîñòåðåæóâàíî¨ A çàäà¹òüñÿ àêñiîìàòè-
÷íî ïðîåêòîðîì íà îäèí ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà A: P = |n〉〈n|, ùî îçíà÷à¹ Pψ ≡ (〈n|ψ〉)|n〉,
ïðè öüîìó 〈n|ψ〉 äà¹ iìîâiðíiñòü îòðèìàòè â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ çíà÷åííÿ An. Ïðèíöèï âiä-
òâîðþâàíîñòi ôiçè÷íèõ âèìiðþâàíü çàáåçïå÷ó¹òüñÿ òèì, ùî ïðè ïîäàëüøîìó âèìiðþâàííi öi¹¨ æ
ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè áóäå îòðèìóâàòèñÿ îäíå é òå æ çíà÷åííÿ An. Ñåðåäí¹ æ çíà÷åííÿ âèìiðþâàí-
íÿ äà¹òüñÿ, î÷åâèäíî, ôîðìóëîþ A = 〈ψ|Â|ψ〉 ≡ 〈ψ|Âψ〉. Åâîëþöiÿ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ
óíiòàðíèìè îïåðàòîðàìè Û , ÿêi â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi Û = exp(−iĤt/~),
äå Ĥ � äåÿêèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Óíiòàðíiñòü ïîòðiáíà äëÿ çáåðåæåííÿ îäèíè÷íîãî íîð-
ìóâàííÿ ñòàíiâ.

Ïðàêòè÷íèìè ðåàëiçàöiÿìè ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H ñëóæàòü êîîðäèíàòíi ïðîñòîðè, äå êî-
îðäèíàòàìè ¹ âëàñíi ÷èñëà äåÿêî¨ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè. Ó âèïàäêó íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó îïåðàòîðà
öi¹¨ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè H = L2(X, µ) çi ñêií÷åííîþ ÷è íåñêií÷åííîþ ìiðîþ, ÿêà ìà¹ çëi÷åííèé
áàçèñ (îñòàíí¹ ïîòðiáíå äëÿ ñåïàðàáåëüíîñòi). Åëåìåíòàìè ïðîñòîðó L2 ¹ õâèëüîâi ôóíêöi¨ ψ(x),
ñïðÿæåíèìè áóäóòü ψ∗(x). Êîîðäèíàòàìè x ∈ X ìîæóòü âèñòóïàòè çâè÷àéíi êîîðäèíàòè ÷àñòèí-
êè (êîîðäèíàòíå ïðåäñòàâëåííÿ) àáî ¨¨ iìïóëüñ (iìïóëüñíå ïðåäñòàâëåííÿ). Ñêàëÿðíèé äîáóòîê â
L2 âèçíà÷åíèé ÿê 〈φ|ψ〉 =

∫
X φ∗(x)ψ(x)dµ(x).

Ó âèïàäêó äèñêðåòíîãî ñïåêòðó H = l2 îäåðæó¹ìî òàê çâàíå ìàòðè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ (ÿêùî
ñïåêòð ñêií÷åííèé, òî H � ñêií÷åííîâèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið). Êîîðäèíàòè íóìåðóþòüñÿ öiëèìè
÷èñëàìè, ÿêi iíäåêñóþòü âëàñíi ôóíêöi¨. Åëåìåíòàìè ¹ âåêòîðè ç êîîðäèíàòàìè cn, à îïåðàòîðàìè
� ìàòðèöi ç êîîðäèíàòàìè Amn (ñêií÷åííi ÷è íåñêií÷åííi). Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âèçíà÷åíèé ÿê
〈φ|ψ〉 =

∑
n d∗ncn, äå cn i dn � êîîðäèíàòè âåêòîðiâ ψ i φ âiäïîâiäíî. Íà ïðàêòèöi âèáèðàþòü íå

îäèí îïåðàòîð, à ïîâíèé íàáið êîìóòóþ÷èõ îïåðàòîðiâ, òîäi êîæíié âëàñíié ôóíêöi¨ âiäïîâiäà¹
ëèøå îäèí íàáið âëàñíèõ ÷èñåë, ðîçìiðíiñòü ïîâíîãî íàáîðó äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ñòóïåíiâ âiëüíîñòi
ñèñòåìè.

Çâ'ÿçîê ìiæ L2 i l2 ïðåäñòàâëåííÿìè íàñòóïíèé. Íåõàé Ĥ � îïåðàòîð, íà ÿêîìó ïîáóäîâàíèé
l2, i íåõàé φn(x) � âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà Ĥ â L2. Òîäi äëÿ ñòàíó ψ i îïåðàòîðà Â îäåðæèìî
òàêi ôîðìóëè âiäïîâiäíîñòi:

ψ(x) =
∑

n

cnψn(x), cn =
∫

X
φ∗n(x)ψ(x)dµ(x) ≡ 〈n|ψ〉,

Â =
∑
mn

|m〉Amn〈n|, Amn =
∫

X
φ∗m(x)(Âφn)(x)dµ(x) ≡ 〈m|Â|n〉.

Êâàíòîâi ñòàíè âiäêðèòèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì îïèñóþòüñÿ íå âåêòîðàìè ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó,
à ñïåöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè � ìàòðèöÿìè ãóñòèíè ρ̂, ÿêi ¹ äîäàòíüîâèçíà÷åíèìè ñàìîñïðÿæåíèìè
îïåðàòîðàìè ç îäèíè÷íèì ñëiäîì. ßêùî ∃ψ ∈ H ρ̂ = |ψ〉〈ψ|, òî òàêèé ñòàí íàçèâà¹òüñÿ ÷èñòèì, âií
âiäïîâiäà¹ îïèñó ñòàíiâ ó çàìêíåíèõ ñèñòåìàõ. Âñi iíøi ñòàíè � çìiøàíi. Ñåðåäíi îá÷èñëþþòüñÿ
çà ôîðìóëîþ A = Tr(ρ̂Â). ßêùî ψn � âëàñíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà Â, ÿêà âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó
çíà÷åííþ An, òî ρnn äà¹ iìîâiðíiñòü îòðèìàííÿ â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè A
çíà÷åííÿ An (ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ ñèñòåìà îïèíÿ¹òüñÿ â ÷èñòîìó ñòàíi ψn).

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ñòàí êâàíòîâî¨ ñèñòåìè íå ¹ ôiçè÷íîþ âåëè÷èíîþ, à íåñå âèêëþ÷íî iíôîð-
ìàöiéíó ôóíêöiþ. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ñòàíè ñàìi ïî ñîái íå âèìiðþþòüñÿ, à òåîði¨ ïðèõîâà-
íèõ ïàðàìåòðiâ çàïåðå÷óþòüñÿ åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè. Êðiì òîãî ðiçíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi
êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ïî ðiçíîìó âèêîðèñòîâóþòü ïîíÿòòÿ ñòàíó, ÿê îò â ïðåäñòàâëåííi Ãåéçåíáåðãà,
�iíâàðiàíòíîþ� çàëèøà¹òüñÿ ëèøå êîìáiíàöiÿ ñïîñòåðåæóâàíà ïëþñ ñòàí. Ôiçè÷íà æ iíòåðïðåòà-
öiÿ ñòàíiâ, íàïðèêëàä, õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ïîðîäæó¹ ïàðàäîêñè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, êîðåíåì ÿêèõ
¹ íåìîæëèâiñòü îïèñó ðåäóêöi¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ïðè âèìiðþâàííi.
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